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PREFAZIONE  ALLA  PRESENTE  EDIZIONE. 


Allorquando  l’Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  rice- 
vette in  omaggio  dal  Conte  di  Fagnano  le  sue  Produzioni 
Matematiche , prima  di  rispondere,  sia  pure  con  un  semplice 
ringraziamento,  volle  che  il  presidente  della  Classe  matema- 
tica le  esaminasse  accuratamente  e poi  riferisse.  Da  tale 
incombenza  Leonardo  Eulero  fu  spinto  ad  investigare  le 
proprietà  degli  archi  di  ellisse  e quindi  a porre  le  basi  di 
una  nuova  disciplina:  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche;  onde 
a ragione  il  Jacobi,  ricordando  l’incarico  affidato  dal  mas- 
simo sodalizio  scientifico  prussiano  al  sommo  analista,  scri- 
veva: « aus  dieser  Prufung  ist  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  entstanden  » (*). 

Questa  dichiarazione  di  uno  dei  più  eminenti  creatori  di 
tale  teoria  è sufficiente  a fare  collocare  le  Produzioni  Ma- 
tematiche fra  quelle  poche  opere  privilegiate  che,  all’occhio 
dei  posteri,  si  presentano  come  pietre  miliari  nella  strada  che 
guidò  ai  tesori  dell’odierno  nostro  patrimonio  scientifico.  E 
come  tale  fu  ed  è tuttora  considerata  da  chiunque  abbia 
seguita  l’evoluzione  delle  scienze  esatte  nel  giro  di  questi  due 
ultimi  secoli. 

Ma  le  Produzioni  Matematiche , oltre  agli  scritti  che 
concernono  il  paragone  fra  archi  di  curve  particolari  notevoli 
(lemniscata,  ellisse  equilatera,  parabole  non  rettificabili)  rac- 
chiude un  grande  numero  di  bellissime  pagine,  a cui  scien- 


(*)  Veggasi  la  lettera  scritta  dal  sommo  analista  il  24  ottobre  1847  a P.  H. 
von  Fuss  e pubblicata  da  Stackel  e Ahrens  in  Bibliotheca  mathematica  (Yol.  Vili 
della  III  serie,  1907-08,  pag.  255). 
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ziati  e storici  non  tributarono  sinora  sufficiente  attenzione; 
altrimenti  il  Conte  di  Fagnano  sarebbe  stato  considerato  non 
soltanto  come  il  primo  artefice  del  grandioso  edificio  che  Abel 
e Jacobi  dovevan  poi  mirabilmente  perfezionare,  ma  anche 
come  un  algebrista  che  degnamente  collaborò  alla  creazione 
della  teoria  dei  numeri  complessi  ed  allo  sviluppo  dei  metodi 
di  risoluzione  delle  equazioni  algebriche  letterali  di  un  ordine 
inferiore  a cinque.  Grazie  a tali  suoi  studi  la  sua  opera  ma- 
tematica si  presenta  come  un  anello  dell’aurea  catena  che, 
cominciata  da  Cardano  e Tartaglia,  fu  proseguita  in  Italia 
da  Lagrange  e Ruffini  nel  secolo  xviij  e nel  successivo  da 
Betti  e Brioschi. 

A riporre  in  luce  concetti  e metodi  che  oggi  sono  di- 
menticati o si  sogliono  attribuire  ad  altri  è destinata  la  pre- 
sente edizione.  La  quale,  concepita  da  uno  dei  sottoscritti, 
infiammato  da  « carità  del  natio  loco  »,  incontrò  subito  il 
favore  di  Valentino  Cerruti  (alla  cui  memoria  è doveroso  per 
noi  tributare  un  memore  saluto)  e l’appoggio  morale  della 
nostra  benemerita  Società  Italiana  per  il  progresso  delle 
Scienze.  Per  esso  e per  i sussidi  finanziari  di  cui  furono 
larghi  il  Ministero  della  pubblica  istruzione,  la  provincia  di 
Ancona  e il  comune  di  Sinigallia,  fu  possibile  mandar  ad 
éffetto  quell’idea  e arricchire  così  la  collana  dei  grandi  mate- 
matici italiani,  che  si  va  attualmente  formando. 

Nella  presente  pubblicazione  saranno  compresi,  non  sol- 
tanto gli  scritti  adunati  nei  due  volumi  costituenti  le  Produ- 
zioni Matematiche,  ma  ancora  tutti  gli  altri  che  non  vi 
furono  inclusi  perchè  pubblicati  posteriormente  o rimasti  per 
varie  ragioni  inediti,  nonché  molte  lettere  scritte  dal  grande 
matematico  di  Sinigallia  od  a lui  dirette,  le  quali  lumeggiano 
in  modo  insperato  la  vita  scientifica  italiana  nel  secolo  di 
Lagrange  ed  Eulero. 

Rimandando  il  lettore  alla  Prefazione  relativa  al  III  Vo- 
lume della  presente  edizione  per  più  precise  informazioni 
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relative  agli  scritti  inediti,  osserveremo  che,  nel  riprodurre 
1’  « opus  magnus  » del  nostro  Autore,  furono  da  noi  mante- 
nute l’ortografia  e la  punteggiatura  del  testo  e la  dispo- 
sizione delle  formole;  soltanto  furono  corretti  alcuni  evidenti 
errori  di  penna  e di  stampa,  furono  spostatigli  indici  relativi  alla 
Teoria  generale  delle  proporzioni , si  designarono  le  potenze 
col  sistema  generalmente  adottato  oggi  e si  diede  in  generale 
alle  formole  un  aspetto  conforme  alle  abitudini  odierne,  per 
non  accrescere  senza  scopo  difficoltà  all’intelligenza  dei  cal- 
coli. Alcune  poche  note  poste  da  uno  di  noi  al  termine  dei  due 
primi  volumi,  non  hanno  la  superba  pretesa  di  servire  di  com- 
mento al  testo,  ma  intendono  soltanto  di  mettere  in  luce  alcuni 
punti  di  contatto  fra  le  idee  del  Fagnano  ed  altre  anteriori  e 
posteriori. 

Alla  Società  editrice  che  assunse  ed  alla  Tipografia 
Nazionale  che  eseguì  la  stampa  di  queste  Opere  vadano  i 
nostri  ringraziamenti  per  il  modo  superiore  ad  ogni  elogio 
con  cui  secondarono  il  nostro  desiderio  che  la  presente  pub- 
blicazione potesse  reggere  a paragone  di  altre  congeneri. 
Alla  gioventù  studiosa,  a cui  dedichiamo  il  frutto  di  queste 
nostre  fatiche,  vada  l’augurio  che  da  queste  pagine  essa 
tragga  incoraggiamento  a intraprendere  lo  studio  delle  opere 
classiche  dei  maggiori  analisti. 


Roma-Genova,  giugno  1911. 
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BEATISSIMO  PADRE. 


Mentre  consacro  umilissimarnente  alla  Santità  Vostra 
le  mie  Produzioni  Matematiche,  sento  attenuarsi  in  me  quella 
vantaggiosa  opinione,  che  suol  concepire  delle  proprie  fatiche 
chiunque  si  avanza  a pubblicarle.  Io  ben  comprendo  quanto 
poco  tale  offerta  convenga  ad  un  tanto  Sovrano;  o si  consi- 
deri la  grandezza  del  doppio  Principato,  che  nella  di  Lei 
Sacratissima  Persona  risiede;  osi  abbia  riflesso  all’ampiezza 
di  sua  Dottrina,  che  lascia  di  se  monumenti  immortali  alla 
Posterità.  Tutto  questo  è valevole  a disanimare  non  me  so- 
lamente, ma  qualunque  Ingegno  di  sicuro  volo,  che  osi 
esporsi  a Lumi  sì  penetranti.  Nientedimeno  l’Amor  generoso 
di  Vostra  Beatitudine  verso  le  Lettere,  e l’applaudita  Cle- 
menza, onde  risguarda  chi  le  professa,  m’ispirano  il  coraggio 
di  presentarle  due  Volumi,  che  riceveranno  il  maggiore, 
anzi  l’unico  pregio  della  sua  magnanima  accettazione  : poiché 
questa  sola  farà  noto  ai  viventi,  e spingerà  più  oltre  l’oscuro 
Nome  dell’Autore.  Egli  dunque  benché  infimo  tra’  suoi  Vas- 
salli, ardisce  comparire  avanti  l’Appostolico  Trono  con 
omaggio  di  venerazione,  e di  riconoscenza  : lieto  di  vivere  in 
un  tempo,  in  cui  le  Scienze,  e le  belle  Arti  sono  da  un  ot- 
timo Pontefice  altamente  promosse  ; da  un  Principe  dissi, 
che  sì  a quelle,  come  all’ardue  cure  del  Governo  fa  esten- 
dere del  pari  gl’illimitati  suoi  pensieri,  e non  ama  di  coman- 
dare agli  uomini  se  non  per  renderli  più  perfetti.  Ma  non  è 
permesso  ad  un  Geometra  l’ inoltrarsi  ad  esprimere  il  sin- 
golare, e l’egregio  che  in  Vostra  Santità  si  ravvisa.  Altre 
formole  che  le  analitiche,  si  richiedono  al  sublime  assunto. 


E — 


Sorgeranno  piu  felici  Penne  ad  intraprendere  un’opera  sì 
degna,  e giusta.  Frattanto  i Popoli  Sudditi,  e Stranieri  danno 
veraci  encomj  a Vostra  Beatitudine  per  le  Virtù,  che  veg- 
gono regnar  seco  nel  Vaticano,  e spandere  la  loro  luce  do- 
vunque il  sole  la  sua  diffonde.  Commendano  essi  tra  l’altre 
la  nobile  Degnazione,  che  appellar  mi  giova  affabile  Maestà: 
esaltano  la  Magnificenza  che  sa  trionfare  nel  medesimo  ec- 
celso luogo  una  volta  destinato  al  trionfo  de’  Cesari  : ed 
ammirano  quell’eroico,  e all’Umanità  sì  malagevole  distac- 
camento, che  sarà  il  grand’Esempio  dell’Età  venture.  Implo- 
rano infine  concordemente  la  durevolezza  de’  suoi  preziosi 
giorni:  con  fiducia,  che  l’avanzamento  della  Religione,  la 
stabilità  della  Pace  nel  Mondo  Cattolico,  e ciò  che  di  fausto 
ne  deve  seguire  siano  eventi  riserbati  alle  Paterne  sollecitu- 
dini della  Santità  Vostra.  Unisce  ai  comuni  presagi,  e voti 
il  fervore  de’  proprj,  e a’  suoi  Santissimi  Piedi  à la  gloria 
di  genuflettersi 

Di  Vostra  Beatitudine 

Il  fedelissimo  suddito 
Giulio  Carlo  de’  Toschi  di  Fagnano. 


AVVEKT1  MENTO. 


Nella  raccolta  di  questi  scritti  non  si  è osservato  l’ordine  del  tempo, 
in  cui  furono  composti,  o pubblicati:  nientedimeno  è facile  a conoscere, 
che  sono  stati  così  distribuiti  con  qualche  discernimento. 

I due  presenti  volumi,  oltre  le  produzioni  già  date  alla  luce  dal- 
l’Autore, ne  comprendono  anche  di  quelle,  ch’erano  rimaste  inedite. 
Appiè  delle  prime  si  nota  ove  se  ne  fece  già  l’edizione,  e non  si  lascia 
di  aggiungere  il  oatalogo  dell’une,  e dell’altre  (*). 

Si  stima  ancora  a proposito  di  accennare,  che  avendo  Sua  Santità 
commessa  la  revisione  di  questa  medesima  raccolta  fin  dall’anno  1743, 
ai  celebri  matematici  i Padri  Francesco  Jaquier,  e Tommaso  le  Seur 
dell’Ordine  de’  Minimi,  ed  essendo  il  primo  passato  di  poi  per  qualche 
tempo  in  Francia;  ne  fece  il  secondo  nell’anno  seguente  la  relazione,  la 
quale  s’inserisce  qui  immediatamente,  e dopo  di  essa  il  catalogo,  affinchè 
da  questo,  e da  quella  possa  formarsi  una  tal  quale  anticipata  idea  di 
ciò,  che  in  questi  due  volumi  si  contiene. 


(*)  Si  reputò  superfluo  il  riprodurlo  nella  presente  edizione. 


— 0 
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RELAZIONE  DEL  CHIARISSIMO  PADRE  LE  SEUR 


Esibita  nel  mese  di  Maggio  dell’anno  1744. 


Manuscriptum  volumen,  cui  titulus  Generalis  proportionum  geome- 
tricarum  Theoria  cum  aliis  scriptis  mathematica  Auotore  Comite  Julio 
Carolo  de  Fagnani  legi  diligentissime.  Illustrissimus  Auctor  pluribus  jam 
editis  dissertationibus  orbi  erudito  notus  trio,  potissimum  hoc  suo  opere 
complexus  est,  videlicet  proportionum  theoriam,  triangulorum  rectilineorum 
proprietates,  et  plura  ad  calcolum  finitarum,  infinitesimarumque  quantità- 
tum  spectantia;  a quibus  omnium  fere  veritatum  mathematicarum,  quae 
paulo  altioris  sunt  indaginis,  inventio,  atque  demonstratio  pendent.  Plu- 
rima, et  maxime  universalia  theoremata  invenit  proprio  marie:  quae  ab 
aliis  jam  erant  inventa  aut  ad  majorem  universalitatern  adduxit,  aut  suis 
propriis  sedibus  restituta  novis  demonstrationibus  munivit:  ubique  veterum 
demonstrandi  rigorem  cum  Recentiorum  perspicuitate  conjunxit.  Totum 
igitur  opus  tum  ob  praeclara  inventa,  quae  continet,  tum  ob  methodum 
accuratissimam,  tum  ob  demonstrationum  veritatem,  et  copiam,  verumque 
usum  amplissimum  luce  publica  dignissimum  judicarem. 

Fb.  Thomas  le  Setjr  Ord.  Minim. 
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Addì  2 dicembre  1747. 


Il  Rev.mo  Sig.  Giannantonio  Sigonfredi,  Canonico  della  Cattedrale 
di  Pesaro,  e professore  di  matematica,  veda,  e riferisca. 

Giambattista  Passeri,  Vie.  Gen. 

Ho  veduto  d’ordine  di  Monsignor  Illustrissimo  Vie.  Gen.  di  questa 
città  l’opera  compresa  in  due  tomi,  il  titolo  della  quale  è il  seguente: 
Produzioni  Matematiche  del  Conte  Giulio  Carlo  di  Fognano,  Marchese 
de’  Toschi,  e di  Sant’Onorio,  ecc.  e non  solo  non  vi  ho  letta  cosa  al- 
cuna, che  ripugni  a’  buoni  costumi,  al  rispetto  de’  principi,  ed  alla 
purità  de’  dogmi  cattolici,  ma  anzi  ho  trovato,  ch’essa  contiene  specu- 
lazioni profonde  nell’Algebra,  nella  Geometria,  e segnatamente  nella 
scienza  delle  Curve,  e che  di  più  vi  sono  inserte  delle  nuove  scoperte 
fatte  dall’Autore,  e tra  queste  l’invenzione  del  nuovo  Algoritmo  con 
leggi  diverse  da  quelle  dell’algoritmo  comune;  laonde  non  può  se  non 
esserne  utilissima  l’edizione;  tanto  più  che  la  materia  vien  trattata  con 
una  facilità,  e chiarezza  meravigliosa,  ed  atta  ad  interessare  in  questo 
studio  tutti  gli  amanti  delle  più  sublimi,  ed  utili  scienze.  Non  è questo 
il  primo  saggio,  che  ci  dà  della  sua  profonda  dottrina  questo  insigne 
Scrittore,  noto  non  meno  agl’italiani,  che  agli  stranieri  letterati,  e rico- 
nosciuto da  questa  nostra  provincia  per  uno  de’  suoi  più  belli  ornamenti. 
Resta  ch’egli  goda  prospera,  e lunga  vita,  acciocché  possa  darci  il  van- 
taggio di  altre  sue  illustri  fatiche  a benefizio  della  repubblica  letteraria, 
e alla  gloria  del  nostro  secolo. 

Di  casa  questo  dì  8 gennaio  1748, 

Giann Antonio  Canonico  Sigonfredi. 

Addì  9 gennaio  1748. 

Attesa  la  suddetta  relazione  s’imprima  in  quanto  a noi,  ecc. 

Giambattista  Passeri,  Vie.  Gen. 


— M — 
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Die  9 Januarii  1748. 


Committimus  Per  illustri,  et  Reverendo  Domine  HERMETI  ANTONIO 
GUERR10  J . U . D.  examinatori  Sinodali,  ecclesiae  parochialis 
S.  Michaelis  Arcangeli  Pisauri  Abbati,  et  8.  Officii  Consultori,  ut 
videat,  et  referat,  an  sit  aliquid  contra  fidem,  bonos  mores,  ne c non 
contra  principes,  etc. 

FR.  HYAC1NT.  ANT.  MAZZOLI  S.  THEOL.  MAO.  AC 
VIC.  S.  OFF.  PISAURI. 

Admodum  Reverendi  Patrie  Hyacinti  Ant.  Mazzoli  praedicatorum 
Ordinis  Sac,  Theol.  Magistri,  ac  S.  Off.  Pisauri  Vicarii  jussu  opus  »'n 
duobus  tomis  divisum,  cui  titulus:  Produzioni  Matematiche  del  Conte 
Giulio  Carlo  di  Fagnano,  Marchese  de’  Toschi,  e di  Sant’Onorio,  etc.,  ac- 
curate perlegi,  in  quo  nil  prorsus  a fide  orthodoxa,  moribusque  christianis, 
ac  principum  observantia  aversum,  nec  dissonum  inveni,  quinimo  opus 
egregium  cum  stylo  brevi,  miraque  claritate  compositum,  addiscentibus 
commodum,  doctisque  congruum  sane  conspexi.  Ex  aedibus  meis  quinto 
idus  Februarii  1748. 

HERMES  ANTONIUS  GUERRIUS  Abbas  8.  Michaelis  Ar- 
cangeli, et  S.  Off.  Consultor. 

Die  14  Februarii  1748. 

Habita  supradicta  attestatione  concedimus  licentiam  ut  imprimatur. 

Ita  est  F.  HYACINTU8  ANT.  MAZZOLI  Vie.  8.  Officii 
Pisauri. 
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TEORIA  GENERALE 

DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE. 

PREFAZIONE. 

Dopo  il  mio  supplimento  al  quinto  libro  d’ Euclide,  che  trovasi  impresso 
nella  prima  parte  del  Tomo  XXXVIII  del  Giornale  de ' letterati  d' Italia  (1  ), 
giungerà  forse  inaspettato  ai  Lettori,  che  nel  presente  Trattato  delle  Propor- 
zioni Geometriche  io  mi  vaglia  per  ispiegarne  la  natura  non  già  della  pro- 
prietà degli  Egualmente  moltiplici,  ma  bensì  di  quella  delle  Aliquote  simili. 

Nientedimeno  la  ragione,  che  mi  à mosso  a cangiar  metodo,  sarà  da 
essi  facilmente  approvata,  qualora  rifletteranno,  che  il  mio . fine  in  com- 
porre questo  libro  è stato  di  rendere  più  intelligibili  le  Proporzioni  com- 
poste, la  cognizione  delle  quali  è così  utile  alla  Geometria. 

E’  vero,  che  il  dottissimo  Padre  Gregorio  di  San  Vincenzo  à trattato 
ampiamente  delle  Proporzioni  composte,  altro  non  supponendo,  che  il 
quinto  libro  degli  Elementi,  ma  è ugualmente  vero,  che  dalla  proprietà 
degli  Egualmente  moltiplici  non  si  deduce  così  chiaramente,  che  la  pro- 
porzione geometrica  sia  una  specie  di  grandezza,  come  s’ inferisce  dalla 
contenenza  delle  aliquote  simili  de’  conseguenti,  la  quale  ai  respettivi 
antecedenti  compete. 

Non  solamente  l'indole  delle  Proporzioni  composte,  ma  ancora  molte 
proprietà  delle  proporzioni  semplici  si  spiegano  con  particolar  natu- 
ralezza, e facilità  mediante  questo  importantissimo  principio,  che  la 
Proporzione  sia  grandezza;  e non  può  abbastanza  lodarsi  il  celebre  Autore 
degli  Elementi  di  Geometrìa  di  Porto-Reale,  che  ne  à fatto  un  sì  bell'uso 
nel  secondo,  e terzo  libro  della  sua  opera,  alcune  dimostrazioni  della 
quale,  e segnatamente  quelle  de'  Teoremi  2,  3,  7,  e 8 del  secondo  libro  ò 
io  voluto  frapporre  per  la  loro  eleganza  in  questo  trattato  tra  V altre 


(1)  Riprodotto  nella  presente  edizione  sotto  il  n.  III. 
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pruove,  che  de'  medesimi  Teoremi  vi  ò inserte  di  mia  invenzione,  Ma 
siccome  le  accennate  dimostrazioni  di  quel  Geometra  dipendono  dagli 
Assiomi  4,  e 5 del  suo  secondo  libro,  i quali  possono,  e debbono  dimo- 
strarsi anch’essi,  così  mi  è convenuto  provarli  esattamente,  e rettificare 
in  tal  guisa  le  pruove,  che  da  quel  libro  ò tratte  per  aumentare  il  numero 
delle  mie.  Il  primo  di  questi  Assiomi  è,  che  le  proporzioni,  le  quali  anno 
un  medesimo  conseguente,  sono  tra  esse  come  i loro  antecedenti. 

Il  secondo,  che  le  proporzioni,  le  quali  anno  un  medesimo  antece- 
dente, sono  tra  esse  come  i loro  conseguenti  presi  con  ordine  reciproco, 
o sia  inverso. 

Ben  potrà  considerare  il  perito  Leggitore,  che  non  era  così  facile  il 
dimostrare,  come  ò fatto,  il  secondo  de'  suddetti  Assiomi,  senza  supporre 
quella  maniera  d'argomentare,  che  chiamasi  permutando,  ovvero  alternando, 
la  quale  per  mezzo  appunto  di  detto  Assioma  dee  provarsi  secondo  il 
metodo  dell’autore  sopralodato. 

Similm.ente  in  tutto  il  corso  del  presente  libro  ò posto  ogni  mio  stu- 
dio per  dimostrare  con  la  possibile  esattezza  le  proposizioni,  che  vi  si 
contengono;  e oltre  di  ciò  vi  ò provati  quasi  sempre  con  maniera  nuova 
gli  antichi  teoremi,  e moltissime  volte  in  più  modi,  così  convenendo  ad 
una  scienza,  che  è il  primo  fondamento  delle  matematiche  discipline. 

0 ' bensì  lasciato  quasi  sempre  in  grazia  della  brevità  di  addurre 
degli  esempi,  bastandomi  di  aver  parlato  con  tanta  chiarezza,  che  ogni 
persona  non  ottusa,  la  quale  userà  mediocre  attenzione,  potrà  perfetta- 
mente intendermi.  Chi  vorrà  applicarsi  alle  sole  proposizioni  elementari , 
riconoscerà,  ch'esse  dipendono  nel  presente  trattato  dalla  connessione  di 
poche  proposizioni,  e che  V altre  servono  a chi  brama  una  piena  teoria 
delle  proporzioni,  al  qual  oggetto  ò presi  dal  prenominato  Padre  Gregorio 
di  San  Vincenzo  molti  teoremi,  e gli  ò per  lo  più  corredati  di  nuove,  e 
a me  proprie  dimostrazioni. 

Da  questa  medesima  teoria  mi  à piacciuto  dedurre,  e dimostrare  i prin - 
cipj  del  calcolo  analitico,  e parmi  di  aver  ciò  eseguito  non  solo  con  maggior 
evidenza,  ma  ancora  più  universalmente,  che  per  Vaddietro  non  era  stato 
fatto  dagli  altri,  come  resterà  agevolmente  convinto  chiunque  confronterà  le 
nozioni  generali,  che  io  propongo  della  moltiplicazione,  e della  divisione 
con  quelle,  che  ne  ànno  date  sino  a questo  tempo  gli  scrittori  dell’ Algebra. 

Nè  di  ciò  contento,  ò voluto  ancora  fondare  sui  principj  da  me  sta- 
biliti in  questo  trattato  un  nuovo  Algoritmo,  che  forse  non  sarà  disap- 
provato da'  conoscitori,  se  non  per  altro,  almeno  per  i lumi,  che  sommi- 
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nistra  in  ordine,  alla  natura  oscurissima  di  quella  sorta  di  grandezze,  che 
si  chiamano  Immaginarie  pure. 

Se  debbono  aver  lode  quei  nocchieri,  che  scuoprono  strade  differenti 
dalle  praticate  per  navigare  ai  remoti  paesi,  sperar  mi  giova,  che  il  mio 
novello  Algoritmo  sia  per  meritarmi  il  favore  degli  Analisti;  perchè  apre 
loro  un  cammino  diverso  dal  comune,  e valevole  a condurli  con  pari 
felicità  nelle  Matematiche. 

Altro  non  mi  resta  ad  esprimere  per  dar  qualche  idea  dell’opera,  che 
espongo  agl ’ intendenti;  lascio  ad  essi  tutto  il  diritto,  che  loro  compete, 
per  giudicarne,  e solamente  desidero,  che  la  medesima  riesca  di  profitto 
agli  studiosi  delle  più  solide  scienze,  poiché  questo  è l'unico  motivo,  che 
mi  à indotto  a produrla,  e a pubblicarla. 


.Significazioni  di  alcune  note,  ed  espressioni. 

Il  segno  -f  significa  più,  cioè  addizione,  v.  g.  A + B significa  A più  B 
cioè  l’aggregato  di  A,  e di  B,  ed  A+B  + C l’aggregato  di  A,  di  B,  e 
di  G , e così,  ec. 

Il  segno — significa  meno,  cioè  sottrazione,  v.  g.  A — B significa 
A meno  B,  cioè  quello,  che  risulta  sottraendo  B da  A,  e T + S — M 
esprime  ciò,  che  proviene  sottraendo  M dall’aggregato  di  T,  e di  S. 

Il  segno  ( ) denota,  che  l’espressione,  la  quale  è scritta  fra  le  due  paren- 
tesi, va  considerata  con  particolar  distinzione;  v.  g.  T-t-($ — M)  significa 
l’aggregato  di  T,  e di  ciò  che  risulta  sottraendo  M da  S.  L’uso,  che  di  questa 
nota  si  verrà  facendo,  ne  farà  meglio  comprendere  il  significato. 

Il  segno  doppio  + significa  in  una  sola  espressione  più,  ovvero 
meno,  cioè  significa  più,  se  si  fa  valere  il  segno  + , e significa  meno,  se 
si  fa  valere  il  segno  — ; in  somma  il  segno  4-  serve  per  racchiudere  i due 
casi  del  più,  e del  meno  in  una  sola  espressione,  v.  g.  A+B  significa 
nel  primo  caso  l’aggregato  di  A,  e di  B,  e nel  secondo  caso  esprime 
ciò,  che  risulta  dal  sottrarre  5 da  A. 

Similmente  il  segno  doppio  + significa  in  una  sola  espressione  meno, 
ovvero  più,  ec. 

Il  segno  = denota,  che  ciò,  che  gli  sta  scritto  avanti,  è uguale  a 
ciò,  che  gli  sta  scritto  dopo,  v.  g.  A=B  significa,  che  A è uguale  a B, 
ed  A=B^=C  significa,  che  oltre  l’essere  A eguale  a B,  anche  B è 
uguale  a G. 
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Il  medesimo  segno  = qualche  volta  denota,  che  quello  che  gli  sta 
scritto  avanti,  è una  medesima  cosa  con  ciò,  che  gli  sta  scritto  dopo. 

Il  significato  delle  altre  espressioni,  che  occorreranno,  si  esporrà  nel 
proseguimento  di  questo  trattato,  e ne’  proprj  luoghi. 

Definizione  I.  — Chiamo  grandezza  tuttociò,  che  è capace  di  au- 
mento, e di  diminuzione. 

Corollario  I.  — Tutto  ciò,  che  è divisibile  in  parti,  è una  gran- 
dezza, perchè  tutto  ciò,  che  è divisibile  in  parti,  è capace  di  aumento 
e di  diminuzione;  d’aumento,  se  all’aggregato  delle  parti,  che  lo  com- 
pongono, si  aggiunge  qualche  altra  parte;  di  diminuzione,  se  all’aggre- 
gato suddetto  delle  parti  si  toglie  qualche  parte. 

Definizione  II.  — Dico,  che  una  grandezza  A è moltiplicata  per 
un  numero  L,  quanto  la  A si  prende  tante  volte,  quante  unità  con- 
tiene il  numero  L. 

Ciò,  che  risulta  dal  prendere  A tante  volte,  quante  unità  contiene 
il  numero  L,  si  rappresenta  così  LA. 

Se  in  luogo  del  numero  L,  generalmente  rappresentato,  si  ponesse 
un  numero  particolare  in  cifra,  v.  g.  3,  allora  ciò,  che  risulta  dal  pren- 
dersi A tante  volte,  quante  unità  contiene  il  numero,  si  rappresenterebbe 
similmente  in  questa  forma,  3 A.  Ma  se  in  luogo  ancora  di  A si  surro- 
gherà un  numero  particolare  in  cifra,  v.  g.  5,  allora  ciò,  che  risulta  dal 
prendere  il  numero  5 tante  volte,  quante  unità  contiene  il  numero  3, 
-si  denoterà  così,  3.5. 

Definizione  III.  — Grandezze  omogenee,  ovvero  della  medesima 
specie,  si  dicono  quelle,  che  sono  tra  loro  eguali,  ovvero  maggiori,  o mi- 
nori, in  modo  che  le  minori,  moltiplicate  per  qualche  numero,  possono 
superar  le  maggiori. 

Scolio.  — È un  principio  evidente,  il  quale  non  ha  bisogno  di 
prova,  a chi  lo  considera  con  attenzione,  che  se  due  grandezze  A e B 
sono  tra  loro  omogenee,  cioè  della  medesima  specie,  e un’altra  gran- 
dezza C è omogenea  alla  A,  la  stessa  C è omogenea  anche  alla  B. 

Ovvero  più  generalmente,  che  se  molte  grandezze  sono  omogenee  tra 
loro,  cioè  della  medesima  specie,  e una  grandezza  C è omogenea  ad  una 
di  quelle,  la  medesima  C è omogenea  a tutte  le  altre. 

Nel  progresso  del  presente  trattato  io  mi  vaierò  di  questo  principio, 
come  notissimo,  senza  citarlo  particolarmente. 
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Definizione  IV.  — Dico,  che  una  grandezza  y è aliquota  d’un’altra 
grandezza  A,  quando  la  y è contenuta  una  volta  o qualunque  numero  di 
volte,  e senza  resto  in  A.  In  questo  senso  ogni  tutto  è aliquota  di  se 
stesso,  perchè  è contenuto  una  volta,  e senza  resto  in  se  medesimo. 

Definizione  V.  — Dico,  che  y ed  y„  sono  aliquote  simili  di  A,  e 
respettivamente  di  B,  quando  la  y è contenuta  senza  resto  in  A tante 
volte,  quante  la  y0  è contenuta  senza  resto  in  B.  In  questo  senso  qual- 
sivoglia tutto  è aliquota  simile  di  se  medesimo,  come  qualsivoglia  altro 
tutto  lo  è di  se  stesso,  cioè  A è aliquota  finale  di  A,  come  B di  B. 

Assioma  I.  — Qualsivoglia  tutto  può  concepirsi  diviso  in  qualsi- 
voglia numero  d’aliquote. 

Corollario  II.  — Se  un  tutto  è diviso  in  qualunque  numero  dì 
aliquote,  qualsivoglia  altro  tutto  può  dividersi  nello  stesso  numero  di 
aliquote. 

Corollario  III.  — Qualsivoglia  tutto  può  concepirsi  talmente  di- 
viso in  aliquote,  che  le  medesime  aliquote  sieno  minori  d’una  grandezza 
data  per  piccola  che  sia;  poiché  è evidente,  che  quanto  più  cresce  il  nu- 
mero delle  aliquote,  tanto  minori  sono  le  stesse  aliquote. 

Corollario  IV.  — Le  aliquote  delle  aliquote  d’un  tutto  A sono 
anch’esse  aliquote  del  medesimo  tutto  A;  perchè  è chiaro,  che  anche 
le  aliquote  delle  aliquote  sono  contenute  un  numero  di  volte  e senza 
resto  in  A. 

Assioma  II.  — Se  le  aliquote  d’una  grandezza  A sono  eguali,  ov- 
vero maggiori,  o minori  delle  aliquote  simili  d’una  grandezza  B,  anche  A 
è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  B.  Esprimendo 
con  y,  ed  y„  le  rispettive  aliquote  simili  di  A,  e di  B,  A è uguale  ad 
y + y + y + yj  ec.,  e la  B è similmente  uguale  ad  y„  + y0  + yoA yn  ec.,  e 
tante  essendo  la  y , quante  le  y„,  ciò  dimostra  ad  evidenza  l’egualità, 
maggioranza,  o minorità  di  A in  ordine  a B. 

Assioma  III.  — Se  la  grandezza  A è uguale,  ovvero  maggiore,  o 
minore  della  grandezza  B,  anche  le  aliquote  di  A sono  eguali,  ovvero 
respettivamente  maggiori,  e minori  delle  aliquote  simili  di  B. 

Scolio.  — Chi  volesse  la  prova  di  questa,  asserzione,  che  è chiara 
per  se  medesima,  potrebbe  dedurla  dal  secondo  assioma  così: 

Se  A è uguale  a B,  le  aliquote  di  A non  possono  essere  maggiori, 
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nè  minori  delle  aliquote  simili  di  B,  altramente  pel  secondo  assioma 
anche  A sarebbe  maggiore,  e respettivamente  minore  di  B,  il  che  ripugna 
all’ipotesi;  adunque  le  aliquote  di  A sono  eguali  alle  aliquote  simili  di  B. 

Se  vi  è maggiore  di  B,  le  aliquote  di  A non  possono  esser  eguali, 
o minori  delle  aliquote  simili  di  B,  altramente  anche  A sarebbe  eguale, 
o respettivamente  minore  di  B pel  secondo  assioma,  il  che  rovescia  la 
supposizione;  adunque  le  aliquote  di  A debbono  essere  maggiori  delle 
aliquote  sitnili  di  B. 

Finalmente,  se  A è minore  di  B,  le  aliquote  di  A non  possono  es  - 
sere eguali,  o maggiori  delle  aliquote  simili  di  B,  altramente  pel  secondo 
assioma  anche  A sarebbe  eguale,  o respettivamente  maggiore  di  B,  il 
che  si  oppone  all’ipotesi;  adunque  le  aliquote  di  A sono  minori  delle 
aliquote  simili  di  B. 

Definizione  VI.  — Due,  o più  grandezze  omogenee  si  dicono  tra 
loro  commensurabili,  quando  qualche  grandezza  può  essere  aliquota  co- 
mune di  tutte. 

E due,  o più  grandezze  omogenee  si  dicono  tra  loro  incommensu- 
rabili, quando  niuna  grandezza  può  essere  aliquota  comune  di  tutte. 

Scolio.  — Si  dimostra  in  geometria  darsi  nella  quantità  continua 
grandezze  tra  loro  incommensurabili. 

Definizione  VII.  — Se  la  grandezza  A si  paragona  alla  grandezza 
B a se  omogenea,  cioè  se  A si  considera  relativamente  alla  B,  la  gran- 
dezza la  A,  che  è paragonata  alla  B,  chiamasi  l’antecedente  della  compa- 
razione, e la  grandezza  B,  cui  la  A si  paragona,  dicesi  il  conseguente,  e 
tanto  l’antecedente  A,  quanto  il  conseguente  B si  chiamano  i due  ter- 
mini della  comparazione. 

Scolio.  — Se  il  conseguente  B si  concepisce  diviso  in  qualsivoglia 
numero  d’aliquote,  v.  g.  se  B = ny  ( n esprime  qualsivoglia  numero,  e 
anche  l’unità),  egli  è certo,  che  l’antecedente  A,  o non  contiene  intie- 
ramente l’aliquota  y (il  che  avviene  allorché  la  y è maggiore  di  A),  o 
contiene  un  preciso  numero  delle  aliquote  y con  qualche  resto  minore 
dì  y,  ovvero  contiene  un  preciso  numero  delle  aliquote  y senza  resto; 
adunque  sarà  sempre  A =my  + r,  purché  m denoti  quante  volte  la  y è 
contenuta  in  A (di  modo  che  m può  significare  anche  l’unità,  e lo  zero) 
e purché  r rappresenti  il  resto  nullo,  o reale,  cioè  rappresenti  il  resto, 
quando  vi  è il  resto,  e lo  zero  quando  il  resto  non  vi  è. 
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Dee  pertanto  notarsi,  che  quando  i!  conseguente  B è rappresentato 
per  ny,  e l’antecedente  A per  my  + r,  la  lettera  y significa  non  già  una 
sola  specie  delle  aliquote  di  B,  ma  qualsivoglia  specie  delle  aliquote 
della  stessa  B,  e ohe  determinando  il  numero  n a significare  qualche 
numero  particolare,  si  determina  di  quale  specie  sia  l’aliquota  y ; v.  g. 
se  n~ 2,  la  y è la  metà  di  B,  se  n=  3 la  y è il  terzo  di  B,  e così,  ecc. 

Dee  parimente  notarsi,  che  al  crescere  di  n cresce  anche  m,  ma  de- 
cresce l’aliquota  y,  e tal  volta  il  resto  r.  All’incontro  al  decrescere  di  n 
decresce  anche  m,  ma  cresce  l’aliquota  y,  e talvolta  il  resto  r ; e quando 
m è nullo  il  resto  r è uguale  all’antecedente  A. 

Dee  notarsi  in  fine,  che  il  resto  r non  può  mai  esser  nullo,  quando 
i due  termini  A,  e B della  comparazione  sono  tra  loro  incommensura- 
bili (altramente  non  sarebbero  tali);  e che  il  resto  r non  può  esser  nullo, 
quando  m è uguale  a zero. 


Definizione  Vili.  — La  contenenza,  all’antecedente  A spettante,  di 
qualsivoglia  aliquota  del  conseguente  B,  questa  contenenza,  dico,  insieme 
col  resto  nullo,  o reale,  il  quale  corrisponde  alla  medesima  aliquota,  e di 
essa  è minore  (conforme  si  è distintamente  spiegato  nello  scolio  antece- 

j 

dente),  chiamasi  da  me  proporzione  geometrica,  e la  designo  così:  ri  , 

B 

mu  + r 

ovvero  - 

ny 

Avvertimento.  — In  questo  trattato  col  semplice  nome  di  propor- 
zione s’intenderà  sempre  la  proporzione  geometrica. 

Quelle  grandezze,  che  nella  definizione  VII  si  sono  chiamate  i ter- 
mini della  comparazione,  cioè,  l’antecedente,  e il  conseguente  della  com- 
parazione, si  chiameranno  in  avvenire  i termini  della  proporzione,  cioè, 
l’antecedente,  e respettivamerite  il  conseguente  di  essa. 


Definizione  IX.  — Quelle  proporzioni,  l’antecedente  delle  quali  è 
uguale  al  loro  conseguente,  si  chiamano  proporzioni  d’egualità;  e quelle 
proporzioni,  l’antecedente  delle  quali  è maggiore,  ovvero  minore  del  suo 
conseguente,  si  chiamano  proporzioni  d’inegualità;  cioè  di  maggiore  ine- 
gualità, se  l’antecedente  è maggiore,  e di  minore  inegualità,  se  l’ante- 
cedente è minore  del  suo  conseguente. 


A C 

Definizione  X.  — Considerando  ora  due  proporzioni  „ , ^ , se  uno 

B 1) 

degli  antecedenti  A contiene  tante  volte  qualsivoglia  aliquota  del  con- 
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seguente  B senza  verun  resto,  o con  un  resto  minore  di  essa,  quante 
volte  l’altro  antecedente  C contiene  l’aliquota  simile  del  conseguente  D, 
parimente  senza  verun  resto,  o con  un  resto  minore  di  essa,  questa 
egualità  di  contenenza,  e corrispondenza  continua  di  resti  nulli,  o reali, 
chiamasi  da  me  egualità,  ovvero  similitudine  di  proporzioni;  cioè,  dico, 

A 

che  in  tal  caso  la  proporzione  ^ è uguale,  ovvero  simile  alla  propor- 
ci 

zione  oppure,  che  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D sono  proporzìo- 

nali;  dico  medesimamente,  che  la  A sta  alla  B,  come  C sta  alla  D,  o 
verso  la  D. 

Scolio.  — Questa  definizione  è di  nome,  per  conseguenza  non  può 
contrastarsi;  se  poi  a taluno  paresse  per  avventura  meno  semplice,  con- 
sideri, che  essa  è generale,  e comprende  in  un  solo  uniforme,  intelligi- 
bile, e positivo  concetto  tanto  l’eguaglianza  di  quelle  proporzioni,  che 
hanno  gli  antecedenti  commensurabili  ai  loro  conseguenti,  quanto  l’egua- 
glianza di  quell’altra  sorta  di  proporzioni,  che  hanno  gli  antecedenti 
incommensurabili  ai  loro  conseguenti. 

Per  altro  la  proprietà  generale  espressa  in  questa  definizione  è pos- 
sibile; poiché  non  solamente  senza  veruna  ripugnanza  essa  si  concepisce; 
ma  in  geometria  ne  occorrono  gli  esempi,  conforme  può  vedersi  nei 
nuovi  elementi  di  geometria  de’  signori  di  Porto-Reale,  libro  decimo, 
proposizione  fondamentale,  e corollario  I,  e II  del  primo  teorema,  e negli 
elementi  di  geometria  del  Padre  Tacquet,  e in  altri  autori,  ec. 

Definizione  XI.  — L’eguaglianza  di  due  proporzioni  dirassi  ancora 

da  me  proporzionalità,  e si  esprimerà  molte  volte  con  le  seguenti  note, 

A C my  + r my„  + rn 

^ , ovvero  A . B : : V . D , oppure = ; rappresentando 

B D ny  ny(> 

con  y,  e con  y0  qualunque  aliquota  simile  de’  respettivi  conseguenti  B, 

e D,  ed  esprimendo  con  r.  e r„  i resti  (nulli,  o reali)  che  spettano  ai 

rispettivi  antecedenti  A,  e C. 

Definizione  XII.  — Il  primo,  e quarto  termine  d’una  propor- 
zionalità si  chiamano  gli  estremi  di  essa,  e il  secondo,  e terzo  termine 
i suoi  mal). 

Corollario  V.  — Acciò  sussista  questa  proporzionalità  A . B : : C . D , 
non  è punto  necessario,  che  i due  ultimi  suoi  termini  C,  e D sieno 
omogenei  ai  due  primi  A,  e B,  richiedendosi  solamente,  che  C,  e D sieno 
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omogenei  tra  loro;  imperciocché  l’egualità  di  contenenza  con  la  continua 
corrispondenza  de’  resti  nulli,  o reali,  che  costituisce  la  proporzionalità, 
o sia  l’egualità  di  due  proporzioni,  può  competere  agli  antecedenti  in 
ordine  alle  aliquote  simili  de’  loro  rispettivi  conseguenti,  quantunque  i 
due  termini  di  una  proporzione  sieno  d’una  specie  di  grandezza,  e i due 
termini  dell’altra  proporzione  sieno  di  specie  diversa  di  grandezza. 


Corollario  VI. 


Se 


sarà 


A 

B 


C , C 

jj,  sara  ancora  ^ 


à A . B:  :C  . D.,  si  à altresì  C . D ::  A . B . 


A 
B ’ 


cioè  se  si 


Definizione  XIII.  — Questo  modo  di  argomentare,  dicesi,  traspo- 
nendo; egli  è così  facile,  e naturale,  che  il  più  delle  volte  vien  supposto 
ne’  raziocini  senza  accennarlo. 


Corollario  VII.  — Tutte  le  proporzioni  d’egualità  sono  tra  loro 

ABC 

eguali,  v.  g.  -T—-5—  pii  ec.  perchè  è manifesto,  che  l’antecedente  di 
A li  G 

ciascuna  di  esse  contiene  in  egual  numero  qualsivoglia  aliquota  simile 
del  suo  conseguente. 


Corollario  Vili.  — Due  antecedenti  eguali  verso  due  conseguenti 
hanno  egual  proporzione,  cioè  se  A = 0,  e B=D,  farà  A . B \:C  . D ., 
perchè  per  l’assioma  III  i conseguenti  B,  e D hanno  eguali  le  loro  aliquote 
simili,  ed  è evidente,  che  nelle  grandezze  eguali  A,  e C si  contengono 
in  egual  numero,  e con  resti  eguali  le  suddette  aliquote  simili,  ed  eguali. 

Questo  corollario  comprende  l’una  e l’altra  parte  della  proposi- 
zione VII  del  V libro  di  Euclide,  poiché  gli  antecedenti,  ovvero  i con- 
seguenti, che  sono  i medesimi,  sono  eguali. 


Scolio.  — I.  Quando  si  tratta  semplicemente  della  grandezza  in  ge- 
nerale, una  stessa  grandezza  posta  in  due,  o più  circostanze  può,  e suole 
considerarsi  come  due,  o più  grandezze  eguali,  perchè  ogni  grandezza  è 
uguale  a se  medesima. 

II.  E all’incontro,  quando  si  tratta  semplicemente  del  più,  e del  meno, 
due,  o molte  grandezze  eguali  possono,  e sogliono  considerarsi,  come  se 
fossero  una  medesima  grandezza,  e designarsi  con  una  stessa  lettera. 


Corollario  IX.  — I.  Se  si  sostituiscono  in  una  proporzione  gran- 
dezze eguali  in  luogo  dell’antecedente,  o del  conseguente,  o d’ambedue, 
la  proporzione  non  si  muta,  e ciò  per  la  stessa  ragione,  che  mostra  la 
verità  del  piecedente  corollario  VII. 
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II.  Similmente,  se  si  sostituiscono  in  una  proporzionalità  gran- 
dezze eguali  in  luogo  di  una,  di  due,  di  tre,  e anche  di  tutti  e quat- 
tro i suoi  termini,  la  proporzionalità  non  si  muta.  Ciò  è chiaro  per  la 
prima  parte  di  questo  corollario,  poiché  la  proporzionalità  è costituita 
di  due  proporzioni,  e quando  queste  non  si  mutano,  nemmeno  la  pro- 
porzionalità si  muta. 


Avvertimento.  — Io  mi  vaierò  sovente  di  questo  corollario,  e non 
sempre  lo  citerò,  per  abbreviare  le  dimostrazioni. 

A C 

Corollario  X.  — Poste  due  proporzioni  eguali  , -=  se  l’antecedente 

x>  J) 


di  una  è uguale,  maggiore,  o minore  del  conseguente,  anche  l’antece- 
dente dell’altra  è uguale,  ovvero,  respettivamente  maggiore,  o minore 
del  suo  conseguente. 

Imperocché  rappresentando  le  due  proporzioni  eguali  così: 


>ny  + r _ my0  + r0 
ny  ~ ny0  ’ 

è manifesto,  che  quando  r,  e r„  denotano  zero,  acciò  uno  degli  antece- 
denti sia  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  e minore  del  suo 
conseguente,  il  numero  m dev’essere  eguale,  ovvero  respettivamente 
maggiore,  o minore  del  numero  n.  e appunto  da  questa  egualità,  mag- 
gioranza, o minorità  di  m in  ordine  ad  n nasce  la  respettiva  egualità, 
maggioranza,  o minorità  dell’altro  antecedente,  rispetto  al  suo  conse- 
guente. 

Allorché  i resti  r , e r0  sussistono,  è visibile,  che  niuno  degli  ante- 
cedenti può  essere  uguale  al  suo  conseguente.  Un  antecedente  poi  non 
può  esser  maggiore  del  suo  conseguente,  se  m non  supera,  o almeno  non 
eguaglia  »;  e lo  stesso  antecedente  esser  non  può  minore  del  suo  con- 
seguente, se  m non  è minore  di  n,  oppure  non  è nullo,  e da  tutto  ciò 
risulta  la  rispettiva  maggioranza,  o minoranza  dell’altro  antecedente  in 
riguardo  al  suo  conseguente. 


Scolio.  — Allorché  si  hanno  da  considerare  molte  proporzioni  tra 
loro  eguali,  le  aliquote  simili  de’  molti  conseguenti  potranno  esprimersi 
così  y , y0  , you  , y0ou . ec.,  dovendo  in  questi  casi  la  cifra  o sola,  ovvero 
replicata,  servire  unicamente  per  distinguere  le  aliquote  simili  de’  diversi 
tutti;  i resti  poi  (nulli,  o reali)  che  corrisponderanno  alle  suddette  ali- 
quote, potranno  così  designarsi  : r , r0  , r00  , r000,  ec. 
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F H 

Corollario  XI.  — 1.  Se  due  proporzioni  g , e --  sono  eguali 

ad  un’altra  proporzione  D , saranno  eguali  tra  loro. 

a 


A , 


II.  E se  una  proporzione  -g  è uguale  a due  altre  proporzioni 
FU 

-,  e -,  queste  altre  due  saranno  tra  loro  eguali. 

(t  I 


my  + r 

ny 

sizioni  de’  due  primi  punti  di  questo  corollario 


Imperocché  esprimendo  g per  - , sarà  egualmente  nelle  suppo- 


F _ my0  + r„  H _my0o  + ron 
0 ny0  ’ I ny00  ’ 

adunque  per  le  definizioni  X,  e XI  sarà  egualmente  in  ambedue  le  sup- 

. . . F H 

posizioni  suddette  —=  T ■ 

Gr  1 

TTT  « A v F F H 

III.  Se  g e uguale  ad  g , e g-=  g • 

IV.  Ovvero  se  g è uguale  ad  ed  j è uguale  ad  ■£* , sarà  ^ 


eguale  ad 


H 


Perchè  se  ~ si  designa  per  , sarà  egualmente  nelle  suppo- 

sizioni de'  due  ultimi  punti  di  questo  corollario 

H __  mynn  + ron  A A my  + r 

— j 6Q  n j 

I ny0O  B ny 

adunque  in  virtù  delle  definizioni  X,  e XI  sarà  del  pari  in  ciascuna 

A H 

delle  due  sopraddette  supposizioni  — ■ 

Questo  corollario  comprende  la  proposizione  XI  del  V libro  d’ Eu- 


clide. 

Corollario  XI  ! 


A ('  FA 

Dato  che  si  abbia  ^ ~ , e che  sia  — = w , ed 

B D GB 


HO  , F H . . , _ ..  , ,4  C . . 

= H , sara  ancora  = T ; imperocché  la  proporzionalità  „ = ^ si  de- 


li 


(7  I 


B D 


. my  + r + F 

signera  in  questa  guisa  : = — , e secondo  1 ipotesi  — sara 

Tiy  u y0  (t 
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my„0+r0 


, ed  ?-  sarà  = m^000I^r°00-  adunque  per  le  definizioni  X,  e 

1 n yOQo 


ny0 


F 

G 


XI  si  avrà  ^ ^ • 

(jT  1 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — I.  Per  P ipotesi 
A A C 

è uguale  ad  ed  ■g  è uguale  a — , adunque  pel  III  punto  del  corol- 

F C 

lario  precedente  è uguale  a =-• 

Cr  JJ 


II.  Nel  primo  punto  di  questa  dimostrazione  si  è provato  che 


F 

G 


(J  , JJ  Q 

è uguale  a ^ ; ma  per  l’ipotesi  - è uguale  a ^ ; adunque  pel  I punto 

H 

del  corollario  antecedente  77  = -^  • 

G 1 


Corollario  XIII.  — Dinotino  F,  e G due  grandezze  anche  di  spe- 

LF  LG 

eie  diversa,  ed  L qualunque  numero;  io  dico,  che  -=-  è uguale  ad  - . 

Jf  G 

Imperocché  chiamando  y,  ed  y0  qualsivoglia  aliquota  simile  delle  ri- 
spettive grandezze  F,  e G,  ed  n la  quantità  di  volte,  che  dette  aliquote 
sono  contenute  respettivamente  in  F,  e in  G,  sarà  F=ny,  G — ny„,  e la 

, . LF  LG  , „ . Lny  Lny0 

proporzionalità  da  provarsi  ^ potrà  cosi  rappresentarsi 

cioè  ^ — , la  q ual’  espressione  manifesta  chiaramente  la  sus- 

ny  ny0 

sistenza  della  proporzionalità  sopraddetta. 

Scolio.  — Dal  presente  corollario  XIII  nasce  il  seguente 


Teorema.  — Qualsisia  tutto  sta  a qualunque  sua  aliquota,  come 
qualsivoglia  altro  tutto  alla  sua  aliquota»  simile: 

I due  tutti  possono  essere  non  omogenei  tra  loro. 

Dimostrazione.  — Chiamando  A il  primo  tutto,  ed  F qualunque 
sua  aliquota,  come  pure  L il  numero  delle  volte,  che  detta  aliquota  entra 
nel  medesimo  tutto,  sarà  LF  eguale  ad  A ; chiamando  poi  B il  secondo 
tutto,  e G la  sua  aliquota  simile,  sarà  LG  eguale  a B;  ma  pel  presente 
corollario  XIII  si  ha  LF  . F : : LG  . G ; adunque  se  in  questa  proporzio- 
nalità si  sostituisce  A in  luogo  di  LF,  e B in  cambio  di  LG,  si  avrà  pel 
corollario  IX  de’  principi  A ,F\:B.G\  il  che  doveva  dimostrarsi. 
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Definizione  XIV.  — Poste  le  due  proporzioni  ^ > se  l’antece- 

dente A contiene  qualche  aliquota  del  suo  conseguente  B (o  la  contenga 
con  un  resto  minore  di  essa,  o senza)  più  volte,  che  l’altro  antecedente  C 
non  contiene  l’aliquota  simile  del  suo  conseguente  D (o  la  contenga  con 
un  resto  minore  di  essa,  o la  contenga  senza  un  tal  resto)  questa  mag- 
gior contenenza  insieme  col  suddetto  resto  nullo,  o reale,  la  quale  appar- 
tiene all’antecedente  A,  chiamasi  da  me  maggior  proporzione,  e in  tal 

A C 

caso  dico,  che  ^ è maggiore  di  . 

Definizione  XV.  — Ma  se  l’antecedente  A contiene  qualche  aliquota 

del  suo  conseguente  B (o  la  contenga  con  un  resto  minore  di  essa,  o senza) 

se  la  contiene,  dico,  meno  volte,  che  l’ altro  antecedente  G non  contiene 

l’aliquota  simile  del  suo  conseguente  D (o  contenga  G la  sua  aliquota 

con  un  resto  minore  di  essa,  o la  contenga  senza  un  tal  resto)  questa 

minor  contenenza  insieme  col  suddetto  resto  nullo,  o reale,  la  quale  appartiene 

all’antecedente  A,  da  me  si  chiama  minor  proporzione,  e in  tal  caso  dico, 

A G 

che  ^ è minore  di 
JtS  1) 

A 

Scolio,  — Per  provare  semplicemente,  che  la  proporzione  sia 

c 

maggiore,  ovvero  minore  della  proporzione  ^ , basterà  provare,  che 

qualche  aliquota  del  conseguente  B sia  contenuta  nel  suo  antecedente  A 
più,  ovvero  respettivamente  meno,  che  l’aliquota  simile  dell’altro  conse- 
guente D non  è contenuta  nel  suo  antecedente  C ; ma  a costituire  la  pre- 

A 

cisa  maggioranza,  o correspettivamente  la  precisa  minorità  di  in  or- 

a 

Q 

dine  a ^ , influiscono  quei  resti  (nulli,  o reali)  che  risultano  dal  sot- 
trarre quante  volte  si  può  la  suddetta  aliquota  del  conseguente  B dal 
suo  antecedente  A,  e l’aliquota  simile  del  conseguente  D dal  suo  ante- 
cedente G . 


A G 

Corollario  XIV.  — Se  g è maggiore,  o minore  di  ^ sarà  traspo- 

. G . . , A 

nendo  n minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  =■• 

-Lf 
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Corollario  XV.  — Se  due  proporzioni 

A C 

non  può  essere  = maggiore,  o minore  di  ■ 
B D 


. A C 


B ’ D 


sono  tra  loro  eguali, 


Imperocché,  se  ^ fosse  maggiore,  o minore  di  ^ , l’antecedente  A 

conterebbe  più,  ovvero  respettivamente  meno  volte  qualche  aliquota  del 
suo  conseguente  B,  che  l’altro  antecedente  C non  contiene  l’aliquota 

A C 

simile  del  suo  conseguente  D\  adunque  alle  due  proporzioni  ^ , e ^ 

non  competerebbero  le  definizioni  X,  e Xf,  che  pur  competono  loro  per 
l’ipotesi,  il  che  è assurdo;  adunque,  ec. 


Corollario  XVI.  — 1.  — La  maggiore,  ovvero  minore  di  due  pro- 
porzioni, che  ànno  il  medesimo  conseguente,  à il  maggiore,  ovvero 
respettivamente  minore  antecedente. 

II.  E la  maggiore,  ovvero  minore  di  due  proporzioni,  che  ànno 
il  medesimo  antecedente,  à il  minore,  ovvero  maggior  conseguente. 

Imperocché  primieramente  se  ^ è maggiore,  ovvero  minore  di  ^ 

B B 

è forza  che  l’antecedente  A contenga  più,  ovvero  respettivamente  meno 

volte  qualche  aliquota  del  conseguente  comune  B,  che  non  contiene 

l’altro  antecedente  C. 


A A 

E secondariamente,  se  g è maggiore,  ovvero  minore  di  è neces- 


sario, che  il  comune  antecedente  A contenga  più,  ovvero  meno  volte 
qualche  aliquota  del  primo  conseguente  B,  che  non  contiene  l’aliquota 
simile  del  secondo  conseguente  F ; adunque  qualche  aliquota  di  B è mi- 
nore, ovvero  respettivamente  maggiore  dell’aliquota  simile  di  B,  e quindi 
per  l’assioma  III  B è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  F. 

Questo  corollario  contiene  la  proposizione  X del  V libro  d’ Euclide. 


Corollario  XVII.  — Rappresenti  H qualunque  grandezza  omogenea 


alla  A,  io  dico,  che 


A +H 

B 


è maggiore  di 


A 
B ’ 


e che 


A — H 
B 


è 


minore 


Imperocché  primieramente  è manifesto,  che  tutte  le  aliquote  del  con- 
seguente B,  le  quali  sono  minori  di  A,  e di  H,  sono  contenute  più  volte 
nell’antecedente  maggiore  A +H,  che  nell’antecedente  minore  A : e secon- 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


15 


dariamente  è manifesto  altresì,  che  tutte  le  suddette  aliquote  del  conse- 
guente B,  le  quali  sono  minori  di  A,  e di  H,  sono  contenute  meno  volte 
nel  minore  antecedente  A — H,  che  nell’antecedente  maggiore  A. 

Nel  presente  corollario  si  contiene  la  prima  parte  della  proposi- 
zione Vili  del  V libro  d’ Euclide. 

Questo  corollario  può  enunciarsi  così: 

Se  la  grandezza  G è maggiore  della  grandezza  A,  la  prima  ha  maggior 
proporzione,  che  la  seconda  ad  una  terza  grandezza  omogenea  fi:  e se 
la  grandezza  F è minore  della  grandezza  A,  la  prima  à minor  propor- 
zione, che  la  seconda  ad  una  terza  grandezza  B omogenea. 


Corollario  XVIII.  — Nello  stesso  modo  e con  più  forte  ragione  si 

A + H 

dimostrerà,  che  se  P è minore  di  B , la  proporzione  — g—  è maggiore 


E se  Q è maggiore  di  B,  la  proporzione  ^ è minore  di  ^ ■ 

Imperocché  primieramente  rappresenti  Y quelle  aliquote  del  conse- 
guente B,  che  secondo  il  precedente  corollario  XVII 1 son  contenute  in 
A + H più  volte,  che  in  A,  ed  Y0  rappresenti  l’aliquota  simile  del  con- 
seguente P,  il  quale  per  l’ ipotesi  è minore  di  B,  sarà  per  tanto  in  virtù 
dell’assioma  III,  la  Y0  minore  della  F,  e per  conseguenza  la  Y0  sarà 
contenuta  almeno  tante  volte  (se  non  più)  in  A + H quante  volte  vi  è 
contenuta  la  F ; ma  la  F è contenuta  maggior  numero  di  volte  in  A + H, 


che  in  A,  e quindi  per  la  definizione  XIV, 


A+H 


sarà  maggiore  di 


B 


Secondariamente  denoti  la  F quelle  aliquote  del  conseguente  B,  che 
pel  corollario  XVII  si  contengono  meno  volte  in  A — H , che  in  A, 
ed  Y00  esprima  l’aliquota  simile  del  conseguente  Q,  il  quale  essendo  per 
la  supposizione  maggiore  di  B,  la  F00  per  l’assioma  III  dovrà  essere 
maggiore  della  F,  e per  conseguenza  la  Y00  sarà  contenuta  al  più  tante 
volte  (se  non  meno)  in  A — H quante  volte  vi  è contenuta  la  F,  ma  la 
F è contenuta  minor  numero  di  volte  in  A—H,  che  in  A;  adunque 
la  Y00  sarà  sempre  contenuta  meno  volte  in  A — H,  che  in  A ; laonde 


A U A 

per  la  definizione  XV,  — „ — sarà  minore  di  — . 

V B 

Il  presente  corollario  potrebbe  esprimersi  in  questa  guisa: 


Poste  due  proporzioni 


. G 


se  la  prima  ha  maggior  antece- 
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dente,  e insieme  minor  conseguente  della  seconda,  essa  è maggiore  della 

F A 

seconda;  e poste  due  proDorzioni  -- , , se  la  prima  ha  minor  antece- 

H B 

dente,  e insieme  maggior  conseguente,  che  la  seconda,  essa  è minore 
della  seconda. 


Corollario  XIX.  — Continui  la  H a rappresentare  qualsivoglia 

A A 

grandezza  omogenea  alla  A;  iodico,  che  = è maggiore  di  : 

.0  H -f-  H 

A A 

E che  -g  è minore  di  „ TT . 

B B + H 


Dimostrazione  della  prima  parte.  — Qualsivoglia  alìquota  del  conse- 
guente minore  B essendo  per  l’assioma  UT  minore  dell’aliquota  simile 
dell’altro  conseguente  maggiore  B + H , egli  è evidente,  che  niuna  ali- 
quota di  B sarà  contenuta  minor  numero  di  volte  in  A di  quello,  che 
vi  sia  contenuta  l’aliquota  simile  di  B+H ; di  modo  che  denotando  con 
Y qualche  aliquota  del  conseguente  B,  e con  l’aliquota  simile  del 
conseguente  B+H,  se  non  si  vorrà  concedere,  che  la  Y minore  sia  con- 
tenuta in  A più  volte,  che  la  Y0  maggiore,  almeno  dovrà  concedersi,  che 
la  stessa  Y minore  sia  tante  volte  contenuta  in  A,  quante  la  Y0  mag- 
giore è contenuta  nella  medesima  A ; e in  questo  caso,  se  si  chiama  M 
la  quantità  di  volte,  che  tanto  la  Y minore  quanto  lo  Y0  maggiore  sono 
contenute  in  A,  la  stessa  A sarà  eguale  ad  MY  + R,  e ad  MY0  + R0,  de- 
signando con  R il  resto,  che  lascia  la  Y minore,  tolta  quante  volte  si 
può  dalla  A,  e con  R0  il  resto,  che  può  lasciare  la  Y„  maggiore,  tolta 
quante  volte  si  può  dalla  medesima  A. 

Questo  secondo  resto  R0  può  talora  esser  nullo,  ma  non  già  il  primo 
resto  R,  il  quale  in  oltre  sarà  sempre  maggiore  di  R0\  imperocché 
MY  + R è uguale  ad  MY0  + R0,  ma  per  l’assioma  secondo  MY  è minore 
di  MY0  (perchè  Y è minore  di  Y0);  adunque  togliendo  dalla  medesima 
grandezza  A la  MY  minore,  e la  MY0  maggiore,  il  resto  R,  che  sempre 
lascia  MY,  esser  dee  maggiore  del  resto  R0  lasciato  da  MYU. 

Chiamasi  pertanto  d la  differenza  de’  due  resti  R,  e R0,  e il  resto 
maggiore  R sarà  = R0  + d , chiamasi  in  oltre  N la  quantità  di  volte,  che 
le  aliquote  simili  Y,  ed  Y0  sono  contenute  ne’  respettivi  conseguenti  B, 

. A MY  + R0+d  A MY0+R0 

e B + H,  e si  avra  , ed  „ ri=  ,T ,, ; laonde  con- 

B NY  B+H  NY0  ’ 

cependo  qualunque  aliquota  simile  x,  ed  x0  delle  respettive  aliquote  Y, 

ed  Y0,  e nominando  / la  quantità  di  volte,  che  le  due  prime  sono  con- 


delle  proporzioni  geometriche 
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tenute  respettivamente  nelle  due  ultime,  sarà  Y =fx,  ed  Y0  = fx0,  e sosti- 

in  vece  di  Y,  e di  Y0 


A A 

tuendo  ne’  aopradetti  valori  di  n , e di  — .. 

B B + H 


queste  loro  espressioni,  si  avrà  -= 
1 B 


A Mfx+R0+d 


, ed 


Nfx  ’ ™ B + H 
A Mf(x0)  +R0 


Mfx0  -f-  R0 
Nfx0 


i a ■ A Mf(x ) + R0  + d 
vale  a dire  , ed  „ T1—  x 

B Nf(x)  B + H Nf(x0) 

Si  consideri  infine,  che  x,  ed  x0  sono  aliquote  simili  de’  respettivi 
conseguenti  B,  cioè  Nf[x],  e B + H,  cioè  Nf\Xo\,  e che  pel  corollario  III 
tra  le  infinite  aliquote  di  B,  che  rappresenta  la  x,  ve  ne  ha  di  quelle,  che 


sono  minori  di  d ; adunque 


B 


. ^ M.f[x\  + R0  + d 

cioè  — - AT,r  , 

Nf\x] 


contiene  più  volte 


cioè 


Mf[x0\  + R0 


Nf[x0] 


qualche  aliquota  del  suo  conseguente  B,  che  ^ ^ 

non  contiene  l’aliquota  simile  del  suo  conseguente  B+H ; e quindi  per 
A A 

la  definizione  XIV  ■=  è maggiore  di  D • 

B B + ti 

Il  che  'doveva  dimostrarsi. 

A .A 

La  seconda  parte  di  questo  corollario,  che  ^ sia  minore  di  -j 

si  può  dimostrare  con  un  raziocinio  similissimo  a quello,  con  cui  si  è 

provata  la  prima,  assumendo  Y per  rappresentare  le  aliquote  di  B — H 

grandezza  minore,  ed  Y0  per  denotare  le  aliquote  simili  di  B grandezza 

maggiore,  ec.  Ma  per  non  replicarlo,  basta  riflettere,  che  siccome  il 

conseguente  B è minore  del  conseguente  B + H,  così  il  conseguente 

B — H è minore  del  conseguente  B,  adunque  per  la  dimostrazione  della 

A A 

I parte  — è minore  di  rj  ■ 

B B + H 


Il  presente  corollario  può  enunciarsi  in  questo  modo: 

Se  la  grandezza  G è maggiore  della  grandezza  F,  una  medesima 
grandezza  A ha  maggior  proporzione  verso  la  F minore,  ed  ha  minor 
proporzione  verso  la  G maggiore. 

In  questo  corollario  si  comprende  la  seconda  parte  della  proposi- 
zione Vili  del  V libro  d’Euclide. 


Corollario  XX.  — Dai  corollarj  XVII,  XVIII  e XIX  si  rac- 
coglie che: 

I.  Se  si  aumenta  l’antecedente,  o .si  diminuisce  il  conseguente,  la 
proporzione  cresce  ; 


Tomo  I. 
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II.  E se  si  diminuisce  l’antecedente,  ovvero  si  aumenta  il  conse- 
guente, la  proporzione  decresce: 

ITI.  Se  poi  si  aumenta  l’antecedente,  e nel  tempo  stesso  si  di- 
minuisce il  conseguente,  vieppiù  cresce  la  proporzione: 

. IV.  E se  si  diminuisce  l’antecedente,  e nel  medesimo  tempo  si 
aumenta  il  conseguente,  vieppiù  decresce  la  proporzione. 


Corollario  XXI.  — Se  le  due  proporzioni 


A C 
B B 


sono  eguali,  e il 


conseguente  dell’ una  è uguale  al  conseguente  dell’altra,  anche  gli  ante- 
cedenti saranno  eguali  : e se  gli  antecedenti  sono  eguali,  vi  sarà  egua- 
glianza anche  ne’  conseguenti. 

imperocché  nella  prima  ipotesi  di  B eguale  a D,  se  la  G non  fosse 
eguale  alla  A,  sarebbe  maggiore,  o minore  di  essa  d’una  differenza,  che 
si  chiami  II,  e sostituendo  B invece  di  D sua  eguale,  ed  A+H  in  luogo 


A A -+-H 

della  sua  pretesa  eguale  G,  si  avrebbe  _ = - ■=—  ; ma  pel  corollario  XVI  i 
A A + H 

jj  è minore,  ovvero  maggiore  di  > adunque  due  proporzioni  sareb- 


bero eguali  insieme,  e disuguali  tra  loro,  il  che  non  può  essere  pel  co- 
rollario XV;  adunque  la  G non  è maggiore  nè  minore  della  A,  e conse- 
guentemente è ad  essa  eguale. 

Nella  seconda  ipotesi  di  A eguale  a G,  chiamando  parimente  H la 
differenza  tra  i conseguenti  B,  e D,  quando  si  volessero  supporre  disu- 
guali, e surrogando  ByrH  in  cambio  della  sua  pretesa  eguale  D,  come 


A A 

pure  ponendo  A in  vece  della  sua  eguale  G,  avrebbesi  ma  pel 

B B+H 

A A 

corollario  XIX,  è maggiore,  ovvero  minore  di  ri  ; adunque  due 

-D  -r  ri 


proporzioni  sarebbero  di  bel  nuovo  eguali  insieme,  e disuguali  tra  loro, 
e non  potendo  ciò  essere  pel  corollario  XV,  dee  conchiudersi,  che  B non 
è minore,  nè  maggiore  di  D,  e che  per  conseguenza  gli  è eguale. 

Questo  corollario  comprende  ambedue  le  parti  della  proposizione  IX 
del  V libro  d’ Euclide,  mentre  gli  antecedenti,  e i conseguenti  che  sono 
i medesimi,  si  considerano  come  grandezze  eguali. 


Assioma  TV.  — Un  tutto,  moltiplicato  per  qualsivoglia  numero,  è 
uguale  a tutte  le  parti  del  medesimo  tutto  moltiplicate  ad  una  ad  una, 
per  lo  stesso  numero. 
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Scolio.  — V.  G.  3(^4  +B+C)  è uguale  a 34  + 35  + 3C,  e se 
L rappresenta  qualunque  numero,  L (A  + B + C + D,  ec.)  è uguale  ad 
LA  + LB  + LC  + LD,  ec. 

La  proposizione  I del  V libro  d’ Euclide  si  riduce  al  presente  as- 
sioma. 

Corollario  XXII.  — Qualunque  espressione  litterale,  ove  entrino 
grandezze  affette  col  segno  + , venendo  moltiplicata  per  qualsivoglia  nu- 
mero, è uguale  a tutte  le  grandezze,  che  entrano  in  detta  espressione, 
moltiplicate  ad  una  ad  una  per  lo  stesso  numero. 

V.  G.  se  m,  e n dinotano  qualunque  numero  m(y  + y0  + y00)  è 
uguale  ad  my +my0  + my00,  e n(y  + y0  + y0o)  è uguale  ad  ny  + ny0  + y00. 

Imperocché  ogni  espressione  litterale,  ove  entrino  grandezze  affette 
col  segno  + , dee  considerarsi  come  un  tutto,  le  di  cui  parti  sieno  le  me- 
desime grandezze. 

Corollario  XXIII.  — Se  K,  e L esprimono  qualsivoglia  numero, 
ed  E qualunque  grandezza;  io  dico  che  KE  moltiplicato  per  L è uguale 
ad  LE  moltiplicato  per  K , cioè  L [KE]  = K [LE]. 

Imperocché  KE  è un  tutto,  e tutte  le  sue  parti  sono  E,  E,  E,  E,  ec. 
cioè  tante  E quante  unità  contiene  il  numero  K;  si  ha  per  tanto 
KE  — E + E + E+  E,  ec.,  vale  a dire  KE  è uguale  alla  E presa  tante 
volte,  quante  unità  contiene  il  numero  K;  adunque  per  l’assioma  IV 
KE  moltiplicato  per  L,  cioè  L[KE\  è uguale  ad  LE  + LE  + LE  + LE,  ec. 
vale  a dire  ad  LE  preso  tante  volte,  quante  unità  contiene  il  numero  K, 
e conseguentemente  per  la  definizione  II,  L [KE]  è uguale  ad  LE  mol- 
tiplicato per  K,  cioè  L [ KE]  = K [LE], 


Corollario  XXIV,  — Sia  qualunque  numero  di  proporzioni  eguali, 
A C F 

v.  &■  15  > n > w > ec-  10  dico,  che  la  somma  degli  antecedenti  tutti  sta 
-O  D (jT 

alla  somma  di  tutti  i conseguenti,  come  l’antecedente  di  una  delle  sud- 
dette proporzioni  sta  al  suo  conseguente. 

I mperocchè  rappresentando  le  suddette  proporzioni  respettivamente 


cosi: 


my  + r my0  + r„  my00  + ro0 


, ec.  la  somma  di  tutti  gli  antecedenti 


ny  ny„  ny0 

sarà  my  + r + my0  + r„  + my00  + r00,  cioè 

[my  + my0  + my00,  ec.  +r  + r0  + r00,  ec.]; 
ma  per  l’assioma  IV  m (y  + y0  + y00,  ec.)  è uguale  ad  my  + my0  + my00,  ec.; 
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adunque  la  somma  di  tutti  gli  antecedenti  potrà  esprimersi  in  questa 
guisa:  m (y  + y0  + yoo,  ec .)  + r+r0  + r0„,  ec. 

La  somma  poi  di  tutti  i conseguenti  sarà  ny + ny0 + nyu0,  ec.  cioè 
in  virtù  del  citato  assioma  IV,  ( y+y0  + y0u , ec.)  e perciò  la  proporzione 

ec~  sj  denoterà  nell’infrascritto  modo: 

B + D + G,  ec. 

(a\  m y°o>  ec.) +r+r„  + ec. 

{ ' n (y+y0+yoo,  ec.) 


ec.,  poiché  (y  + yi,  + y<xi>  ec.)  rappresenta 


ma  quest’ ultima  proporzione  (a)  è uguale  a ciascuna  delle  proporzioni 
my+  r myfl  + rc  my00  + r0, 
ny  ’ ny0  ’ nyO0 
qualunque  aliquota  del  conseguente  della  proporzione  (a)  ed  r + r0  + ro0,  ec. 
denota  il  resto  (nullo,  o reale)  che  appartiene  all’antecedente  della  me- 
desima proporzione  (a),  siccome  le  y,  y0,  yO0,  ec.  rappresentano  le  ali- 
quote simili  dei  rispettivi  conseguenti  B,  D,  G,  ec.  e le  r,  r„,  ru0,  ec. 
denotano  i resti  corrispondenti  (nulli,  o reali,)  che  appartengono  ai  ri- 
spettivi antecedenti  A,  C,  F,  ec.  adunque  per  le  definizioni  X,  e XI 

, . A + C + F,  ec.  , . . ..  . 

la  proporzione  ^ + + g eo  e uguale  a ciascuna  delle  proporzioni 


A A F 
B’  D’  G’  eC- 

Questo  corollario  contiene  la  proposizione  XII  del  V libro  d’ Euclide. 


Corollario  XXV.  — Le  lettere  g,  e h denotino  qualunque  nu- 
mero (A  può  significare  anche  l’unità)  ed  A,  e B rappresentino  qual- 
siasi grandezza;  io  dico,  che  sussiste  questa  proporzionalità 


(1) 


gAhA 
gB  hB 


Imperocché  designando  A per  my  + r,  e B per  ny  in  conformità 
della  definizione  Vili,  e ponendo  in  luogo  di  A,  e di  B questi  loro  va- 
lori nella  proporzionalità  (1)  si  avrà  quest’ altra  proporzionalità  equi- 
valente: 

(2)  gmy  + gr =hmy  + hr 

gvy  hny 

Attesoché  pel  corollario  XXIII  l’espressione  g (my  + r)  che  rap- 
presenta g A è uguale  a gmy  + gr,  e l’espressione  h ( my  + r)  che  denota 
hA  è uguale  ad  hmy+hr ; ma  pel  corollario  XXIII  si  à gmy  — mgy, 
hmy—mhy,  gny=ngy,  ed  hny  = nhy ; adunque  surrogando  invece  di  gmy, 
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hmy,  gny,  hny  i suddetti  loro  valori  nella  proporzionalità  (2),  essa,  e 
per  conseguenza  la  proporzionalità  (1),  che  gli  equivale,  diverrà  l’infra- 
scritta: 

3 , mgy+gr  = mhy  + hr 

' ngy  nhy 

Che  per  le  definizioni  X,  e XI  manifestamente  sussiste,  mentre  gy 
rappresenta  qualunque  aliquota  del  primo  conseguente  hy,  l’aliquota 
simile  del  secondo  conseguente,  e gr  ed  hr  i respettivi  resti,  in  ordine 
a’  quali  si  rifletta,  che  essendo  r minore  di  y,  sarà  per  l’assioma  II 
gr  minore  di  gy,  ed  hr  minore  di  hy. 

Adunque  essendosi  provata  sussistente  la  proporzionalità  (3)  sus- 
siste anche  la  proporzionalità  (1),  che  gli  equivale. 


Corollario  XXVI  dedotto  dal  XXV.  — Allorché  h denota  l’unità, 
la  proporzionalità  (2)  del  precedente  corollario  diviene 

ngy  ny 

a A A 

e la  proporzionalità  (1)  del  medesimo  diventa  = ^ , che  in  virtù  di 


esso  corollario  XXV  dee  sussistere. 

Questo  corollario  contiene  la  proposizione  XV  del  V libro  d’Euclide. 
Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Rappresenti  g A l’aggre- 
gato degli  antecedenti  A+A+A,  ec.  e gB  l’aggregato  de’  conseguenti 

A A A 

B + B + B,  ec.  di  tante  proporzioni  ^ , ec.  tra  loro  eguali,  quante 

AJ  AJ  ±J 


unità  contiene  il  numero  gr;  adunque  pel  corollario  XXIV 


9 A 

gB 


A 

B' 


Assioma  V.  — Possono  togliersi  dalle  espressioni  litterali  quelle 
grandezze,  che  vi  sono  prima  poste,  e poi  sottratte,  ovvero  prima  sottratte, 
e poi  poste,  senza  che  si  muti  il  valore  delle  medesime  espressioni  lit- 
terali: v.  g.  senza  cangiar  il  valore  dell’espressione  C — D + B + D,  se  ne 
può  togliere  — D + D,  e ridurla  a questa  C + B. 

E dall’espressione  A + B + C +D  + E — B—C  D—E  F possono  to- 
gliersi B + C+D  + E-  B — C — D — E,  e ridurla  a questa  A — F,  che  gli 
equivale. 

Ciò  è manifesto,  poiché  una  grandezza  prima  posta,  e poi  sottratta, 
ovvero  prima  sottratta,  e poi  posta,  equivale  a zero. 


Corollario  XXVI I.  — Rappresentino  P,  e Q due  grandezze  omo- 
genee, e m.  qualunque  numero,  io  dico,  che  m . ( P — Q)  = mP — mQ. 
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Imperocché  supponendo  P—Q  = C,  sar  kP — Q+Q  = C + Q,  cioè  per  l’as- 
siomaV,  P = C + Q,  e quindi  mP  = m(C  + §),ma  pel  corollario  XX  11  m(G  + Q) 
è uguale  ad  mC  + mQ]  adunque  mP  = mC  + mQ,  e conseguentemente 
mP — mQ  = mC  + mQ — rnQ,  cioè  pel  citato  assioma  V,  mP — mQ  = mC, 
vale  a dire  mC  = mP — mQ,  e ponendo  in  luogo  di  G il  suo  valore  P — Q, 
sarà  finalmente  m (P — Q)  = mP — mQ. 


Scolio.  — *La  proposizione  V del  V libro  d’Euclide  si  riduce  al  co- 
rollario presente. 

A C 

Corollario  XXVI LI.  — Sieno  due  proporzioni  eguali  , e C 

A o 

sia  minore  di  A,  come  D di  B\  io  dico,  che  — — — è uguale  a ciascuna 

-O — 1) 


delle  due  proporzioni  suddette. 

A 


C 


Imperocché  designando  ^ con  questa  espressione  — , e — con 

quest’ altra  , sarà  A — C eguale  ad  my  + r—my0 — ru,  ad 

nVo 

my — my„  + r—r0>  ovvero  ad  m[y — yo\  + r~r0i 

perchè  m [y—y0]  è uguale  ad  my — my0  in  virtù  del  corollario  XXVII 1, 
sarà  eziandio  B—  D eguale  ad  ny — nyu,  cioè  per  lo  stesso  corollario 


XXVIII,  ad  n [y—yoY,.  adunque 

[1] 


A-C 


B-D 

™[y—yo\  + r—r 


potrà  designarsi  così  : 


n [y—yoi 


ziom 


Ma  questa  proporzione  [1]  è uguale  a ciascuna  delle  due  propor- 
. my  + r my0+r0  . 

n — , — ; mentre  — Vo]  esprime  qualsivoglia  aliquota  del 

nV  ny0 

conseguente  della  proporzione  [I],  conforme  y,  ed  y0  esprimono  le  ali- 
quote simili  de’  rispettivi  conseguenti  B,  e fi;  ed  r — ru  rappresenta  il 
resto  [nullo  o reale]  che  appartiene  all’antecedente  della  stessa  propor- 
zione [1]  conforme  r,  ed  r0  rappresentano  i resti  corrispondenti  [nulli  o 
reali]  che  appartengono  ai  rispettivi  antecedenti  A,  e 0;  adunque  in 

virtù  delle  definizioni  X e XT,  ^ ^ = ^ = 

B — D B D 

Questo  corollario  contiene  la  proposizione  XIX  del  V libro  d’Eu- 
clide. 
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Assioma  VI.  — Poste  le  due  grandezze  omogenee  A,  e B tali,  che 
la  A non  possa  crescere,  senza  divenir  maggiore  della  B,  e non  possa 
diminuire  senza  divenir  minore  della  medesima  B,  la  -4  è uguale  alla  B. 
Questa  asserzione  è chiara  a chi  attentamente  la  considera,  tuttavia  chi 
ne  volesse  la  prova  potrà  formarla  così. 

I.  Primieramente  A non  è minore  di  B,  mentre  se  fosse  minore 
potrebbe  A crescere  in  modo,  che  divenisse  eguale  a B,  il  che  è contro 
l’ipotesi,  la  quale  esige  che  A non  possa  crescere  senza  divenir  mag- 
giore di  B. 

II.  Secondariamente  la  stessa  A non  è maggiore  di  B,  poiché 
se  fosse  maggiore,  potrebbe  A diminuire  in  maniera,  che  divenisse  eguale 
a B,  il  che  parimente  repugna  all’ipotesi,  la  quale  richiede  che  A non 
possa  diminuire  senza  divenire  minore  di  B;  adunque  A non  è mag- 
giore di  B. 

Si  è provato  nel  primo  punto,  che  A non  è minore  di  B,  e nel  se- 
condo, che  A non  è maggiore  della  stessa  B ; adunque  la  A è uguale 

alla  B. 


Avvertimento.  — Ne’  due  seguenti  assiomi  VII  ed  Vili  allorché 
si  dirà  : la  contenenza,  ec.  che  appartiene  ad  un  antecedente  in  ordine 
a qualsivoglia  aliquota  del  conseguente,  non  s’intenderà  semplicemente 
la  sola  contenenza,  che  appartiene  al  medesimo  antecedente  in  ordine  a 
qualsivoglia  aliquota  del  suo  conseguente,  ma  quest’istessa  contenenza 
con  di  più  il  resto,  che  può  lasciare  la  medesima  aliquota,  sottratta 
quante  volte  è possibile  dall’antecedente  suddetto  ; dimodoché  quando 
tal  resto  è nullo,  con  l’espressione  contenenza,  ec.  s’intenderà  la  sola 
contenenza,  che  appartiene  all’antecedente  in  ordine  alla  stessa  aliquota, 
ma  quando  tal  resto  è reale,  l’espressione  contenenza,  ec.  denoterà  la 
contenenza  soprammentovata  con  'più  il  detto  resto.  Servirà  quest’ avver- 
timento, per  esporre  i due  assiomi,  che  sieguono,  con  maggior  brevità,  e 
chiarezza. 


Assioma  VII.  — Se  una  proporzione  è sottratta  da  un’altra  , 

B Jo 

che  abbia  lo  stesso  conseguente,  la  differenza  di  queste  due  proporzioni 
è la  medesima  cosa  con  la  proporzione,  che  l’antecedente  A mutilato 

A — C 

dell’ antecedente  C ha  verso  il  comune  conseguente  B ; cioè  ^ „ è lo 


stesso  che 


A-G 
' B 
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Non  potrà  dubitare  di  quest’asserzione  chi  rifletterà  che  ~ s si- 

gnifica  la  contenenza,  ec.  che  appartiene  all’antecedente  A in  ordine  a 
qualsivoglia  aliquota  del  conseguente  B,  diminuita  (tal  contenenza)  della 
contenenza,  ecc.,  che  appartiene  all’antecedente  C in  ordine  alla  stessa 

q q 

aliquota  di  B,  e questo  appunto  chiaramente  significa  l’espressione  ; 

IJ 

A q a. ( 7 

egli  è adunque  manifesto,  che  g g è lo  stesso  che  -g—  ■ 

Corollario  XXIX.  — Sieno  D,  e B due  grandezze  omogenee,  e 

sia  D eguale  ad  A — C\  io  dico,  che  la  proporzione  ^ è uguale  alla  dif- 

IJ 

A (j  d = A G 

ferenza  delle  due  proporzioni  ; cioè  „ n — • 

IJ  IJ  IJ  IJ  IJ 

Imperocché  essendo  /)  — A — C la  proporzione,  che  la  D à verso  B 
è visibilmente  eguale  alla  proporzione,  che  la  grandezza  A mutilata  della 

D q q 

grandezza  C à verso  B,  cioè  g è ugnale  ad  g , ma  per  l’assioma  VII, 

A-C  A — C D , A-C 

— g-  e lo  stesso,  che  g g ; adunque  g e uguale  ad  g — ■ 


Assioma  Vili.  — L’aggregato  di  due  o più  proporzioni,  che  hanno 


lo  stesso  conseguente,  v.  g. 


^4+C +D 
B B B’ 


ec.  è la  medesima  cosa  con  la 


proporzione,  che  ha  l’aggregato  degli  antecedenti  A + C { D,  ec.  verso  il 

. j,  . x A + C + D , . , , A+C+D 

comun  conseguente  B,  cioè  ec.  e lo  stesso,  che  D ec. 

IJ  IJ  IJ  li 

Quest’asserzione  è chiara  a chi  considera,  che  ~ ^ ^ ^ , ec.  signi- 

IJ  IJ  IJ 

fica  la  contenenza,  ec.  che  appartiene  all’antecedente  A in  ordine  a 
qualsivoglia  aliquota  del  conseguente  B,  accresciuta  della  contenenza,  ec. 
che  appartiene  all’  antecedente  C in  ordine  alla  stessa  aliquota  di  B,  ac- 
cresciuta ancora  della  contenenza , ec.  che  appartiene  all’antecedente  D 
in  ordine  alla  medesima  aliquota  di  B,  e così  in  qualunque  numero 
di  proporzioni,  e questo  appunto  chiaramente  significa  l’espressione 

A+C+D  A+C+D  , 

p , ec.  egli  e pertanto  evidente,  che  „ ^ -= , ec.  e lo  stesso 

-O  B B B 

, A +C +D 
che g , ec. 
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Corollario  XXX.  — Immaginando  diviso  l’antecedente  d’una  pro- 
porzione in  più  parti  eguali,  o disuguali,  io  dico,  che  la  proporzione 
dell’antecedente  intiero  al  conseguente  è una  medesima  cosa  con  l’ag- 
gregato di  tutte  le  proporzioni  [minori  di  essa  pel  corollario  XVI T]  che 
le  parti  dello  stesso  antecedente  hanno  verso  il  conseguente.  Sia  per 

s 

cagion  d’esempio  la  proporzione  -g  , e l’antecedente  $ s’immagini  diviso 

s 

ad  arbitrio  nelle  parti  A,  C,  D,  ec.  io  dico,  ohe  la  proporzione  g è 
una  medesima  cosa  con  l’aggregato  ec. 

.0x5x5 

Imperocché  essendo  8 lo  stesso,  che  A + C + D,  ec.  egli  è visibile 

■ 8 \ i , A -\-C  + D . ttiti  + C + D 

che  -=  e lo  stesso,  che  , ec.  ma  per  1 assioma  Vili  -=  -=  , 

ti  ti  ti  ti  ti 

ec.  è lo  stesso,  che  " — , ec.;  adunque  la  proporzione  ~ è la  me- 
ri ti 

i A C D 

desima  cosa  con  1 aggregato  „ , ec. 

ti  ti  ti 


Scolio.  — Non  è difficile  a concepire,  che  aggiungendo  insieme 
quelle  contenenze  minori  coi  loro  resti  corrispondenti,  le  quali  competono 
a ciascuna  delle  parti  A.  C,  D.  ecc.  dell’antecedente  8 rispetto  alle  ali- 
quote del  comun  conseguente  B,  ne  risulti  un  aggregato  di  contenenze  mi- 
nori, e di  resti  corrispondenti,  che  è uguale  alla  contenenza  totale  con- 
giunta al  suo  resto  corrispondente,  la  quale  appartiene  all’intiero  ante- 
cedente S rispetto  alle  medesime  aliquote  del  conseguente  B;  di  modo 


s 

che  la  proporzione  totale  ^ non  è punto  diversa  dall’aggregato  delle 

ti 

proporzioni  parziali 


A G D 

B’  .B’  B 


ec. 


A C D 

Corollario  XXXI.  — Le  proporzioni  minori  — , > n > ec-  dal- 

ti  ti  ti 

$ 

l’aggregato  delle  quali  è costituita  la  proporzione  maggiore  = , sono  le 

x5 

s 

parti  di  essa;  onde  rappresentando  l’espressione  generale  qualunque 

ti 


proporzione,  ne  siegue,  che  qualunque  proporzione  è divisibile  in  parti, 
anzi  in  qualsivoglia  numero  di  parti,  perchè  l’ antecedente  S è divisibile 
in  qualsivoglia  numero  di  parti  A,  C,  D,  ec.  alle  quali  corrispondono 


respettivamente  le  proporzioni 


. . A C D 

“inori  B’  B’  B’  eC> 
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Corollario  XXXII.  — Se  sono  tra  loro  eguali  tutte  le  parti  A,  C, 
D,  ec.  nelle  quali  s’immagina  diviso  l’antecedente  S,  è chiaro  pel  corol- 

A C D 

lario  Vili,  che  saranno  tra  loro  eguali  tutte  le  proporzioni  — , — , — , ec. 

H U H 

s 

che  in  virtù  del  corollario  precedente  sono  parti  della  proporzione  ^ ; 

A G D 

adunque  per  la  definizione  IV,  ciascuna  delle  proporzioni  — , „ , = , ec. 

B B B 

S 

è aliquota  della  proporzione  anzi  per  la  definizione  V ciascuna  delle 

s 

dette  proporzioni  è aliquota  simile  di  , come  ciascuna  delle  parti  A, 
C,  D,  ec.  la  è di  8. 


Corollario  XXXI  il.  — E quindi  siegue,  che  rappresentando  con 
la  lettera  p qualsivoglia  numero,  e con  ~ qualunque  proporzione,  la  me- 

Ct  v . wj 

desima  proporzione  — è aliquota  della  proporzione  ; anzi  è aliquota 

simile  di  ^ , come  a la  è di  pa. 

Imperocché  l’antecedente  pa  della  proporzione  ^ può  concepirsi  di- 
viso  in  tante  parti  tra  loro  eguali,  quante  unità  contiene  il  numero  p. 


Avvertimento.  — Venendo  occasione  di  citare  nel  proseguimento 
di  questo  trattato  qualcuno  dei  XXX III  corollar j registrati  di  sopra, 
questi  si  chiameranno  corollari  dei  principi. 


Postulato.  — Mi  si  conceda  che,  data  qualunque  proporzione 


A 

B’ 


e un’altra  grandezza  P di  qualsivoglia  specie,  possano  assumersi  due  altre 
grandezze  S,  ed  X omogenee  alla  P tali,  che  ciascuna  dello  due  propor- 


zioni 


8’ 


ed 


X 

P 


sia  eguale  alla  data  proporzione 


A 

B' 


Non  involve  alcuna  repugnanza  il  concepire  una  grandezza  8 tale, 
che  tutte  le  aliquote  simili  di  B,  e di  S sieno  egualmente  contenute, 
e con  la  continua  corrispondenza  di  resti  [nulli,  o reali]  ne’  respettivi 
antecedenti  A,  e P. 

E nemmeno  repugna  il  concetto  di  una  grandezza  X tale,  che  tutte 
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le  aliquote  simili  di  B,  e di  P sieno  contenute  egualmente,  e con  la  con- 
tinua corrispondenza  di  resti  [nulli,  o reali]  degli  antecedenti  respet- 
tivi A,  ed  X;  onde  il  postulato  non  può  ragionevolmente  rifiutarsi. 

Teorema  I.  — Se  nelle  due  seguenti  proporzionalità  A . B : :C  . D 
ed  a .b  ::  c . d tre  termini  della  prima  sono  eguali  a tre  termini  della  se- 
conda presi  col  medesimo  ordine,  anche  l’altro  termine  della  prima  pro- 
porzionalità è uguale  all’altro  termine  corrispondente  della  seconda. 

Non  è punto  necessario,  che  i due  ultimi  termini  delle  suddette 
proporzionalità  sieno  omogenei  ai  due  primi. 

Dimostrazione.  — Allorché  la  A,  o la  B dee  provarsi  eguale  alla 
sua  corrispondente  a,  ovvero  b,  si  ha  per  la  supposizione  C — c,  e D—d; 
onde  pel  corollario  Vili  de’  principi,  si  ha  C . D : : c . d;  ma  per  l’ipo- 
tesi A . B : : C . D,  ed  a .b  : :c  . d ■,  adunque  pel  corollario  XII  de’  prin- 
cipi, se  A -=a,  sarà  B = b,  e se  B — b,  sarà  A —a. 

Quando  poi  dovrà  dimostrarsi  l’eguaglianza  della  C,  o della  D, 
con  la  sua  corrispondente  c,  ovvero  d,  sarà  per  l’ipotesi  A = a,  e B — b ; 
di  modo  che  in  virtù  del  corollario  Vili  de’  principi  si  avrà  A . B ::a  .6; 
ma  per  la  supposizione,  e trasponendo  C . D : : A . B,  come  pure  c . d : : a . b) 
adunque  pel  corollario  XTI  de’  principi  C . J)  : : c . d,  e pel  corollario  XXI 
de’  principi,  se  C=c-,  sarà  D=d,  e se  D = d,  sarà  0 = c;  il  che  dovea  di- 
mostrarsi. 


Teorema  li.  — La  proporzione  è una  specie  di  grandezza: 

A 

E qualsivoglia  proporzione  ^ è una  grandezza  omogenea  a qualsi- 

£> 


voglia  altra  proporzione 


C 
D ’ 


quantunque  i termini  dell’ una  non  sieno 


omogenei  ai  termini  dell’altra. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Pel  corollario  XVII  de’  prin- 
cipi, ed  anche  pe’  corollari  XVIII  e XIX  de’  principi,  la  proporzione  è 
capace  d’aumento,  e di  diminuzione;  adunque  per  la  definizione  I,  la 
proporzione  è una  specie  di  grandezza.  Il  che  dovea  dimostrarsi  in  primo 
luogo. 

Altra  dimostrazione  della  prima  parte.  — Pe’  corollari  XXVIII,  e 
XXIX  de’  principi  la  proporzione  è divisibile  in  parti  ; adunque  pel  co- 
rollario I de’  principi  proporzione  è una  specie  di  grandezza.  Il  che 
dovea  primieramente  dimostrarsi. 
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A 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Alla  proporzione  ^ in  ordine 


C 


alla  proporzione—,  o compete  la  definizione  X,  o la  definizione  XIV, 
oppure  la  definizione  XV. 

Nel  primo  caso  ambedue  le  proporzioni  suddette  sono  eguali  ; nel 

A C A C 

secondo  caso  _ è minore  di  — , e nel  terzo  caso  = è maggiore  di  — , 
B D ti  D 

C A 

cioè  pel  corollario  XIV  de’  principi  - è minore  di  s ■ 

D ti 

A C 

Allorché  — è minore  di  , si  moltiplichi  pel  numero  L l’antece- 

dente  A di  — ; egli  è chiaro,  che  il  numero  L può  essere  così  grande, 
Ji 

che  la  proporzione  di  LA  verso  B superi  la  proporzione  di  C verso  D: 
poiché  pel  corollario  XX  de’  principi,  se  salvo  il  conseguente  di  una 
proporzione,  cresce  il  suo  antecedente,  cresce  anche  la  medesima  pro- 
porzione. 

Quando  poi  ^ è minore  di  ^ , si  moltiplichi  l’antecedente  C pel 

numero  K,  e si  proverà  similmente,  che  il  numero  K esser  può  così 
KC  A 

grande,  che  ■ sia  maggiore  di  D • ma  pel  corollario  XXXIII  de’  prin- 


C 


..LA 


KG 


cip]  -=■ , e 7T  sono  aliquote  rispettivamente  di  - , e di  , conforme  .4 

è aliquota  di  LA,  e C di  KC;  adunque  siccome  LA,  c KC  sono  rispet- 
tivamente lo  stesso,  che  A,  moltiplicato  per  L,  e C moltiplicato  per 

K,  così  , e sono  respettivamente  la  medesima  cosa,  che  ^ mol- 
B D B 

C 

tiplicata  per  L,  a — moltiplicata  per  K,  e ciò  in  virtù  della  definizione  II; 

poiché  siccome  A si  prende  per  concepire  LA,  e C si  prende  per  con- 
cepire KC  tante  volte,  quante  unità  contengono  i respettivi  numeri  L, 

r ,A  . LA  C . . KC 

e K,  cosi  — si  prende  per  formare  - - , e — si  prende  per  formare  H 

B B D D 

tante  volte,  quante  unità  contengono  gl’istessi  numeri  respettivi  L,  e K. 

A G 

E quindi  le  proporzioni  -g , — sono  due  grandezze,  o eguali  tra  loro, 
ovvero  l’una  è minore,  o maggiore  dell’altra  in  modo  che  la  minore, 
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moltiplicata  per  qualche  numero,  può  superar  la  maggiore;  adunque  per 
A G 

la  definizione  111  -,  e gSono  due  grandezze  omogenee.  Il  che  dovea 

dimostrarsi  in  secondo  luogo. 

Corollario  1.  — Giacché  la  proporzione  è una  specie  di  grandezza, 
possono  attribuirsi  alla  proporzione  tutte  quelle  proprietà,  che  compe- 
tono alla  grandezza  in  generale. 

A C 

Corollario  II.  — 1.  Poste  due  proporzioni  , — ; io  dico,  che 

x>  D 

la  prima  in  ordine  alla  seconda  ha  proporzione  geometrica. 

G 

Imperocché  dividasi  l’antecedente  G della  seconda  proporzione  g 

C ybtìc 

in  qualsivoglia  numero  n d’aliquote  x\  sarà  B — nx,  e g=g  prendasi 

. A z 

pel  postulato  una  parte  z dell’antecedente  A di  ^ tale,  che  sia  g eguale 

ad  — (il  che  è sempre  possibile,  purché  la  — non  sia  maggiore  di  ■=); 

esprima  m la  quantità  di  volte,  che  la  z è contenuta  in  A,  ed  R,  il 
resto  (nullo,  o reale),  che  lascia  la  stessa  z tolta  da  A quante  vclte  si 

può,  e si  avra  A^mz  + R,  ed  D = — , ma  per  1 assioma  Vili 

X>  X> 

mz  R K , J . mz  + jR  . A mz  R „ x _ 

+ ^ e lo  stesso,  che  D — ; adunque  — = D oe  — tosse  mag- 

£>  X)  x>  li  xJ  1 ) 

^4 

giore  di  allora  m sarebbe  eguale  a zero,  ed  R eguale  ad  A.  Ora  egli 

xJ 

è visibile,  che  la  proporzione  ~ , cioè  ^ ^ contiene  tante  volte  la 

-O  X>  XJ 

2* 

proporzione  parziale  g , quante  unità  sono  in  m,  e la  contiene  con  una 

R 

porzione  residua  g , che  pel  corollario  XV1II  de’  principj  è minore  di 
z Z (E 

g ; ma  g è uguale  per  la  costruzione  ad  g , che  per  cagione  del  nu- 
mero arbitrario  n,  e in  virtù  del  corollario  XXXIII  de  principj  rappre- 
si 

senta  qualsisia  aliquota  della  proporzione -=r  ; adunque  per  la  definizione 


Vili  g ha  proporzione  geometrica  verso  g' 
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E 0 

Ti.  Similmente  considerando  due  altre  proporzioni  y , io  dico, 

E G 

che  la  terza  proporzione  -=  rispetto  alla  quarta  — à proporzione . geo- 

r ti 

metrica. 

Imperocché  se  si  divide  l’antecedente  G della  quarta  proporzione 

(jT  (jT  TtX 

— nel  numero  arbitrario  n d’aliquote  x„,  sarà  G = nx0>  e -=  = se  poi 
H ti  ti 

si  assume  pel  postulato  una  parte  z„  dell’antecedente  E della  terza  pro- 
porzione ^ in  modo,  che  abbiasi  < e si  designa  con  q la  quan- 

tità  di  volte,  che  la  z„  è contenuta  in  E,  col  residuo  di  se  minore,  che 

, cioè  per  un’  immediata 


si  chiami  R0,  sarà  E = qz„  + Ru,  ed  --  = 

£ 


E qz0  -f-  R0 


F 


■E  QZ  Hi  £ 

conseguenza  dell’assioma  VITI,  sarà  — = ~ , e siccome-^  è uguale 

b b F b 

x G 

per  la  costruzione  ad  che  rappresenta  qualsivoglia  aliquota  di  — 

H H 

per  cagione  del  numero  arbitrario  n e pel  corollario  XXXII 1 de’  prin- 

R z 

cipj,  e siccome  in  oltre,  il  resto  è minore  di  — pel  corollario  XVII 

£ £ 

de’  principj;  così  per  la  definizione  Vili  à proporzione  geometrica  verso 

G x E 

jj-  È superfluo  l’avvertire,  che  se  jj  fosse  maggiore  di  — , in  tal  caso 

q sarebbe  zero,  ed  R0  sarebbe  eguale  ad  E. 


Corollario  III.  — Poste  quattro  proporzioni 


. A 0 E Q 


io 


B ’ D ’ F ’ H * 

dico,  che  la  prima  verso  la  seconda  à eguale,  ovvero  maggiore,  o minor 
proporzione,  che  la  terza  verso  la  quarta. 

I.  Imperocché  in  virtù  del  primo  punto  del  corollario  II, 
ed  + Ponenflo  in  luogo  di  y la  sua  eguale 


C nx 
D = D ’ 


x A mz  R 
D’  B=~B+B' 


In  virtù  poi  del  secondo  punto  dello  stesso  corollario  II, 


G nx„ 


H H ’ 


ed  y — ~y-  + Ry , cioè  sostituendo  in  cambio  di  y la  sua  eguale 


x0  E _ qxo  Ho 
H ’ F~  H + F 
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A C E G 

Ciò  posto,  in  vece  delle  quattro  proporzioni  ^ , — , —,  — si  surro- 

Ju>  JJ  -t  H 

ghino  le  loro  quattro  respettive  espressioni,  che  sieguono  ^ + ^ ; 

QQCq 

-yp  + “ ; -y  -- , e si  vedrà,  che  se  il  numero  indeterminato  n è sempre 

M r H 

eguale  nelle  due  espressioni  ed  ; e q è sempre  eguale  ad  ni,  e 

H n 

se  il  resto  corrisponde  sempre  all’altro  resto  -g  nell’ esser  nullo,  o 

A 0 E 

reale,  la  proporzione  di  verso  ^ è uguale  alla  proporzione  di  — 

Q 

verso  — , e questo  per  le  definizioni  X,  e XI. 

H 

oc 

II.  Si  vedrà  eziandio,  che  se  qualcuna  delle  proporzioni  parziali  — 


è tale,  che  la  quantità  m di  volte  correlativa  ad  essa  — nell’espressione 


di 


. A 


B 


...  mx  R 
cioè  in  D +-B 


sia  maggiore,  ovvero  minore  della  quantità  q di 


volte,  che  gli  corrisponde  in  ordine  ad  0 nell’espressione  di  — 

ti  x 


cioè 


in  qX°+Ro 
H + F 


; allora  la  proporzione  di  ~ verso  ^ è maggiore,  ovvero 


respetti vamente  minore  della  proporzione  di  ~ verso  yy  ; e questo  per 

I _TZ 

le  definizioni  XIV,  e XV. 


Scolio.  — I.  Tutto  quello,  che  si  è dedotto  in  molti  de’  corollarj 
de’  principj  in  ordine  alla  proporzione,  che  hanno  tra  di  loro  le  grandezze 
considerate  in  generale,  conviene  ancora  alla  proporzione,  che  tra  loro 
aver  possono  le  proporzioni  considerate  come  grandezze,  e perciò  i suddetti 
corollarj  dei  principj  saranno  in  avvenire  immediatamente  applicati  alla 
proporzione,  che  hanno  tra  loro  le  proporzioni  considerate  come  grandezze 
senza  fare  altra  menzione  del  presente  scolio. 

II.  Per  comprendere  la  verità  de’  due  corollarj  precedenti  II  e III 
è sufficiente  la  loro  illazione  immediata  dal  presente  teorema,  nientedi- 
meno ò voluto  darne  le  dimostrazioni  particolari,  per  assuefare  il  lettore 
a ben  considerare  la  proporzione  come  grandezza. 

Per  ciò,  che  riguarda  gli  altri  corollarj,  che  seguiranno,  basterà  de- 
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durli  immediatamente  dal  corollario  I,  che  attribuisce  alla  proporzione 
tutte  quelle  proprietà,  che  convengono  alla  grandezza  in  generale.  Dallo 
stesso  corollario  I di  questo  teorema  potrebbero  speditamente  dedursi 
anche  i corollarj  XI,  e XII  de’  principi . 

A C 

Corollario  IV.  — Sieno  le  due  proporzioni  — , e ■=■  ; 

B 1) 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  se  qualunque  aliquota  della  propor- 
ci 

zione  uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  dell’ aliquota  simile  della 
B 

C A 

proporzione  — ; anche  ^ è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 


minore  di 


. C 


D 


A 


lo  dico  in  secondo  luogo,  che  se  la  proporzione  ^ è uguale,  ovvero 


C 


maggiore,  o minore  della  proporzione  — ; anche  qualunque  aliquota  della 


A 

proporzione  V.  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del- 

C 

l’aliquota  simile  della  proporzione  ^ : applicando  l’assioma  II  alla  prima 

parte,  e l’assioma  HI  alla  seconda  parte  di  questo  corollario,  e consi- 
derando, che  pel  presente  teorema,  le  proporzioni  sono  grandezze,  si  ren- 
derà manifesta  la  verità  d’ ambedue  le  parti  di  questo  medesimo  co- 
rollario. 


Corollario  V.  — I.  Se  di  tre  proporzioni  la  prima  è maggiore, 
o minore  della  seconda,  e la  seconda  è maggiore,  o respettivamente 
minore  della  terza,  tanto  più  la  prima  sarà  maggiore,  o respettivamente 
minore  della  terza. 

A C 

II.  Ovvero  se  la  prima  delle  proporzioni  , — è maggiore,  o minore 

F , 

della  seconda,  e la  proporzione  è maggioro,  o respettivamente  minore 

Cr 

A F 

della  prima  jj , tanto  più  la  medesima  ^ sarà  maggiore,  o respettiva- 

Q 

mente  minore  della  seconda  — • 


Scolio.  — Qui  si  dà  luogo  a provare  il  seguente 
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Teorema.  — Posta  questa  proporzionalità  A . B : : B . A , io  dico, 
che  A è uguale  a B. 

Dimostrazione.  — Se  la  A non  è uguale  alla  B,  sarà  maggiore, 
ovvero  minore  di  B,  e conseguentemente  la  B sarà  minore,  ovvero  re- 
spettivamente  maggiore  della  A;  adunque  pel  corollario  XVII  de’  prin- 

A B , 

cipj  -g  sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  g- , e pel  co- 
rollario XIX  de’  principj  ~ sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  mi- 

nore  di  -jj  e quindi  per  la  prima  parte  del  presente  corollario  V,  tanto 

A B 

più  sarà  maggiore,  ovvero  rispettivamente  minore  di  -7 , il  che  ripugna 

li  ./t 

.AB 

all’ipotesi  di  eguale  a -j  ; adunque  A pon  può  esser  maggiore,  nè 
li  A 

minore  di  Z?,  e per  conseguenza  è uguale  ai?;  il  che  doveva  dimostrarsi. 

Nello  scolio  annesso  al  corollario  II  del  teorema  LXXVII,  si  darà 
nn’ altra  dimostrazione  di  questo  teorema,  che  sarà  positiva. 

Corollario  VI.  — 1.  Poste  tre  proporzioni,  se  due  di  esso  sono 
eguali  tra  loro,  e l’altra  è maggiore,  ovvero  minore  di  una  di  quelle, 
sarà  essa  maggiore,  o respettivamente  minore  anche  dell’ altra  dell’ eguali. 

II.  E ancora  poste  tre  proporzioni,  se  due  di  esse  sono  tra  loro 
eguali,  e una  di  queste  due  è maggiore,  o minore  della  terza,  anche 
l’altra  (cioè  dell’ eguali)  è maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  della 
terza. 

La  seconda  parte  di  questo  corollario  comprende  la  proposizione  XIII 
del  V libro  d’ Euclide. 

Corollario  VII.  — Posta  la  proporzione  ^ maggiore,  ovvero  mi- 

C FA 

nore  della  proporzione  — , se  la  proporzione  g è uguale  ad  -g , e la 

H . , C . F 

proporzione  ^ e uguale  a — , sara  ancora  la  proporzione  g maggiore  o 

H 

respettivamente  minore  della  proporz  one  - ■ 


JO 

Imperocché  per  la  seconda  parte  del  corollario  VI  ^ sai'à  mag- 


3 — Tomo  I 
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G C H 

giore,  o respettivamente  minore  di  ^ > ed  essendo  ~jj=  [ sara  ancora  per 

F 

la  prima  parte  de!  medesimo  corollario  VI  ^ maggiore,  o respettiva- 

(t 


mente  minore  di 


. H 


AG  F 

Corollario  Vili.  — Posto  che  si  abbia  T.  — ~ , e che  sia  mag- 
ri D (J 

A.  A A H . . C . 

giore,  ovvero  minore  di  ^ , ed  - minore , ovvero  maggiore  di iodico, 

F . H 

che  q sarà  maggiore,  o respettivamente  minore  di  • 

F 

imperocché,  pel  corollario  VI  di  questo  teorema  — sarà  maggiore, 
ovvero  respettivamente  minore  di  ma  supponendosi  ^ minore , ov- 

Q 

vero  respettivamente  maggiore  di  ^ ; sarà  trasponendo  pel  corollario  XIV 

C H 

de’  principi  — maggiore,  ovvero  respettivamente  minoro  di  j '>  adunque 

F 

pel  corollario  V di  questo  teorema  — sarà  maggiore,  ovvero  rispettiva- 


mente minore  di 


. H 


Corollario  IX.  — Siccome  in  luogo  di  una  grandezza  può  sosti- 
tuirsi un’altra  grandezza  eguale,  così  in  luogo  di  una  proporzione  può 
sostituirsi  un’altra  proporzione  eguale. 


Corollario  X.  — Date  tre  grandezze  A , B , C,  le  due  prime  delle 
quali  sieno  omogenee  tra  loro,  e la  terza  sia  di  qualunque  specie  ; io 

A 

dico  che  se  A è maggiore,  ovvero  minore  di  B.  anche  sarà  maggiore,  o 

B 

C 

respettivamente  minore  di  ^ ■ 

A 

Imperocché  pel  corollario  XVII  de/  principj  ^ è maggiore,  ovvero 

B 

B B 

respettivamente  minore  di  , ma  pel  corollario  VII  de  principj  — è 

B B 
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uguale  a ^ ; adunque  per  la  prima  parte  del  corollario  VI  di  questo 

A C 

teorema  ~T1  è maggiore  ovvero  respettivamente  minore  di  -=-• 

B C 


Corollario  XI.  Che  contiene  il  modo  di  aggiungere  una  piopor- 
zione  ad  uri  altra  e di  sottrarre  una  proporzione  da  uri  altra.  — Se  si 

C A 

debba  aggiungere  la  proporzione  — alla  proporzione  — ovvero  dee  sot- 

1)  B 

X C 

trarsi  da  essa,  prendasi  pel  postulato  e surrogando  in  virtù  del 

£>  U 

corollario  TX  la  prima  di  quéste  due  proporzioni  in  luogo  della  seconda, 

A + X A X A C 

sarà  per  l’assioma  Vili  * uguale  ad  -^  + -5;  vale  a dire  ad  — + ; 

£>  ±>  £>  B l) 

. TTTr  A X , . , A X . , ' A C 

e per  1 assioma  VL1  — _ sara  eguale  ad  ^ — — , e cioè  ad  -= — -=-■ 

B B B B 1) 

Y A 

Oppure  prendasi  pel  postulato  ^ = e si  avrà  per  le  stesse  ra- 
Y-\~C  Y C 

gioni  ■■  ■■  - eguale  alla  somma,  c — eguale  alla  differenza  delle  pro- 

A C 
porzioni  -g,  e -• 


4 C 

Corollario  XII.  — Sieno  le  due  proporzioni  %=  , — ; io  dico,  che 

B D 

A , - . . -, . C , A±B  v 

se  Y,  e uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  _c  , anche  rj  sara  eguale, 

L)  B 


ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 


C-YD 


B D 

Imperocché  coro^ari°  VII  de’  principj;  adunque  aggiun- 

gendo, ovvero  sottraendo  queste  grandezze  eguali  dalle  due  grandezze 
e la  prima  somma,  ovvero  differenza  (cioè  per  gli  assiomi 

JD  1)  B JtS 

A-YB 

Vili,  e VII  jg  ) sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 

C D 

minore  della  seconda  somma,  o differenza  (cioè  per  gli  assiomi 

n 4-  r) 

Vili,  e VII  D ) . 
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Il  presente  corollario  comprende  nella  sua  universalità  le  proposi- 
zioni XVIII,  e XXVIII;  XVII,  e XXIX  del  V libro  d’Euclude. 

Definizione  XVI.  — Quando  in  questo  corollario  XII  il  segno 
doppio  + si  prende  per  positivo,  tal  modo  d’argomentare  dicesi  compo- 
nendo, ma  quando  il  medesimo  segno  doppio  prendesi  per  negativo, 
questo  modo  d’argomentare  dicesi  dividendo. 


Corollario  XIII. 


A F C 0 

Sieno  le  quattro  proporzioni  , — , —, 

B B D D 


le  due  prime  delle  quali  hanno  un  medesimo  conseguente;  sia  in  oltre 


F 


G 


la  seconda  proporzione  — eguale  alla  quarta  — , e la  prima  proporzione 


D 


A ' C 

-g  sia  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  terza  — ; io  dico,  che  la 

A+:F  , , . . 

proporzione  — ^ - e uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 

della  proporzione  — 


D 


F G 


Imperocché  essendo  per  l’ipotesi,  — — — , queste  due  grandezze  eguali 

A C A F 

aggiunte  all’altre  due  — , o da  esse  sottratte  renderanno  s+s  (cioè 
Jlj  1J  Jlj  jD 

A~hF 

per  gli  assiomi  Vili,  e VII  ~ ) eguale,  ovvero  respettivamente  mag- 

C)  G C ~\~G 

giore,  o minore  di  (cioè  per  gli  assiomi  Vili,  e VII  di  ~ ) • 

Questo  corollario  abbraccia  nella  sua  universalità  la  proposizione 
XXIV  del  V libro  d’ Euclide:  anzi  potendosi  in  oltre  supporre,  che  F si- 
significhi  B,  e che  G significhi  D,  anche  il  precedente  corollario  XII  è 
compreso  nel  presente. 

A F G G 

Corollario  XIV.  — Sieno  le  quattro  proporzioni  -5,^,7:,  le 

B B D D 

due  prime  delle  quali  abbiano  come  sopra  un  conseguente  medesimo,  e 
le  due  ultime  abbiano  anch’esse  uno  stesso  conseguente:  e sia  ancora 
A 

la  prima  proporzione  ^ eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  terza 
C F 

jj  , come  pure  la  seconda  proporzione  ^ sia  eguale,  ovvero  respettiva- 
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mente  maggioro,  o minore  della  quarta  proporzione  ^ ; io  dico,  che  la 
proporzione  — è eguale,  ovvero  respettiva mente  maggiore,  o minore 


della  proporzione 


C + G 

~~D 


Imperocché  essendo  ^ una  grandezza  eguale,  ovvero  maggiore,  o 
C ,F 

minore  di  — , ed  essendo  altresì  una  grandezza  eguale,  ovvero  respet- 

G A F 

tivamente  maggiore,  o minore  di  egli  è visibile,  che  g + ^ (cioè  per 
A + F 

l’assioma  Vili — -g — ) sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 

minore  di  gj  + w (cloe  Per  1 assioma  VLI1,  di  ). 

Anche  questo  corollario  comprende  nella  sua  generalità  la  proposi- 
zione XXIV  del  V libro  d’ Euclide. 

A C 

Corollario  XV.  — Poste  due  proporzioni  , -=r , se  A è maggiore, 
ovvero  minore  di  fi,  e C non  è maggiore,  avvero  respettivamente  non  è 
minore  di  D;  io  dico,  che  la  proporzione  -g  è maggiore,  ovvero  respet- 

Q 

tivamente  minore  della  proporzione  ^ • 

Imperocché,  pigliando  pel  postulato  la  grandezza  V omogenea  alla  D, 
A V 

in  modo  che  ^ sia  eguale  ad  — , sarà  pel  corollario  X dei  principi  V 
JJ  U 

maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  D,  secondo  che  A sarà  mag- 
giore, ovvero  minore  di  B ; adunque  V sarà  maggiore,  ovvero  respettiva- 
mente minore  di  D,  quando  C non  sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente 
non  sarà  minore  di  D;  e per  conseguenza  V sarà  maggiore,  ovvero  re- 

y 

spettivamente  minore  di  C ; laonde  pel  corollario  XVII  de’  principi 

C A 

safà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  ^ ; ma  g per  la  oo- 

V 

struzione  è uguale  ad  — ; adunque  pel  corollario  VI  del  presente  teo- 

4 Q 

rema,  ^ sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  • 
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Avvertimento.  — Le  proporzioni  in  avvenire  saranno  da  me  trat- 
tate come  grandezze,  e non  sempre  citerò  questo  secondo  teorema,  nè 
alcuni  de’  suoi  corollari,  le  verità  de’  quali  supporrò  notissimo. 

A D 

Teorema  III.  — Due  proporzioni  ~ , - , che  hanno  gl’istcssi  con- 

±J  IJ 

A D 

seguenti,  sono  tra  loro  come  gli  antecedenti,  cioè  A.  D. 

Dimostrazione.  — Immaginando  l’antecedente  D della  seconda  pro- 
porzione gr  diviso  in  qualsivoglia  numero  n d’aliquote  y , delle  quali  l’an- 

A 

tecedente  A della  prima  proporzione  contenga  la  quantità  m , con  un 

n 

, „ , , , D ny  . , A my  + r 

resto  r (nullo,  o reale),  si  avra  D=ny,  -=y=  ~ -,  A =my  + r,  ed -=  = — n — , 

ri  ij  ab 

cioè  per  l’assioma  VITI  + ma  Pe^  numero  arbitrario  n,  e pel 

y 

corollario  XXXIII  de’  principj  ^ rappresenta  qualsisia  aliquota  della 

D y 

seconda  proporzione  e per  la  definizione  Vili  quest’aliquota  ^ è 

simile  alla  y aliquota  di  D;  inoltre  la  stessa  aliquota  ~ è tante  volte 

. . . A . , . my  y r 

contenuta  nella  prima  proporzione  cioè  m - ’ + ~ con  un  resto  77 

li  £$  b 

(nullo,  o reale)  quante  volte  l’aliquota  y è contenuta  in  A con  un  resto  r, 
nullo,  o reale  ^poiché  pel  corollario  XIX  de’  principj  ■— è minore  di  j ; 
adunque  per  le  definizioni  X,  e XI  sussiste  questa  proporzionalità 


my  r ny 

b +b'  b '■■my+r-ny> 


AD 

cioè  sussiste  la  proporzionalità  equivalente  - - 7,  : : A . D.  Il  che  dovea 

li  ri 

dimostrarsi. 


A D 

Corollario  I.  — Di  due  proporzioni  77  > 77  • che  hanno  un  mede- 

a a 

simo  conseguente,  se  l’una  è eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  dell’altra, 
anche  l’antecedente  di  essa  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 
o minore  dell’antecedente  dell’altra; 
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A D 

Imperocché  essendo  per  questo  teorema  y--  w ::  A . D,  il  corollario  X 

J 3 B 

A 

de’  principj  fa  conoscere,  che  se  g è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore 

di  g . anche  A sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 
nore di  D. 

Questo  corollario  contiene  una  nuova  dimostrazione  della  prima 
parte  del  corollario  XXI  de’  principj,  cioè  della  prima  parte  della  pro- 
posizione IX  del  V libro  d’ Euclide. 

E contiene  ancora  una  nuova  dimostrazione  della  prima  parte  del 
corollario  XVI  de’  principj,  cioè  della  prima  parte  della  proposizione  X 
del  V libro  d’Euclide. 


Corollario  II.  — Sia  qualunque  proporzione  g e qualsivoglia  gran 


A C 

dezza  C;  io  dico,  che  -y  sta  a y- , come  A a B. 
Jb  G 

C A 

E che  y;  sta  ad  ^ , come  il  ad  A. 

G B 


. c v 


Imperocché  primieramente  pel  corollario  VII  de’  principj  yy  è uguale 

G 

B ACAB 

a^;  adunque  pel  corollario  Vili  de’  principj  g • g : : g • g ma  per 

AB 

questo  teorema  g • g : : .4  ,B  ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principj 

à.C..A  B 

B C ’ ’ ’ 

Similmente,  e in  secondo  luogo  pel  corollario  VII  de’  principj 

C A B A 
G B ' ' B B ’ 


B A 


pel  teorema  presente  g • g : : B . A ; adunque  pel  corollario  XI  de’  prin- 


. . G A 

C,P! 


Corollario  III.  — Dinotino  A ,B  ,G  ,D  , E cinque  grandezze  omo- 

D C 

gcnee  in  generale;  io  dico,  che  la  proporzione  di  g verso  g-  sta  alla  prò- 
E C 

porzione  di  g verso  la  stessa  g , come  D sta  ad  E, 
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D C 

Imperocché  per  questo  teorema  la  proporzione  di  — verso  j-  sta  alla 

proporzione  di  — verso  la  stessa  come  sta  ad  -y;  ma  per  questo  me- 
li E 

desimo  teorema  -y  sta  ad  -y,  come  D sta.  adU;  adunque  pel  corollario  XI 

de’  principi  la  proporzione  di  ^ verso  sta  alla  proporzione  di  ~ verso 
' C 

la  stessa  -=  , come  D sta  ad  E. 

JJ 

Avvertimento.  — Per  più  distinta  intelligenza  di  questo  corollario 
può  vedersi  lo  scolio,  che  segue  la  dimostrazione  del  teorema  XVIII. 

Corollario  IV.  — Sieno  due  grandezze  A , B tra  loro  omogenee,  e 
due  altre  grandezze  C , D omogenee  tra  loro; 

A C 

Io  dico  primieramente,  che  se  ^ sta  a ^ , come  A a B,  la  C è 
uguale  alla  D; 

C A 

E dico  secondariamente,  che  se  — sta  ad  ^ , come  B sta  ad  A , la 
G è ancora  eguale  alla  D; 

A C 

Imperocché  primieramente  abbiamo  per  l’ipotesi  ~ : : A . B,  e per 


A B 

questo  teorema  ^-^  ::A  ,B\  adunque  pel  corollario  XI  de’  principi 

A C AB 
b'd::b  B’ 

G B 

e conseguentemente  pel  corollario  XXI  de’  principi  = > e quindi  pel 

corollario  X de’  principi  C=D. 

G A 

Secondariamente  si  à per  la  supposizione  —G—„\B,A,  e pel  pre- 
B A 

sente  teorema  ^ : .B  .A;  laonde  pel  corollario  XI  de’  principi 

C A_, . B A 
D'B  ::  B ’B’ 


C B 

e pel  corollario  XXI  de’  principi  cioè  pel  corollario  X de’  prin- 

cit>i  C=D. 
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Teorema  IV.  — Se  di  quattro  proporzioni,  v.  g. 


,_4  5 0 D 
P’P’Q’Q’ 


la 


prima,  e la  seconda  hanno  un  medesimo  conseguente,  e la  terza,  e la 
quarta  hanno  anch’esse  un  medesimo  conseguente,  e se  di  più  l’antece- 
dente A della  prima  sta  all’antecedente  B della  seconda,  come  l’ante- 
cedente C della  terza  sta  all’antecedente  D della  quarta;  iodico,  che  la 
prima  di  dette  proporzioni  sta  alla  seconda,  come  la  terza  alla  quarta. 

Dee  provarsi  questa  proporzionalità: 


A B C D 

(1)  P'P::Q'Q' 

Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi,  e per  la  definizione  XI  i quattro 
antecedenti  proporzionali  A,  .B,  C,  D possono  rappresentarsi  respettiva- 
mente  così  my  + r,  ny,  myo  + r0,nyo,  di  modo  che  ponendo  nella  propor- 
zionalità (1)  in  luogo  de’  quattro  antecedenti  questi  loro  quattro  valori, 
essa  prenderà  questo  aspetto: 


my  + r ny  my0  + ra  ny0 

P ' P : ‘ Q ‘ Q 


7/i?/  T 

E sostituendo  in  quest’  ultima  proporzionalità  ~ + p in  luogo  di 

mV_+-r  , che  è lo  stesso  per  l’ assioma  Vili,  e mJ!“  + ~ in  cambio  di 
771?/  7* 

A."  — ",  ch’è  la  medesima  cosa  pel  citato  assioma  Vili,  la  stessa  ul- 

V 

tima  proporzionalità,  e conseguentemente  la  proporzianalità  (1),  che  gli 
equivale,  diverrà  in  virtù  del  corollario  IX  de’  principj  la  seguente  : 


(2) 


my  r ny  my0  r0  ny0 

p+p-  p--  Q +Q  ■ Q ■ 

Ma  pel  corollario  XXXIII,  e per  la  generalità  del  numero  n,  la 


71?/  B ’U 

esprime  qualsivoglia  aliquota  di  p~  cioè  di  p>  e la  denota  l’aliquota 
71?/  D 

simile  di  vale  a dire  di  e di  più  pel  corollario  XIX  de’  prin- 


7*  7*  ÌJ  ÌJ 

cipj  p<  e — sono  minori  delle  respettive  p>  e -A-  adunque  per  le  defi- 
nizioni X,  ed  XI  la  proporzionalità  (2)  susssiste,  ed  in  conseguenza  la 
proporzionalità  (1),  che  gli  equivale,  sussiste  anch’essa.  Il  che  doveva 
dimostrarsi. 
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Altra  dimostrazione  di  questo  teorema.  — Abbiamo  per  l’ipotesi 

AB  C Z) 

A • B ::  C ■ D,  e pel  teorema  III  ~ ■ p-.  : A - B,  come  pure  q ^ : : C ■ D ; a- 

dnnque  pel  corollario  XIT  de’  principi  ^ c^e  dovea  di- 

mostrarsi. 


Corollario  I.  — Se  di  quattro  proporzioni,  v. 


A B A B 
eP’P’~Q’Q’ia 


prima,  e la  seconda  hanno  un  medesimo  conseguente  P,  e la  terza,  e 
la  quarta  anno  anch’esse  un  medesimo  conseguente  Q:  e di  pili  la 
prima,  e la  terza  hanno  un  medesimo  antecedente  A,  e la  seconda,  e 
la  quarta  anno  anoh’esse  un  medesimo  antecedente  Q ; io  dico,  che  la 
prima  di  dette  proporzioni  sta  alla  seconda,  come  la  terza  alla  quarta. 

A B 

’qq' 

È chiaro,  che  questo  corollario  è un  caso  del  presente  teorema, 
poiché  pel  corollario  Vili  de’  principi  il  primo  antecedente  A sta  al  se- 
condo antecedente  B,  come  il  terzo  antecedente  A sta  al  quarto  ante- 
cedente B ; e la  prima  dimostrazione  del  teorema  è manifestamente  ap- 
plicabile a questo  suo  corollario,  purché  invece  di  y„  scrivasi  y,  e in 
cambio  di  r0  scrivasi  r,  conforme  esige  la  presente  ipotesi  di  D (cioè 
ny„)  eguale  a B (cioè  ad  ny)  e di  C (cioè  ny„  + r0)  eguale  ad  A (cioè 
ad  ny  + r). 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  teorema  III 


A B 

Dee  provarsi  questa  proporzionalità  p ■ p 


AB  . „ , A B 

pp-.-.A-B,  -i  ,/v 


A ■ B; 


adunque  pel  corollario  XI  de’  principj 


B 

P 


A B 
Q Q 


proporzionalità,  v.  g.  (I) 


Corollario  II.  — Se  di  quattro  proporzioni,  che  costituiscono  una 

AB  CD 
P'P::Q'Q' 

La  prima,  e la  seconda  anno  un  medesimo  conseguente,  e la  terza, 
e la  quarta  hanno  anch’esse  un  medesimo  conseguente;  io  dico,  che  gli 
antecedenti  delle  medesime  proporzioni,  ordinariamente  presi,  sono  an- 
ch’essi  proporzionali. 

A C 

Dee  provarsi  questa  proporzionalità  p =■=  • 
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Suppongasi  in  virtù  del  postulato  quest 'altra  proporzionalità,  A.B::C.X, 

AB  C X 

e si  avrà  pel  presente  teorema  p'p::QQ > adunque  pel  teorema  I il 

quarto  termine  di  questa  proporzionalità  sarà  eguale  al  quarto  termine 

_D 

della  proporzionalità  (1),  cioè  sarà  eguale  a , e conseguentemente 

y y 

pel  corollario  XXI  de’  principi,  X sarà  eguale  a D\  ma  si  è supposto 
A G 

adunque  ponendo  in  vece  di  X la  sua  eguale  D sarà  eziandio  pel 

.AG 

corollario  LX  de’  principi  p—jy' 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  l’ipotesi  p : ’ 

AB 

ma  pel  teorema  III,- e trasponendo  A .B  ::  p'p’  come  pure  per  lo  stesso 

G D 

teorema  111,  e trasponendo  G . D ::  n ^ ; adunque  pel  corollario  XI 

y y 

de’  principi  A . B ::C  . D . 


Teorema  V.  — Poste  le  quattro  grandezze  omogenee  .4,  B,  C,  D, 
e divise  le  due  ultime  G,  D in  qualunque  numero  d’aliquote  simili. 

Posto  ancora,  che  la  prima  A contenga  tante  volte  le  suddette  ali- 
quote della  terza  G con  un  resto  minore  di  esse,  o senza,  quante  volte 
la  seconda  B contiene  le  aliquote  simili  della  quarta  D con  un  resto 
minore  di  esse,  o respettivamente  senza;  io  dico,  che  sussiste  questa 


proporzionalità  (1)  ~ = 


C 

D' 


Dimostrazione.  — T.  Significhi  n qualunque  numero,  ed  anche 

l’unità,  m rappresenti  qualsivoglia  numero,  ed  anche  l’unità,  e zero; 

dinotano  y,  ed  y„  le  respettive  aliquote  simili  di  G,  e di  D,  e in  fine  r. 

ed  r0  esprimano  i resti,  nulli,  o reali  appartenenti  respettivamente  ad  A, 

ed  a B ; sarà  sempre  per  le  supposizioni  del  teorema  A = my  + r , 

„ ^ , A , , . , my  + r 

B —my0  + r0,  V = ny,  D = ny0>  ed  =-  sara  la  stessa  proporzione  che  — — — , 

o my„  + ru 


Q jyu 

siccome  — sarà  la  stessa,  che 

D ny0 


Egli  è chiaro  pel  corollario  XXV  de’  principi,  che  quando  i resti  r, 


ed  r„  sono  nulli, 


cioè 


my 

my0 


è uguale  a 


cioè  ad 


ny 

ny0 


. Ma  quando 
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i suddetti  resti  sono  reali,  si  designi  con  G qualsivoglia  grandezza  omo- 
genea alla  A,  ed  — ==—  sarà  la  stessa  proporzione,  ohe  — r ® . 

B r my0  + r0 

II,  Ora  pel  corollario  XV1T.  de’  principi  — è maggiore  di  ~ , 

±>  JJ 

A + G , . , . . , my  + r + G 

ma  v,  e la  medesima  proporzione,  che  -- , e questa  è mag- 

mDo  + ro 


B 


giore  di — — , pel  corollario  XVIII  de’ principi,  perchè  concependo 

my0  + Vo 

l’aliquota  y minore  di  G (il  che  è possibile  pel  corollario  TU  de’  prin- 

. i my+r  + G , . 

cipi)  la  proporzione  — ha  maggior  antecedente,  e minor  conse- 

mì/o  + ro 

fi iy  _|_  y 

guente,  che  non  ha  la  proporzione  ^ ■ ; adunque  pel  corollario  VI 


cioè 


es- 


my0  + y0 

„ , , rT  A + Q , . my  + y 

del  teorema  II  — _ — e maggiore  di  — - — — . 

B myo  + Vo 

sendo  quest’ ultima  proporzione  eguale  pel  corollario  XXV  de’  principi 

A + G 


di  S»±$JL  ■ ed 
{m  + ,)  yB 


ad^- 

ny0 


è maggiore  di 


• . , cr 

cioè  a 

• £ 

D 


ne  siegue  pel  corollario  VI  del  teorema  II,  che 


B 


III.  Similmente  pel  corollario  XVII  de’  principi 


. . A + Q , 


B 


e minore 


j.  A A — G , . . . my+r—G  . , 

di  ^ , ma  — ^ e la  medesima  proporzione  che  - --  - , e.  questa  è 


my0  + r0 


fYltl 

minore  di  — — pel  corollario  XVIII  de’  principi  [poiché  concependosi  C 
my0 

maggiore  dell’aliquota  y,  tanto  più  la  stessa  G è maggiore  del  resto  r, 
il  quale  è minore  della  y,  di  modo  che  la  proporzione  — — — ha  mi- 


my0  + r„ 


• 7YI  | 1 

nor  antecedente,  e maggior  conseguente,  che  non  ha  la  proporzione | ; 

my0  j 

adunque  pel  corollario  VI  del  teorema  II  — ^ è minore  di  — — ; e sic- 


B 

come  pel  corollario  XXV  de’  principi  f>^~  è uguale  ad 


my0 


my0 


ny„  L 


. , CT 

cioè  a — 


A Q 0 

così  pel  detto  corollario  VI  del  teorema  II  — ^ - è minore  di  — • 

A+G  C 

IV.  Si  è provato  nel  secondo  punto,  che  ^ — è maggiore  di  e 
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A Q Q 

nel  terzo  punto  si  è provato,  che  — g — è minore  di  — ; ma  essendo  0 

A-\-Q 

una  grandezza  arbitraria  — in  virtù  del  corollario  XVII  de’  principi 

A 4 q 

denota  la  proporzione  w accresciuta  così  poco,  che  si  vorrà,  ed  — — 

-Li  JD 

A 

pel  medesimo  corollario  XVII  de’  principi  esprime  la  stessa  proporzione  -g 

A 

diminuita  così  poco,  che  si  vorrà;  adunque  la  proporzione  non  può 

Q 

crescere  senza  divenir  maggiore  della  proporzione  e la  medesima 

A C 

proporzione  g non  può  diminuire,  senza  divenir  minore  di  — , e conse- 

A C 

guentemente  per  l’assioma  VI  ^ è uguale  a -g  ; poiché  pel  teorema  IT  le 

proporzióni  sono  grandezze  tra  loro  omogenee, 

Corollario.  — La  proporzionalità  (1)  così  contrassegnata  nell’espo- 

A 0 

sizione  del  presente  teorema,  cioè  la  proporzione  ^-  = -=- , si  designi  con 

questa  espressione  ~y~~r  — ^ , che  gli  equivale,  per  quanto  si  è spie- 
gato nel  primo  punto  della  dimostrazione  di  questo  medesimo  teorema; 
, - r ny 

io  dico,  che  — = - • 

r0  ny„ 

Imperocché  pel  corollario  XXV  de’  principi  > e pe]  pre_ 

W, Vo  my0 

sente  teorema  • adunque  pel  corollario  XI  de’  prin- 

my0  + r©  ny0 

cipj  my  \ r = ~ e qUjn(ji  pei  corollario  XXVIII  de’  principi 

my0  + r0  my0 

my+r — my  my  „ . , , , 

= ; ma  per  1 assioma  V my  + r — my  e lo  stesso  che  r, 

my0  + r„  — my0  my0 

ed  myo+r0  — my0  è lo  stesso  ohe  r0;  adunque  ed  essendo  pel 

r„  my0 

corollario  XXVI  de’ principi  — ; ne  siegue  pel  corollario  XI 

m/y0  wy0 

, , ...  , r ny 

de  principi,  che  — = — — • 

r©  ny0 

Teorema  VI.  — Dinotino  p,  e q qualunque  numero,  ed  a,  e b due 
grandezze,  ohe  possono  essere  anche  non  omogenee,  io  dico,  che  sussiste 

questa  proporzionalità:  (1)  ^ • 
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Dimostrazione.  — Si  concepiscano  due  aliquote  simili  x,  e x0 
delle  respettive  grandezze  a,  e b,  talmente  che  designando  con  h qual- 
sivoglia numero  abbiasi  a=hx,  e b = hx0 ; si  surroghino  nella  proporzio- 
nalità (1)  in  vece  di  a,  e di  b questi  valori,  ed  essa  si  muterà  nell’infra- 

, vhx  vhx0  . , qh(x)  pq(x0) 

scritta,  che  gli  equivale  , = - , vale  a dire  in  questa  - = ' — ' ■ 

q/ix  qttXfj  rt)ib\X\  qfi/  \Xqì 

Esprimasi  con  G qualsivoglia  grandezza  omogenea  alla  a;  egli  è 

chiaro  che  è maggiore  di  — A nel  caso,  che  il  segno  doppio  + 

qh{xj  qh  {x0j 

significhi  +,  e che  la  stessa  è minore  di  nel  caso,  che 

6 qh(x)  qh{x0) 

il  segno  doppio  + significhi  — ; perchè  x,  ed  x0  sono  aliquote  simili 
de’  respettivi  conseguenti  qh{x),  e qh(xa),  e pel  corollario  III  de’  prin- 
cipe tra  le  aliquote,  rappresentate  dalla  x,  ve  ne  sono  delle  minori  di  G ; 
adunque  nel  primo  caso  qualche  aliquota  del  conseguente  qh(x)  è con- 
tenuta più  volte  nel  suo  antecedente  ph(x)  + G,  che  la  x0  aliquota  simile 
dell’altro  conseguente  qh(x0)  non  è contenuta  nel  suo  antecedente  ph(x0)‘, 
e nel  secondo  caso  qualche  aliquota  del  conseguente  qh{x)  è contenuta 
meno  volte  nel  suo  antecedente  ph(x)—G,  che  la  x0  aliquota  simile  del- 
l’altro conseguente  qh(x0)  non  è contenuta  nel  suo  antecedente  ph(x0); 

e per  conseguenza,  in  virtù  della  definizione  XIV,  ; cioè  ^ ~a ^ , 

è maggiore  di  ^\X°\ , cioè  di  , e in  virtù  della  definizione  XV 
qh  (x0)  qb 

ph(x)—G  . , pa—G  „ . ph(x0)  . „ «6 

i - — — — , cioè e minore  di  7-, — : , cioè  di  , • 

gài#)  <?<z  qn(Xo)  qb 

Si  consideri  ora,  che  a cagione  di  G quantità  arbitraria,  e in  vigore 

del  corollario  XVII  de’  principi  denota  la  proporzione  ^ accre- 

sciuta, ovvero  respettivamente  diminuita  così  poco,  che  si  vorrà;  adunque 
la  proporzione  ---  è tale,  ch’essa  non  può  crescere,  ovvero  diminuire, 

pb 

senza  divenir  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  ^ ; laonde, 

essendo  le  proporzioni  grandezze  tra  loro  omogenee  pel  teorema  II,  ri- 

mane  dimostrato  in  virtù  dell’assioma  VI,  che  — ■ è uguale  a , ■ Il  che 

qa  6 qb 

dovea  dimostrarsi. 
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Scolio,  — La  a,  ovvero  la  b possono  rappresentare  anche  l’unità, 
che  considerata  come  grandezza,  può  concepirsi  anch’essa  divisa  nelle 
sue  aliquote  da  esprimersi  con  x,  ovvero  con  x0. 


Corollario.  — Sia  qualunque  proporzionalità  A . B : :C  , D espressa 

secondo  la  definizione  XIV  in  questa  guisa  = ovvero  per 

ny  ny0 

,,  • ttttt  v my  r my0  r„ 

1 assioma  V IH  cosi  : ì — = 1 , sara  pel  presente  teorema 

ny  ny  ny0  ny0 

— — adunque  togliendo  grandezze  eguali  da  grandezze  eguali,  cioè 

ny  ny0 


da 


^ + ^-togliendo 
ny  ny 


my 

ny  ’ 


mya  r0 

e da  1 togliendo 

ny0  nyQ 


my„ 

ny„ 


resterà 


r _ ra 
ny  ny0 


Questo  corollario  potrà  esprimersi  così: 

Divisi  in  qualunque  numero  d’aliquote  simili  i conseguenti  respet- 

4 c 

tivi  B,  D delle  due  proporzioni  eguali  ^ , e tolte  quante  volte  si 


può  le  stesse  aliquote  dai  loro  respettivi  antecedenti  A,  e C,  il  resto, 
che  appartiene  all’antecedente  A sta  al  suo  conseguente  B,  come  il  resto 
che  appartiene  all’antecedente  C sta  al  suo  conseguente  D.  I termini 
C 

della  proporzione  — possono  essere  non  omogenei  a quelli  della  propor- 
A 


Teorema  VII.  — Poste  due  grandezze  A,  e B omogenee  tra  loro, 
e le  altre  due  grandezze  C,  e D omogenee  tra  loro,  e divise,  la  prima 
A,  e la  terza  C in  qualunque  numero  d’aliquote  simili: 

Posto  ancora,  che  la  seconda  B contenga  tante  volte  le  suddette 
aliquote  della  prima  A con  un  resto  minore  di  esse,  o senza,  quante 
volte  la  quarta  D contiene  le  aliquote  simili  della  terza  C con  un  resto 
minore  di  esse,  o respettivamente  senza; 


Io  dico,  che  sussiste  questa  proporzionalità 


A 

B 


C 

D’ 


Dimostrazione.  — I.  Denotando  con  n qualsivoglia  numero,  ed 
anche  l’unità,  e con  m qualsivoglia  numero,  ed  anche  l’unità,  e zero,  e 
rappresentando  con  y,  e y0  le  respetti  ve  aliquote  simili  di  A,  e di  C,  e 
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con  r,  e r0  i resti  (nulli  o reali),  che  appartengono  respettivamente  alla 

A 

B,  e alla  D;  si  avrà  A — ny,  B — my  + r • G — ny0 ; D=my0  + r0,  ed  -g 

sarà  la  medesima  proporzione,  che  — — — , siccome  ^ sarà  la  stessa  che 
^ r my  + r D 

ny 

? — . È manifesto  pel  teorema  VI,  che  quando  i resti  r,  e r„  sono 

niy0  + r0 

A YIV  C?  7VU 

nulli,  cioè  — - è uguale  a cioè  -----  ; ma  quando  i resti  sud- 

B |_  ™y  5 L H 

detti  sono  reali,  e si  denoti  con  H qualsivoglia  grandezza  omogenea  alla 

A,  ed  Tr  sarà  la  medesima  proporzione,  che  Vi}L  . 

B + H ^ y my  + r+-H 

II.  Si  concepisca  ora  l’aliquota  y minore  di  H (il  che  è possibile 

pel  corollario  III  de’  principi),  e si  rifletta,  che  pel  teorema  VI  si  à 

ny  ny0 
my  my0  ’ 


ma  pel  corollario  XIX  de’  principi  ^ ,,  è maggiore  di  --  ; perchè 

r my  + r—H  my’  r 

essendo  H maggiore  dell’aliquota  y,  tanto  più  è maggiore  del  resto  r, 
di  maniera  che  il  conseguente  my  + r — H è minore  dell’altro  conseguente 

my,  e per  lo  stesso  corollario  XIX  de’  principi  — — -----  è minore  di  ; 

Tìfiy o "1“  t0  o 

perchè  il  conseguente  my0-\-r0  è maggiore  dell’altro  conseguente  my0  ; 

adunque  pel  corollario  Vili  del  teorema  II  — — — — , cioè  - — ~ è 

my  + r—H  B—H 

,.  ny0  . . C 

maggiore  di  , cioè  di  -• 

my0  -f  io  li 

nu  7Ì/U 

III.  Similmente  si  ha  pel  teorema  VI — - = perchè  la 

my  + y my0  + y0’r 


prima  di  queste  due  proporzioni  è la  stessa  che 


(m+l)y 


e la  seconda  è la 


stessa  che 


{m+\)y„ 


; ma  pel  corollario  XIX  de’  principi 


my  + r + H 


minore  di  my++y  > perchè  H è maggiore  di  y,  di  modo  che  il  conseguente 

my  + r + H è maggiore  dell’altro  conseguente  my  + y,  e - n^° — è mag- 

my0  + fo 

nyQ 

giore  di 0 — , perchè  il  resto  r0  è minore  dell’  aliquota  y0,  cosicché 

my0  + Vo 

il  conseguente  my0  + r0  è minore  dell’altro  conseguente  my0  + y0\  adunque 
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pel  corollario  Vili  del  teorema  IT 

ny„  . . G 

cioè  di  -=r- 


my  A 

; — C10e  e minore  di 

my  + r+H  B + H 


my0  + r0 


D 


IV.  Ò provato  nel  secondo  punto,  che 


è maggiore  di 


C 

D' 


B—H 
A C 

nel  terzo  punto  ò provato,  che  ^ è minore  di  jr  , ma  essendo  H 

-O  + ti  U 

A A 

una  grandezza  arbitraria,  „ 7r  rappresenta  la  proporzione  — accre- 

A 

sciuta  così  poco,  che  si  vorrà,  ed  -==  per  lo  stesso  corollario  XIX  dei 

A 

principi  rappresenta  la  proporzione  diminuita  così  poco,  che  si  vorrà; 

A 

adunque  la  proporzione  non  può  crescere  senza  divenire  maggiore 
C A 

della  proporzione  e la  stessa  proporzione  ^ non  può  diminuire 

C 

senza  divenir  minore  della  proporzione  — ; e quindi  essendo  le  propor- 
zioni grandezze  tra  loro  omogenee  pel  II  teorema,  ne  segue  per  l’as- 
A C 

sioma  VI,  che  = v-  ■ Il  che  dovea  dimostrarsi. 
ri  U 

A A D D 

Teorema  Vili.  — Se  di  quattro  proporzioni,  v.  g • jf’  g ’ jg  ’ fi’ 

prima  e la  terza  hanno  un  medesimo  conseguente  B,  e la  seconda,  e la 
quarta  hanno  anch’esse  un  medesimo  conseguente  C:  e di  più  la  prima,  e la 
seconda  hanno  un  medesimo  antecedente  A,  e la  terza,  e la  quarta  hanno 
anch’esse  un  medesimo  antecedente  D;  io  dico,  che  la  prima  proporzione 
sta  alla  seconda,  come  la  terza  alla  quarta. 

Dee  provarsi  che  sussiste  questa  proporzionalità: 


(1) 


A A D D 
B ’C  "B  'C  ' 


Dimostrazione.  — Se  dividesi  D in  qualunque  numero  n d’aliquote 

, „ D nx  D nx  . , . 

z,  si  avra  D—nx ; = g-,  e ; onde  esprimendo  con  m la  quan- 

tità di  volte,  che  la  a;  è contenuta  in  A,  e con  R il  resto  nullo,  o reale, 
che  lascia  la  stessa  x tolta  da  A quante  volte  si  può,  sarà  A = mx  + R ; 

A mx  + R A mx  + r . , „ TTTIT  A mx  R 

, ed  cioè  per  1 assioma  Vili  ^ = +g,  ed 


B 


B 


4 — Tomo  I. 
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A mx  R . , ..RR  , 

— -g-  + , e le  dué  proporzioni  ^ , quando  sono  reali  (il  che  avviene 

qualunque  volta  R è reale)  saranno  minori  delle  respet.tive  proporzioni 

X X 

£ > gj-  pel  corollario  XVII  de’  principi.  Si  surroghino  pertanto  nella  pro- 
porzionalità (1)  da  provarsi  in  luogo  de’  suoi  quattro  termini  i loro  va- 
lori espressi  di  sopra,  e si  vedrà,  eh’ essa  è la  medesima,  che  la  se- 
guente : 

(2) 


mx  R mx  R nx  nx 

~B  + b'~c  + c::TT~c " 


La  quale  pel  teorema  V è sussistente,  poiché  pel  corollario  XXXIIT 

X X 

de’  principi  le  proporzioni  ^ » ed  ^ sono  aliquote  delle  respettive  pro- 


. . nx  . , D , nx  . . D 

porzioni  ; cioè  ^ - ed  ^ > cioè 


i • • R , A 

> WIV/VJ  J UVA  ^ 1 V/lOU  3 e le  proporzioni  > ed  ^ sono 


X X 

i resti,  che  lasciano  le  stesse  aliquote  ed  tolte  quante  volte  si  può 


, „ . mx  R 

dalle  proporzioni  + = 
b n 


. , A’ 

cioè  w 
n 


. mx  R 

ed  c+c 


cioè  — | conforme  chiara- 


mente apparisce  a chi  considera  la  cosa  con  mediocre  attenzione;  adun- 
que la  proporzionalità  (1),  che  equivale  alla  proporzionalità  (2)  sussiste 
anch’essa.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Teorema  IX.  — Due  proporzioni,  che  hanno  il  medesimo  antece- 
dente, sono  come  i loro  conseguenti  presi  con  ordine  inverso,  v.  g. 

— — --C  B 
B • C • 


Di  mostraz  ione  . 


Pel  teorema  Vili  ^ ^ ^ ^ ; ma  pel  corol- 

B (J  B L 


B C 

lario  VII  de’  principi  ^ ; adunque  pel  corollario  IX  de’  principi 

Jj  G 

A A C B C B 

B 'C  "b  B ’ ma  teorema  IH  • fi  -•C-B;  adunque  pel  corolla- 
A A 

rio  XI  de’  principi  ::  C.  B.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

*4  A 

Corollario  I.  — I.  Di  due  proporzioni  p ’ tv  ’ 1®  quali  hanno  il  me- 

b G 

desimo  antecedente,  quella  è maggiore,  che  ha  il  minor  conseguente,  e 
quella  è minore,  che  ha  il  maggior  conseguente. 
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II.  E la  maggiore,  ovvero  minore  di  due  proporzioni  ^ > che 

hanno  il  medesimo  antecedente,  ha  il  minore,  ovvero  respettivamente  il 
maggior  conseguente. 

Imperocché,  sussistendo  pel  teorema  presente  questa  proporziona- 
A A 

lità  p-  ’tt  ::  C . B,  ne  siegue  pel  corollario  X de’  principj,  che  se  C è mag- 


4 A 

giore,  o minore  di  B,  sarà  ^ maggiore,  ovvero  minore  di  ; e questa 

X)  (/ 


è la  pruova  della  prima  parte. 

^4 

Ne  segue  altresì  per  lo  stesso  corollario  X de’  principj,  che  se 
, . A 

e maggiore,  ovvero  minore  di  > la  C sarà  maggiore,  ovvero  respet- 

tivamente  minore  della  B;  e questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

La  prima  parte  di  questo  corollario  contiene  una  nuova  dimostra- 
zione del  corollario  XIX  de’  principj,  e conseguentemente  della  seconda 
parte  della  proposizione  Vili  del  V libro  d’Euclide. 

E la  seconda  parte  di  questo  corollario  contiene  una  nuova  dimo- 
strazione della  seconda  pare  del  corollario  XVI  de’  principj,  vale  a dire 
della  seconda  parte  della  proposizione  X del  V libro  d’Euclide. 


Corollario  II.  — Due  proporzioni  eguali  g ’ q'  che  hanno  un  me- 
desimo antecedente,  hanno  eguali  i conseguenti. 

Imperocché  avendosi  per  questo  teorema  la  seguente  proporziona- 


lità 


A A 
B ' C 


A A 

G . B,  ed  essendo  per  l’ ipotesi  — q 


sarà  altresì  pel  corol- 


lario X de’  principj  C =B. 

Questo  corollario  contiene  una  nuova  dimostrazione  della  seconda 
parte  del  corollario  XXI  de’  principj,  cioè  della  seconda  parte  della  pro- 
posizione IX  del  V libro  d’Euclide. 


Corollario  III,  — Siano  date  due  proporzioni  ^ > 77  • ohe  abbiano 

Jj  0 

uno  stesso  antecedente  A,  e assumasi  in  virtù  del  postulato  una  pro- 

G _ ^4 

porzione  ~ , che  sia  eguale  alla  prima  proporzione  data  ^ , e che  abbia 

A li 

A 

per  suo  antecedente  il  conseguente  G della  seconda  proporzione  data  n ; 
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Assumasi  ancora  una  quarta  proporzione  ^ ; che  abbia  per  suo  an- 

^4 

tecedente  il  conseguente  B della  prima  proporzione  data  > e per  suo 

Q 

conseguente  abbia  il  conseguente  X della  prima  proposizione  assunta  ; 

A 

io  dico,  che  la  seconda  proporzione  data  ^ è uguale  alla  seconda  pro- 


B 


porzione  assunta 


A A 


Imperocché  per  questo  teorema  ^■—■y.CB,  e pel  teorema  III 

li  (j 

C B 

-=•-=  ::  C-B ; adunque  pel  corollario  XI  dei  principi  sussiste  questa  prò- 

A A 

porzionalità:  (I)  ^ GB 


B G ' ‘ X X 


Ji 

Il  di  cui  primo  termine  ~ essendo  eguale  per  la  costruzione  al  suo 

C A 

terzo  termine  ne  segue  pel  corollario  XX  de’  principi,  che  anche  ~ 

A Lf 

B 

secondo  termine  di  essa  è uguale  al  di  lei  quarto  termine  ■ 


Scolio.  — È visibile,  che  in  questo  corollario  si  contiene  la 
maniera  di  trasformare  due  proporzioni  date,  che  abbiano  il  mede- 
simo antecedente,  in  due  altre  proporzioni  ad  esse  eguab,  che  ab- 
biano il  medesimo  conseguente,  in  modo,  che  gli  antecedenti  delle 
due  nuove  proporzioni  sieno  gl’istessi,  che  i conseguenti  delle  propor- 
zioni date,  ma  sieno  presi  con  ordine  inverso,  come  apparisce  dalla 
proporzionalità  (1). 


Corollario  IV.  — Sieno  le  quattro  grandezze  omogenee  A,  B,  C,  D; 
A A GB 


io  dico,  che 


B G D D 


A A 


Imperocché  per  questo  teorema  ::C.B,  e pel  teorema  III 

^.•^r-.-.G.B;  adunque  pel  corollario  XI  dei  principi 

JL)  i/  li  C i/  U 
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Corollario  V.  Sieno  parimente  le  quattro  grandezze  omogenee  A, 

d n n • A-  i GB  DI) 

B,  C,  D;  io  dico,  che 

G B 

Imperocché  pel  teorema  III  -j  --j  ::  G . B,  e per  questo  teorema 

::D.B ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  'jj  ' 

A G 

Corollario  VI.  — Se  „ sta  a , come  D sta  a B;  io  dico,  che  A 

B D 


è uguale  a C. 
Imperocché 


A G 
B D 


: . D . B per  questo  teorema,  e per  la  ipotesi 


AG  A A A G 

::  G . B ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  5-- ve  ::  v;  • vr , e 
B D B D B D 

A G 

conseguentemente  pel  corollario  XXI  de’  principi  '>  laonde  pel  me- 

desimo corollario  XXI  de’  principi  A =G. 

A A AG 

Corollario  VII.  — Se  si  ha  questa  proporzionalità  ■ y- ■ 

B 1)  B D 

io  dico,  ohe  A—C. 

AG  A A 

Imperocché  trasponendo,  si  avrà  g j): '■  ma  Pel  teorema  pre- 

A A AG 

sente  ^ : : D • B ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  ^ ^ : : D ■ B ; 

e quindi  pel  precedente  corollario  A=  G. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Poiché  per  l’ipotesi 

A A A A 4 C 

: 8ara  Pe^  corollario  XXI  de’  principi  ^ eguale  a ^ , e per 

lo  stesso  corollario  XXI  de’  principi  sarà  eziandio  A eguale  a C. 

A A 4 G 

Corollario  Vili.  — Se  si  ha  questa  proporzionalità ^ • — ; 

io  dico,  che  D è uguale  a G. 

A A 

Imperocché  si  avrà  pel  corollario  XXI  de’  principi  ^ eguale  ad  -y  , 
e quindi  pel  corollario  II  di  questo  teorema  D sarà  eguale  a G. 

Teorema  X.  — Poste  quattro  grandezze  A,  B,  G,  D,  le  due  prime 
delle  quali  sono  tra  loro  omogenee,  e le  due  ultime  sono  omogenee  tra 
loro.  Se  la  prima  sta  alla  seconda,  come  la  terza  alla  quarta,  starà  an- 
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AG 

cora  la  seconda  alla  prima,  come  la  quarta  alla  terza,  cioè  se  ^ > 

, B D 
anche  - — 

A C 

In  questo  teorema  si  dimostra  il  corollario  della  proposizione  IV  del 
V iibro  d’ Euclide. 

Prima  dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  A B ::C  D,  e pel  teorema  III 
AB  0 0 

^•-^::AB,  come  pure  — ::C  D , adunque  pel  corollario  XII  dei 

principi  ma  pd  corollario  VII  de’ principi  adunque 

pel  corollario  XXII  de’  principi  — : : ? • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Definizione.  — Questo  modo  d’argomentare,  dicesi,  convertendo. 
Seconda  dimostrazione.  — In  virtù  del  corollario  Vili  de’  principi 

abbiamo  questa  proporzionalità  ■ Porc'1®  pei  corollario  VII 

de’  principi,  il  primo  termine  di  essa  è uguale  al  terzo,  e per  l’ ipotosi 
il  suo  secondo  termine  è uguale  al  quarto;  ma  pel  teorema,  III  e tra- 
sponendo B ■ A : : ^ - -- , e D • C : : ^ • — ; adunque  pel  corollario  XII  de’ 
B B U D 

principi  A-A\\D-G.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Terza  dimostrazione.  — Secondo  la  definizione  X sia  B = ny,  D — ny0, 

A 

e sarà  A = my  + r,  e G = my0  + r0;  cosicché  la  proporzione  ^ sarà  la  stessa 

my  + r . C my0  + r„ 

che  — , e la  proporzione  — la  stessa  che  , come  pure  la 

ny  r r D ny0 

A C my  + r my0  + r0 

proporzionalità  sara  la  medesima  che  = : ma  pel 

ri  un  ny  nyo 


teorema  VII 


B D 

ny 


ny„ 


; adunque  ponendo  in  quest’ ultima  pro- 
ra?/ + r my„  + r„ 

porzionalità  B in  vece  della  sua  espressione  ny , A in  vece  della  sua 
espression  i my  + r,  D in  cambio  del  suo  valore  nyu,  e C in  cambio  del 

B D 

suo  valore  my0  + r,  si  vedrà  che  sussiste  la  proporzionalità  = • Il  che 

dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — Quando  in  virtù  del  postulato  si  assume  una  grandezza 
X A 

X tale,  che  abbiasi  p—g’  dee  prendersi  X quarta  proporzionale  dopo 
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B P 

B,  A e P;  mentre  sara  ^ , 


X A 
P~B  ' 


e trasponendo 


P_B 

X~X’ 


indi  convertendo 


Corollario  I.  — Sieno  F,  e G due  grandezze,  che  possono  essere 
anche  di  specie  diversa,  ed  L esprima  qualunque  numero;  io  dico,  che 
F G 
LF~~LG' 

LF  LG 

Imperocché  pel  corollario  XIII  de’  principi  ~^r=~g~'y  adunque  con- 


vertendo 


F 

LF 


G 

LG  ' 


Scolio.  — Quindi  risulta  l’infrascritto 


Teorema.  — Qualsivoglia  aliquota  al  suo  tutto  sta  come  l’aliquota 
simile  di  qualunque  altro  tutto  al  medesimo  suo  tutto: 

I due  tutti  possono  essere  tra  loro  non  omogenei. 


Dimostrazione.  — Chiamasi  A il  primo  tutto,  P qualsivoglia  sua 
aliquota,  ed  L il  numero  delle  volte,  che  essa  entra  in  A,  come  pure  si 
chiama  B l’altro  tutto,  e fi  la  sua  aliquota  simile;  sarà  per  tanto  A 
eguale  ad  LF,  e B eguale  ad  LG,  e pel  presente  corollario  sussisterà 
questa  proporzionalità  F LF  ..G  LG,  ma  pel  corollario  IX  de’ principj 
la  medesima  proporzionalità  rimane  illesa,  se  in  essa  si  pone  A in 
cambio  di  LF,  e B in  vece  di  LG ; adunque  si  ha  F A : .G-B.  Il  che 
dovea  dimostrarsi. 


Corollario  II.  — Sieno  le  quattro  proporzioni  ^,^,77,77  tali, 

A F Lf  (jr 

che  la  prima  di  esse  sia  eguale  alle  terza,  e la  seconda  alla  quarta  ; io 

g Z) 

dico,  che  à luogo  questa  proporzionalità  . _=  ~ • 

A tj  C +(7 

Imperocché  per  l’ipotesi,  e convertendo  si  avrà  ^ ^ , ed  ^ ^ ; 

A.~^~F  G^G 

adunque  pel  corollario  XIII  del  teorema  II  sarà  ~ ■ = - ~ , e di 


nuovo  convertendo 


B 


D 


A±F  C±G 

Quando  il  segno  dubbioso  è negativo,  F è minore  di  A,  e G di  C. 
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Teorema.  XI.  — Poste  quattro  grandezze  omogenee  A,  B,  C,  D. 
Se  la  prima  sta  alla  seconda,  come  la  terza  alla  quarta,  starà  anche  la 

A.  C 

prima  alla  terza,  come  la  seconda  alla  quarta,  cioè,  se  g=2j’  sarà  anche 

A B 
C~D' 

In  questo  teorema  si  dimostra  la  proposizione  XVI  dc*l  V libro 
d’ Euclide. 

A A 

Prima  dimostrazione.  — Si  ha  pel  teorema  IX  ^?^::G-B,e 

li  G 

C B 

pel  teorema  III  — ■—::CB;  adunque  pel  corollario  XT  de’  principj 
A A GB  A G 

"d'Ty  ma  Per  l’ipotesi  -==-=;  adunque  pel  corollario  XXI  dei 

li  Lf  JJ  1)  B U 

A B 

principi  (T=q'  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Definizione  XVIII.  — Questo  modo  d’argomentare,  dicesi  per- 
mutando, e anche  da  molti  alternando. 

Seconda  dimostrazione.  — Pel  corollario  Vili  de’  principj  sussiste  questa 
AG  C G 

proporzionalità  ' fì  '■ : j)  ' p 1 mentre  il  secondo  termine  di  essa  è uguale 

al  quarto,  essendo  il  medesimo,  e il  suo  primo  termine  per  l’ipotesi  è 

4 Q 

uguale  al  terzo,  ma  pel  teorema  III,  e trasponendo  A e pel 

G li 

G C 

teorema  IX  B . D ::  ^ ; adunque  pel  corollario  XII  de’  principj 

A . G : : B . D.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Terza  dimostrazione.  — In  conformità  della  definizione  XI  sia  B =ny, 
D = ny0,  e sarà  A=my  + r,  e C=my0+rv;  di  modo  che  la  proporzionalità 

data  Yì~Y)  prenderà  questo  aspetto  > ma  Pel  teorema  V 

sussiste  questa  proporzionalità  m^+r  adunque  ponendo  *4  in 

my0  + ru  ny„ 

luogo  del  suo  valore  my  + r , C in  luogo  del  suo  valore  my0  + r0 , B in  vece 
della  sua  espressione  ny,  e D in  vece  della  espressione  ny0,  si  vede  es- 
sere ^ . Il  che  dovea  dimostrarsi. 

G JL) 
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Corollario  I.  — Se  si  à questa  proporzionalità 


A 

B 


C 
D ’ 


e il  primo 


antecedente  A è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  del  secondo  antece- 
dente C;  anche  il  primo  conseguente  B è uguale,  ovvero  respetti vamente 
maggiore,  o minore  del  secondo  conseguente  D. 

A B 

Imperocché  permutando  sarà  g—j)’  ma  Per  l’ipotesi,  il  primo  an- 
tecedente A di  questa  nuova  proporzionalità  è uguale,  ovvero  maggiore, 
o minore  del  primo  conseguente  G di  essa;  adunque  pel  corollario  Xde’ 
principi,  anche  il  di  lei  secondo  antecedente  B è uguale,  ovvero  respet- 
tivamente  maggiore,  o minore  del  suo  conseguente  D.  In  questo  corol- 
lario si  dimostra  la  proposizione  XTV  del  V libro  d’ Euclide. 


Corollario  II.  — Rappresenti  L qualsivoglia  numero,  ed  F,  e G 
esprimano  due  grandezze  tra  loro  omogenee;  in  dico,  che  LF  . LG  : : F . G. 

Imperocché  pel  corollario  X1TT  de’  principi  LF  . F : : LG  . G;  adunque 
permutando  LF  . LG  : : F . G. 

Questo  corollario  contiene  la  proposizione  XV  del  V libro  d’ Euclide. 


Teorema  XIT.  — Posto  un  ordine  di  quante  grandezze  si  vogliono 
A , B ,G  , D,  ec.  purché  sieno  omogenee  tra  loro,  e un  altr’ordine  di 
altrettante  grandezze  F , G , H , 1 , ec.  parimente  omogenee  tra  loro,  e tali 
che  la  prima  A del  primo  ordine  stia  alla  seconda  B , come  la  prima  F 
del  secondo  ordine  sta  alla  sua  seconda  G,  e la  seconda  B del  prim’ or- 
dine stia  alla  sua  terza  C,  come  la  seconda  G del  second’ ordine  sta  alla 
sua  terza  H,  e la  terza  C del  prim’ ordine  stia  alla  sua  quarta  D.  come 
la  terza  H del  second’ ordine  sta  alla  sua  quarta  / , e così  sempre,  ec. 

Io  dico,  che  la  prima  A del  prim’ ordine  sta  alla  sua  ultima  D,  come 
la  prima  F del  second 'ordine  sta  alla  sua  ultima  I. 

Questo  teorema  dimostra  la  proposizione  XXII  del  V libro  d’ Eu- 
clide. 

Prima  dimostrazione.  — I.  Il  corollario  Vili  de’  principj  fa  cono- 
scere sussistente  questa  proporzionalità: 


(1) 


AG  F H 

b'b::g'g‘ 


B G 

Imperocché  avendosi  per  l’ ipotesi  , 

( J Li 


si  ha  convertendo  ^ ^ ; 

L>  G 


cioè  il  secondo  termine  della  proporzionalità  (1)  eguale  al  quarto;  e di 
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più  si  ha  per  l’ipotesi  il  primo  termine  della  medesima  proporzionalità  (1) 

A F 

cioè  -p  , eguale  al  terzo  termine,  cioè  ad  — • 

Ì5  Cr 

Ciò  posto  si  consideri,  che  in  virtù  del  teorema  IH,  e trasponendo 

4 (7  F H 

si  hanno  le  due  seguenti  proporzionalità  A . G : : ^ , ed  F . H : : — • — : 

ti  ti  Or  Or 

adunque  pel  corollario  Xll  de’  principi,  A .C  : : F . H,  cioè  la  prima  A 
del  prim’ordine  sta  alla  sua  terza  G,  come  la  prima  F del  second’ ordine 
sta  alla  sua  terza  H. 

II.  Per  provare,  che  la  prima  A del  prim’ordine  sta  alla  sua  quarta 
D,  come  la  prima  F del  second’ ordine  alla  sua  quarta  I,  riflettasi,  che 
essendosi  dimostrato  nel  primo  punto  la  A stare  alla  sua  terza  G,  come 
la  F alla  sua  terza  H,  può  immaginarsi,  che  la  A sia  prima , la  H se- 
conda, e la  / terza  nel  second’ ordine,  di  manierachè  raziocinando,  come 
si  è fatto  nel  primo  punto,  si  proverà  del  pari,  che  A . D : : F . I. 

III.  E similmente  si  procederà,  quando  ciascun’ ordine  di  grandezze 
ne  comprende  più  di  quattro,  passando  gradatamente  dal  caso  delle 
quattro  grandezze  al  caso  delle  cinque,  dal  caso  delle  cinque  al  caso 
delle  sei,  e così  sempre,  ecc.  e riducendo  in  tal  guisa  il  caso  più  com- 
posto al  caso  più  semplice  delle  tre  grandezze.  Adunque  il  teorema  è ge- 
neralmente vero. 


Definizione  XIX.  — Questo  modo  d’argomentare  dicesi  per  V egua- 
lità ordinata. 

Seconda  dimostrazione.  — l.  Per  l’ipotesi  abbiamo  A . B . : F . G,  e 
AB  F G 

pel  teorema  III  — A.  B,  come  pure  -=  • : : F . G;  adunque  pel  co- 

OC  UH 

11-vrrj)  ...AB  F G ..  , • di  J. 

rollano  XI!  de  principi  ' Ti  u > ma  11  sec|}nd°  termine  di  questa 

CO  H ti  C 


G 

proporzionalità  è uguale  per  l’ipotesi  al  quarto  termine  — ; adunque  pel 

ri . 


corollario  XXI  de’  principi,  il  primo  termine 
cioè  A . G : : F . H. 


A 

G 


è uguale 


al  terzo 


F 

H 


IL  Allorché  ciascun’ ordine  di  grandezze  ne  comprende  più  di  tre, 
si  osservi  ciò  che  si  è prescritto  ne’  punti  secondo,  e terzo  della  prima 
dimostrazione,  e nello  stesso  modo  si  vedrà,  che  il  teorema  è vero  ge- 
neralmente. 

Terza  dimostrazione.  — T.  Facciasi  un  ordine  di  tante  proporzioni, 
quante  sono  le  grandezze  del  prim’ordine  meno  una,  e tutte  queste  prò- 
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porzioni  abbiano  per  comune  antecedente  la  prima  grandezza  A del  pri- 
m’ ordine,  ma  il  conseguente  della  prima  proporzione  sia  l’ ultima  gran- 
dezza del  prim’ ordine;  il  conseguente  della  seconda  proporzione  aia  la 
penultima  grandezza  del  prim’ ordine,  e così  sempre,  finché  si  giunga  al- 
l’ultima proporzione,  che  avrà  per  suo  conseguente  la  seconda  gran- 
dezza del  prim’  ordine  : v.  g.  nel  nostro  caso,  che  è di  quattro  grandezze 


A A A 

il  prim’ ordine  di  proporzioni  sarà  questo:  p ! ^ ' 


II.  Facciasi  con  le  grandezze  del  second’ ordine  un  ordine  secondo 
di  proporzioni  in  un  modo  simile  a quello,  che  si  è tenuto  nel  formare 
il  prim’otdine  di  proporzioni,  e nel  caso  nostro,  il  second’ordine  di  pro- 

F F F . . 

porzioni  sarà  il  seguente  — , — > si  dispongono  poscia  i due  ordini  di 

J H Ir 


proporzioni  così: 


A A A 
1)  ' C ' B 


F F F 
IH  6 


HI.  Ora  si  ha  per  l’ipotesi  B.C  ::0  . H,  e pel  teorema  IX 


A A 


F F 


B • : B . G,  come  pure  — :.G  .H ; 


4 A.  F F 

adunque  pel  corollario  Xll  de’  principi  si  avrò  n ' d : : rr  ‘ 7T  > ma  si  ha 

O -O  tl  (jr 

*» 

A 

per  l’ipotesi  y-  secondo  termine  di  quest’ ultima  proporzionalità  eguale 
F 

ad  jy  quarto  termine  di  essa,  adunque  pel  corollario  XX  f de’  principi 

Gr 

. , A F 

si  vede  essere  — = ™ ■ 

B n 


A A 

IV.  Di  nuovo;  per  l’ipotesi  C . D : : H . /,  e pel  teorema  IX  — ■ : : C . D, 

JJ  (j 

F F A A F F 

ed  -=-•  = :://./;  adunque  pel  corollario  XII  de’  prineipj  — • - : : y • -T ; 
IH  D G 1 H 


ma  si  è provato  nel  terzo  punto,  che 
4 F 

de’  principi  ^ = y 


A F 

G=H 


; adunque  pel  corollario  XXI 


V.  È manifesto  che  procedendo  col  medesimo  metodo  si  proverà 
lo  stesso  in  qualunque  numero  di  grandezze,  che  formano  i due  ordini 


60 


TEORIA  GENERALE 


A, B,  C,  D,  ec.  ed  F , H,  I,  G,  ec.  adunque  la  dimostrazione  è ge- 
nerale. 


Corollario  I.  — Dinotino  p,  e q,  qualsivoglia  numero,  ed  A,  eC 
due  grandezze,  le  quali  non  è punto  necessario,  che  sieno  omogenee 

pA  pG 
qA  ~~  qC  ‘ 

Imperocché  facendo  due  ordini  di  grandezze,  cioè  pA,  A,  qA  da 
una  parte,  pC,  G,  qC  dall’altra,  si  avrà  pel  corollario  XIII  de’  prin- 


tra  loro;  io  dico,  che 


. . pA  pG 


qC 


cipj  ^ -,  e si  avrà  eziandio  pel  corollario  del  teorema  X A = G ’ 

adunque  per  l’egualità  ordinata,  pA,  prima  del  prim’ordine  sta  alla  sua 
ultima  qA,  come  pG  prima  del  second’ordine  sta  alla  sua  ultima  qC. 
Questo  corollario  contiene  una  dimostrazione  positiva  del  teorema  VI. 

A G 

Corollario  II.  — Abbiasi  questa  proporzionalità  -g=^,  i due  primi 
termini  della  quale  sono  tra  loro  omogenei,  e i due  ultimi  sono  omo- 
genei tra  loro,  e p significhi  qualunque  numero;  io  dico  che  ~ . 

ti  D 

Imperocché,  se  si  concepiscono  due  ordini  di  grandezze,  cioè  pA , A, 

1)A  7)(J 

B da  una  parte,  e pG,  G,  D dall’altra,  sarà  = - pel  corollario  XIII 

A 0 

A C 

de’  principi,  ed  è per  l’ipotesi  jj  = ^ ; adunque  per  l’ egualità  ordinata, 

pA  prima  del  prim’ordine  è alla  sua  ultima  B,  come  pG,  prima  de' 
second’ ordine,  è alla  sua  ultima  D. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario,  indipendente  dal  teorema. 

A G 

Per  la  supposizione,  le  proporzioni  , e — sono  eguali,  e pel  corol- 


lario XXXITI  de’  principi 


G 


B 


e — sono  aliquote  simili  delle  propor- 


pA  pO 

zioni  respettive  ^ , e ^ ; adunque  per  la  prima  parte  del  corollario  IV 
del  teorema  II  ^ è uguale  a ^ . 


Scolio.  — Questa  seconda  dimostrazione  contiene  una  nuova  dimo- 
strazione del  corollario  XIII  de’  principi,  perché  la  proporzione  d’e- 

F G 

gualità  — è uguale  alla  proporzione  d’egualità  ^ pel  corollario  VII  dei 

P (jT 
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principi  ed  w , e ^ sono  aliquote  simili  delle  due  respettive  propor- 

£ (jT 

. . LF  , LO 

zioni  -y  , ed  . 


Corollario  III.  — Sia,  come  nel  precedente  corollario,  qualsi- 
voglia proporzionalità  A . A : : C . D,  e p,  e q rappresentino  qualsivoglia 
numero;  io  dico,  che  pA  . qB  : : pC  . qD\ 

Imperocché  pel  corollario  precedente  si  ha  p A .fi  : : pC  . D,  e pel 
corollario  del  teorema  X B . qB  ::  pC  -,  qD.)  adunque  per  l’egualità  or- 
dinata pA  . qB  ::  pC  . qD. 

In  questo  corollario  si  dimostra  la  proporzione  IV  del  V libro 
d’ Euclide. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario. — Pel  precedente  corollario 
si  ha-^=^,  e convertendo  ^ = pG''  a^unclue  di  nuovo  pel  precedente 


B 


corollario  si  avrà  e nuovamente  convertendo  ,K}  = ^ . 

pA  pC  qB  qD 


Scolto.  — Questa  seconda  dimostrazione  può  essere  indipendente 
dal  teorema:  perchè  essa  dipende  dal  corollario  II,  la  seconda  delle 
dimostrazioni  del  quale  è indipendente  dal  teorema. 

Altro  scolio.  — È anche  vera  la  proposizione  conversa  del  presente 
corollario,  cioè  che  se  sussiste  questa  proporzionalità: 

( 1 ) pA  . qB  : :pO  . qD . 

Sarà  sussistente  quest’ altra  ancora: 

(2)  A . B : :C  . D. 

Imperocché,  se  la  A per  impossibile  non  è alla  B,  come  la  C alla  D, 
può  sempre  concepirsi  pel  postulato  la  grandezza  S tale,  che  sia: 

(3)  A . B ::C  . S. 

Adunque  pel  corollario  presente  sarà: 

(4)  pA  . qB  : : pC  . qS. 

E pel  teorema  I il  quarto  termine  qS  della  proporzionalità  (4)  sarà 
eguale  al  quarto  termine  qD  della  proporzionalità  ( 1 ) ; laonde  per  l’as- 
sioma  III  essendo  qS  = qD,  sarà  eziandio  S eguale  a D,  e quindi  po- 
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nendo  D in  luogo  di  S nella  proporzionalità  (3),  ne  risulterà  la  propor- 
zionalità (2)  pel  corollario  IX  dei  principj.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

A C 

Corollario  IV. — Sia  qualunque  proporzionalità  ^ = e sieno  gli 

antecedenti  A,  e G maggiori  de’  loro  respettivi  conseguenti,  io  dico, 
che  sussisterà  questa  proporzionalità: 

A±B  G±D 

(!)  A^B~C^D' 

Imperocché  pel  corollario  XII  del  teorema  II  si  A +B  . B ::  O+D  . D, 
e per  lo  stesso  corollario  si  ha  eziandio  A+B  . B : : C-^D  . D,  ovvero  con- 
vertendo B AA-B  : :D  . C+Z);  adunque  per  l’egualità  ordinata 

A±B_C±D 

A-y.B~C.uD  ' 

Scolio.  — Si  noti,  che  se  ne’  segni  doppj  + , ovvero  + di  uno 
de’  termini  della  proporzionalità  (1)  si  prende  il  segno  superiore,  dee 
prendersi  in  tutti  gli  altri  termini  di  essa  il  segno  superiore;  e all’in- 
contro, se  ne’  segni  doppj  di  uno  de’  termini  della  medesima  propor- 
zionalità (l)  si  fa  valere  il  segno  inferiore,  dovrà  farsi  valere  in  tutti 
gli  altri  termini  di  essa  il  segno  inferiore. 

Altro  Scolio.  — Per  mezzo  del  teorema  presente  si  dimostrano 
gl’  infrascritti  teoremi. 


Teorema  Primo.  — Abbiasi  questa  proporzionalità: 

(1)  M . A ::N  . B 

I due  primi  termini  della  quale  possono  essere  non  omogenei  ai 
due  ultimi.  Sia  F qualsivoglia  aliquota  di  A,  e G l’aliquota  simile  di  B. 
Io  dico,  che  à luogo  quest’ altra  proporzionalità: 

M . F : : N . G. 


M N 

Dimostrazione.  — Si  ha  per  l’ipotesi  ^ =^-  ; ma  per  lo  scolio  an- 

-1  B 

nesso  al  corollario  XIII  de’  principj  si  ha  altresì  ^=77;  adunque  per 

r G 

M N 

l’egualità  ordinata  =-  = 77.  11  che  dovea  dimostrarsi. 

_T  (r 
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Teorema  Secondo.  — Abbiasi  la  proporzionalità  (1)  come  sopra, 
e sia  I qualsivoglia  aliquota  di  M,  e K l’aliquota  simile  di  N;  iodico, 
che  ha  luogo  quest’ altra  proporzionalità: 

I . A ::  K , B. 


Dimostrazione. 


Per  lo  scolio  annesso  al  corollario  del  teorema  X 


I K . M N 

abbiamo  — ma  81  suppone  = ^ i adunque  per  l egualità  orai- 
I K 

nata  -r  = „ • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

A B 


Teorema  Terzo.  — Abbiasi  come  nel  primo  di  quesi  tre  teoremi  la 
proporzionalità  (1),  e rimanga  alle  lettere  F , ed  I,  come  pure  alle  let- 
tere G,  e K il  loro  significato  espresso  nei  due  primi  teoremi  di  questo 
scolio;  io  dico,  che  ha  luogo  quest’altra  proporzionalità: 

I .F-.K  G. 


Dimostrazione.  — Per  lo  scolio  annesso  al  corollario  del  teorema  X 

. , / R . M N . 

si  ha  — > e Per  la  supposizione  ^ ^ ; ma  per  lo  scolio  annesso  al 

A B 

corollario  XIII  de’  principi  %-=-■■,  adunque  per  V egualità  ordinata 

r Gr 

I K 

= ■ Il  che  dovea  dimostrarsi. 

r Or 


Teorema  XIII.  — Sieno  da  una  parte  quante  grandezze  si  vogliano, 
purché  sieno  omogenee  tra  loro,  v.  g.  .4,  B,  C,  D,  ed  altrettante  dall’altra 
parte,  v.  g.  H,  I,  K,  L}  anch’esse  omogenee  tra  loro,  e tali,  che  la  A 
prima  della  prima  serie  stia  alla  sua  seconda  B,  come  la  K penultima 
della  seconda  serie  sta  alla  sua  ultima  L,  e la  B seconda  della  prima 
serie  stia  alla  sua  terza  C,  come  la  / antepenultima  della  seconda  serie 
sta  alla  sua  penultima  K,  e la  C,  terza  della  prima  serie,  stia  alla  sua 
quarta  D,  come  la  H,  che  precede  V antepenultima  della  seconda  serie, 
sta  alla  sua  antepenultima  I,  e così  sempre  con  ordine  inverso,  ec. 

Io  dico,  che  la  prima  A della  prima  serie  sta  alla  sua  ultima  D,  come 
la  H prima  della  seconda  serie  sta  alla  sua  ultima  L. 

Questo  teorema  dimostra  la  proposizione  XXIII  del  V libro  di 
Euclide. 
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Prima  dimostrazione.  — I.  Il  corollario  Vili  de’  principi  mostra  la 
sussistenza  di  questa  proporzionalità: 


(1) 


A 

B 


C K K 

B "Li' 


j C K 

Imperocché  essendo  per  l’ipotesi  -^  = — , cioè  convertendo  , 

C A ij  L 


il  secondo  termine  della  proporzionalità  (1)  è uguale  al  quarto  termine, 

A 

e di  più  il  suo  primo  termine  y è anch’egli  eguale  per  l’ipotesi  al  terzo 


termine  ■=• , ma  pel  teorema  III,  e trasponendo  A 


G 


A G 
B B '■ 


e pel  teo- 


rema IX  I . L ::  j-  ::  y adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  A . C : : I.  L, 

cioè  la  prima  A della  prima  serie  sta  alla  sua  terza  C,  come  Y antepe- 
nultima I della  seconda  serie  sta  alla  sua  ultima  L. 

II.  Riflettendo,  che  pel  punto  precedente  la  A è alla  C,  come  la  I 
alla  L,  si  vedrà,  che  possono  considerarsi  la  A come  prima,  la  C come 
seconda,  e la  D come  terza  nella  prima  serie,  e che  possono  considerarsi 
ancora  la  L come  ultima,  la  I come  penultima,  e la  H come  antepenul- 
tima della  seconda  serie,  e si  vedrà  altresì,  che  cogl’istessi  raziocini  im- 
piegati nel  primo  punto  si  proverà  similmente  che  A . D ::  H . L. 

III.  Se  le  due  serie  costano  di  cinque  grandezze  per  ciascuna,  si  pro- 
cederà come  si  è fatto  nel  secondo  punto,  cioè  la  quarta  grandezza  della 
prima  serie  verrà  considerata  come  seconda,  e la  quinta  come  terza;  la 
grandezza  poi,  che  precede  V antepenultima  nella  seconda  serie,  verrà  con- 
siderata come  penultima,  e la  grandezza,  che  sta  avanti  a quella,  che  pre- 
cede V antepenultima,  sarà  considerata  come  antepenultima. 

Il  simile  si  farà  ne’  casi,  che  le  due  serie  sieno  costituite  da  più  di 
cinque  grandezze,  cioè  si  passerà  gradatamente  dal  caso  delle  cinque  al 
caso  delle  sei;  dal  caso  delle  sei  al  caso  delle  sette,  e così  sempre,  ecc. 
con  ridurre  i casi  più  composti  al  caso  più  semplice  delle  tre  grandezze. 
Adunque  il  teorema  generalmente  è vero. 


Definizione  XX.  — Questo  modo  d’argomentare  dicesi  per  V egua- 
lità perturbata. 

Seconda  dimostrazione.  — I.  Si  à per  l’ ipotesi  A . B : : K . L,  e pel 


teorema  III  *S-~':A.B,  si  à altresì  pel  teorema  IX  yl 

(j  G Ld 


K.L; 
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Io  dico,  che  il  prodotto  della  proporzione  data  ^ per  l’altra  pro- 
F A F 

porzione  data  ^ , cioè  ^ X ~jj  • ® uguale  a ciascuna  delle  proporzioni  se- 

X F S A 
guenti:  jj>  T’ B’  T' 


Dimostrazione. 


Per  le  definizioni  XXI.  e XXI  si  à: 


(1) 


Z A F A F 

z'b::h'bxh' 


Pel  corollario  I del  teorema  IV. 

''  ’ F F X H 

Pel  corollario  V del  teorema  IX. 

m I B.  I 

()  Y'Y'H'Y' 


Pel  corollario  V del  teorema  TX. 


(4) 


B A S 8 
B B "'A  B 


Pel  corollario  IV  del  teorema  IX. 


(5) 


A A B A 
A B ' : T’  T 


Si  consideri  ora,  che  i primi  termini  di  ciascuna  delle  cinque  pro- 
porzionalità (1),  (2),  (3),  (4)  e (5)  sono  tra  loro  eguali  pel  corollario  VII 
de’  principj,  e i secondi,  e terzi  termini  di  ciascuna  di  esse,  sono  eguali 
tra  loro  per  la  costruzione,  o sono  comuni;  adunque  pel  teorema  I i 
quarti  termini  delle  medesime  proporzionalità  sono  tra  loro  eguali,  cioè 
A F 

il  prodotto  n"  X ^ è uguale  a ciascuna  delle  quattro  proporzioni  seguenti 
li  ri 


x 

H 


F S 
Y ’ B 


A 

T 


TI  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — Che  contiene  quattro  maniere  di  ìnoltiplicare  qualunque 
proporzione,  per  qualsivoglia  altra  proporzione  — È visibile,  che  da 
questo  teorema  nascono  quattro  maniere  di  moltiplicare  qualunque  prò- 


6 — Tomo  I. 
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A F 

porzione  g per  qualunque  altra  proporzione  — , poiché  pel  postulato 

possono  sempre  assumersi  le  due  grandezze  X , Y tali,  che  abbiasi 

^ ^ , ed  y = ~ , come  pure  due  altre  grandezze  8 , Totali  che  abbiasi 

S_F  B_F 
A H’  6 T~  H 

Corollario.  — I Confrontando  insieme  le  due  proporzionalità  (1), 
e (2),  si  proverà  con  un  modo  consimile  a quello,  che  si  è tenuto  nella 

X A F X 

dimostrazione  del  teorema,  che  se  ^ è uguale  ad  -^x  anche  — sarà 

H B U F 

uguale  ad  ~ 

II.  Come  pure  paragonando  le  due  proporzionalità  (2),  e (3),  si  pro- 

F A F X 

verà  nella  stessa  guisa,  che  se  ^ è uguale  ad  g x^,  anche  ^ sarà 
eguale  ad  ~ ■ 

III.  Similmente  mediante  la  comparazione  delle  due  proporzionalità 

S A F S 

(1)  e (4)  si  mostrerà,  che  se  è uguale  ad  v;  X ^ , anche  -j-sarà  eguale 

li  ri  H A 

A F 

ad  H- 

IV.  E in  fine  il  confronto  delle  due  proporzionalità  (1),  e (5)  som- 

A 

ministrerà  una  simigliante  maniera  di  dimostrare,  che  se  ^ è uguale  ad 

A F , B F 

~ X anche  = sara  eguale  ad  -=• 

ani  a 

A F 

Teorema  XXI.  — Dinotino  g,  ed  g due  proporzioni  in  generale, 
come  ne’  due  teoremi  precedenti; 

4 B A F 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  se  è uguale  ad  -=  il  prodotto  „ X 77 

Ì5  Jf  H H 


è uguale  ad  ^ ; 

A F A 

Io  dico  in  seoondo  luogo,  che  se  il  prodotto  ^ X 3 e uguale  ad  -7,  la 

H H A 

proporzione  ~ è uguale  alla  proporzione  ^ • 
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A H 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  l’ipotesi  ^ = -=  ; adunque 

JD  £ 

convertendo  % = ^ • 

A H 

Ciò  posto,  si  rifletta,  che  pel  corollario  I del  teorema  IV  sussiste 
questa  proporzionalità: 

(1) 


B A _ B A 
BB‘:A'A' 


In  oltre  per  le  definizioni  XXI  e XXII  si  ha  quest’ altra  proporzio- 
nalità: 

(2) 

K 1 Z B " H B * H 

Tale,  che  il  primo  termine  di  essa  è uguale  al  primo  termine  della 
proporzionalità  (1)  pel  corollario  VII  de’  principi,  e il  suo  terzo  termine 
F B 

-g.  si  è già  provato  eguale  al  terzo  termine  -j  della  proporzionalità  (1); 

adunque  pel  teorema  I,  anche  i quarti  termini  di  queste  due  propor- 

A F 4 . . 

zionalità  sono  eguali,  cioè  p x Jj  = a'  H °ke  dovea dimostrarsi  in  primo 

luogo. 

A F 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Ma  se  si  suppone  g-Xg 

A 

quarto  termine  della  proporzionalità  (2)  eguale  ad  -j  quarto  termine 

della  proporzionalità  (1),  allora  in  vigore  dello  stesso  teorema  I saranno 

F B 

eguali  i terzi  termini  di  queste  due  proporzionalità,  cioè  sara  g = g , e 

trasponendo,  indi  convertendo  ~ sarà  eguale  ad  g • 

Il  che  dovea  in  secondo  luogo  dimostrarsi. 

Teorema  XXII.  — Se  tra  due  grandezze  omogenee  A ,G  si  frappongano 
quante,  e quali  grandezze  si  vogliano,  v.  g.  Y , Z ,T  (purché  sieno  ad 

A 

esse  omogenee);  io  dico,  che  la  proporzione  g è il  prodotto  delle  pro- 

A A Y Z T 

porzioni  intermedie,  cioè,  che  g è uguale  ad  ^X^- 

Dimostrazione.  — Pel  corollario  1 del  teorema  IV,  si  à 
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A A Y 

adunque  per  le  definizioni  XXI  e XXTI  si  ha  ancora  7=-  X v X ~ • 

Zi  I Zi 

Similmente  ^ ^ ~ -p]  adunque  per  le  stesse  definizioni 

A_A  Z 

rp  y ^ rp  ’ 

Pongasi  ora  in  luogo  di  ^ la  sua  espressione  equivalente  ~ x ^ , 

. , , ' A A Y Z 

e si  vedrà  essere  p = ^ x ^ X 

TATA  A A T 

Si  ha  parimente  y ‘ y> : £T  ' gr  < e in  conseguenza  Q—jp  , ma 

si  è veduto  essere  ^ eguale  ad  ^ X ^ X ~ ; adunque  sostituendo  in 

i 1 Zi  1 

A A 

cambio  di  ~ questa  sua  espressione,  ne  siegue,  che  è uguale  ad 

A Y_  Z T^ 
y * z * t * c 

Or  siccome  è manifesto,  che  questo  modo  di  dimostrare  si  estende 
a quante,  e quali  grandezze  omogenee  si  vorranno  frapporre  tra  le  due 
A,  e C,  così  il  teorema  è generalmente  vero. 


Definizione  XXIIJ.  — Una  proporzione  eguale  al  prodotto  di  due, 
o più  proporzioni,  si  dirà  composta  delle  medesime  proporzioni,  e queste 

A 

si  chiameranno  componenti  di  quella;  v.  g.  p si  dirà  composta  delle  tre 
A P Q 

proporzioni  p ’ q ' £ j>  perchè  pel  presente  teorema  XXII  essa  è uguale 

al  prodotto  delle  medesime,  le  quali  si  chiameranno  le  proporzioni  com- 
A S 

ponenti  di  ; e la  proporzione  p (considerata  nell’ articolo  primo  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXII)  si  dirà  composta  delle  quattro  pro- 
porzioni ~ » t 1 e queste  si  chiameranno  le  proporzioni  campo- 
ti  H b r 

8 

nenti  di  p ; poiché  per  ciò  che  si  è dimostrato  nei  due  primi  articoli  del 

s 

citato  scolio,  essa  proporzione  p è uguale  al  prodotto  delle  quattro 
proporzioni  suddette. 
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Corollario.  — Se  le  grandezze  intermedie  tra  A , e C variano  l’ or- 
dine loro,  o il  numero,  o il  loro  valore,  oppur  variano  in  tutti  'questi 

tre  modi  insieme;  egli  è visibile,  che  le  proporzioni  componenti  la  ~ 


variano  s nell’esse,  o nel  loro  numero,  o nel  loro  valore,  e nell’uno,  e 
nell’altro  modo  insieme;  ma  ciò  non  ostante  la  proporzione  composta  di 
esse,  che  nel  presente  teorema  si  è dimostrata  esser  sempre  eguale  alla 


medesima  — , 

o 


non  varia  punto  nel  suo  valore. 


Teorema  XXIII.  Il  prodotto  di  due  proporzioni  è uguale  al  pro- 

. . A F FA 

dotto  delle  medesime  poste  in  sito  diverso,  cioè  ^ X -5.  = -? 

O H il  C 


Dimostrazione.  — I.  Per  le  definizioni  XXI,  e XXII  si  anno 
queste  due  proporzionalità: 


(1) 

(2) 


Q A F A F 
Q C : H'G  XH‘ 

Q F A F A 
Q ' H ' C ' HXG 


F 
H ’ 


Prendasi  ora  pel  postulato  la  proporzione  y eguale  alla  proporzione 
e pel  corollario  I del  teorema  IV  si  avrà  questa  terza  proporzionalità  : 


(3) 


G A G A 

c'c  ::  v'v’ 


Ma  i tre  primi  termini  della  proporzionalità  (1)  sono  eguali  ai  tre 

0 C 

primi  termini  della  proporzionalità  (3),  perchè  Pe^  corollario  VII 

v G 

A F 

de’  principi,  ^ è la  stessa  in  ambedue  le  proporzionalità,  ed  — per  la 
G H 


costruzione  è uguale  a =;  adunque  pel  teorema  I W X vj  [quarto  ter- 

y ’ g h 

mine  della  proporzionalità  (1)]  è uguale  al  quarto  termine  della  propor- 
zionalità (3). 

II.  Tn  oltre  si  à pel  teorema  Vili  questa  quarta  proporzionalità: 


G C A A 
G’V::C'V ' 


(4) 
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E i tre  primi  termini  della  proporzionalità  (2)  sono  eguali  ai  tre 

0 C F O 

primi  termini  della  proporzionalità  (4);  poiché  ^ = 7r~  = -=  per  la  co- 

V C H V 

A 

struzione,  ed  in  ambedue  le  proporzionalità  è la  medesima;  adunque 

pel  teorema  primo,  il  quarto  termine  della  proporzionalità  (2),  cioè 

F jl  a 

— xW  è uguale  al  quarto  termine  della  proporzionalità  (4),  cioè  ad  — . 
HO  y 

ITT.  Nel  primo  punto  di  questa  dimostrazione  si  è provato  essere 

AFA  F A A 

e nel  secondo  punto  si  è provato  essere  — x „ = ^ ; adun- 
C a V H C V 

AFFA 

que  - n=nX  TI  che  dovea  dimostrarsi. 

0 H H 0 

Avvertimento.  — In  avvenire  si  prenderà  indifferentemente  il  pro- 
F A A F 

dotto  -=  X Pel  prodotto  ^ X ^ , e questo  per  quello,  giacché  si  è di- 
HO  OH 

mostrata  l’eguaglianza  loro,  e non  sempre  si  citerà  il  teorema  XXIII. 

Scolio.  — Chi  non  si  curasse,  che  la  dimostrazione  di  questo  teo- 
rema XXIII  dipendesse  dal  teorema  XV,  potrebbe  appagarsi  dell’infra- 
scritta, che  è più  breve  della  già  addotta. 

Permutando  la  proporzionalità  (1)  si  ha  la  seguente: 

Q F A A F . , , , i , ■ 

Q'H::C'GXH’  ma  1 tre  Pnmi  termiIU  dl  quest  ultima  proporziona- 
lità sono  i medesimi,  che  i primi  tre  termini  della  proporzionalità  (2); 
adunque  pel  teorema  I il  quarto  termine  dell’ultima  proporzionalità, 
A F 

cioè  ^x  p è uguale  al  quarto  termine  della  proporzionalità  (2),  cioè  ad 
OH 

F A 

= X^.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

H Or 


Teorema  XXIV. 


A F 

Due  proporzioni  ^ , ~g  sieno  composte  di  due 

A 

proporzioni  per  ciascuna,  ed  una  delle  proporzioni  componenti  di  — sia 

F J) 

eguale  ad  una  delle  proporzioni  componenti  di  io  dico,  che  -j  sta  ad 

Or  A 

F A 

g , come  V altra  proporzione  componente  di  ~ sta  all’afra  proporzione 


componente  di 


F 
G ' 
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Y V 

Dimostrazione.  — I.  Sieno  p , y-  le  due  proporzioni  componenti 

P y 

a.A  Z T . . F . Y . Z 

d 1 jj,  e 1©  due  proporzioni  componenti  di  ^ , e sia  p eguale  a^. 

A Y V 

Ciò  posto,  sarà  la  — sempre  eguale  ad  - x ^ , ancorché  essa  fosse 

V Y 

primitivamente  eguale  ad  yr  x , e questo  pel  precedente  teorema  ; 

V P 

F Z T 

sarà  similmente  la  sempre  eguale  a — x tt  , ancorché  essa  fosse  pri- 

mitivamente  eguale  a -g-  X ^ si  avranno  dunque  per  le  definizioni  XXI 
Ò li 

e XXIII  le  due  infrascritte  proporzionalità: 


(1) 

M Y 

V A 

M P ' 

Q'D- 

(2) 

M Z 

T F 

M' R : 

' S’G‘ 

p VP  T 

II.  Prendasi  pel  postulato  — eguale  ad  , e •=■  eguale  a -= , indi 

ri  y L ò 

si  consideri,  che  in  virtù  del  corollario  I del  teorema  IV  sussistono 
queste  due  proporzionalità: 


(3) 

(4) 


P Y P Y 
PP  HE' 

P Y P Y 
p p 


Ma  i tre  primi  termini  della  proporzionalità  ( 1 ) sono  eguali  ai  tre 

M P Y 

primi  termini  della  proporzionalità  (3),  perchè  comune,  ed 

y p A Y 

■yr  per  la  costruzione  è uguale  a — ; adunque  pel  teorema  I -=-  = — , 
y ri  D ti 

cioè  il  quarto  termine  dell’ una  è uguale  al  quarto  termine  dell’altra. 

I tre  primi  termini  della  proporzionalità  (2)  sono  parimente  eguali 

31  P Z Y 

ai  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (4),  atteso  che  = y. , T)=~n 

M Ir  K Ir 

TP  F 

per  l’ipotesi,  e „ = per  la  costruzione;  adunque  pel  teorema  I y- 

b L G 

Y 

quarto  termine  dell’ una  è uguale  ad  quarto  termine  dell’altra. 

Ij 
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ITI.  Ora  pel  teorema  Vili  sussiste  questa  proporzionalità: 

Y Y P P 
H'L  : : HL  ’ 

Y Y P P 

nella  quale  sostituendo  in  luogo  delle  proporzioni  — , , ■=  , -=-  le  re- 

ti  Li  ti  1j 

A F V T 

spettive  proporzioni  ^ *77  ’ 77  a<^  esse -eguali,  si  vedrà  sussistere  pel 

JJ  (r  Q o 

corollario  IX  de’  principj  l’infrascritta  proporzionalità: 

A F V T 


D G ‘ Q S 


. Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — Ecco  un’altra  dimostrazione  più  breve  di  questo  teo- 
rema, la  quale  però  dipende  dal  teorema  XV. 

Y Z 

Essendo  per  l’ipotesi  — = H , sarà  pel  corollario  Vili  de’  principj 
PK 

M Y M Z 

P ' M R'  ma  ^raaPonen^°  1®  proporzionalità  (1),  e (2)  si  ha 

VA  M Y T F M Z 

Q'  D"  M'P’  6 S’G  ''MB1 

VA  T F 

adunque  pel  corollario  Vili  de’  principj  y-  • 77  cr  • 77  . e permutando 

Q JJ  IO  (jT 

V T A F . A F V T 

tt"o  ::  tttti  indi  trasponendo  77-  77  • 77-  vr  • H che  dovea  dimostrarsi. 

tj  O U Cr  1)  br  V o 

A 

Corollario  I.  — Se  Y altra  delle  due  proporzioni  componenti  la  y , 
V 

cioè  yr , è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  dell’opra  delle  due  propor- 
le 

F T 

zioni  componenti  la  — cioè  di  , sarà  pel  corollario  X de’  principj  la 


8 


proporzione  composta  ^ eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 

F 

nore  della  proporzione  composta  , e ciò  vale  in  qualunque  sito  sieno 

\JT 

A F 

D-  6 d‘  0 


...  A F 

disposte  nell’ espressioni  di  — , e di  ^7 , le  loro  respettive  proporzioni 


componenti. 


Corollario  II.  — E se  la  proporzione  composta  ^ è uguale,  ov- 

F 

vero  maggiore,  o minore  della  proporzione  composta  = , anche  l’altra 

(J 
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. A V 

delle  proporzioni  componenti  di  j- , cioè  r~  sarà  eguale,  ovvero  respetti- 

U v 

F 

vamente  maggiore,  o minore  dell’altra  delle  proporzioni  componenti  di  ^ , 
T 

che  è la  proporzione  , e questo  pel  corollario  X de’  principj;  ciò  pa- 

A . F 
B'emG 


A F 

rimente  ha  luogo  in  qualunque  sito  sieno  disposte  in  , e in  le  re 


spettive  proporzioni  componenti. 

A 

Corollario  III.  — Qualsivoglia  proporzione  p sia  composta  delle 
Y V A 

due  proporzioni  p , , e la  proporzione  sia  eguale  ad  una  delle  pro- 
porzioni componenti,  v.  g.  ad  ^ ; io  dico,  che  la  proporzione  ^ è uguale 


all’ocra  proporzione  componente 


Q' 


Imperocché  pel  teorema  XXII,  e per  la  definizione  XXIIT  la  ^ è 

composta  ancora  delle  proporzioni  ^ ^ ; adunque  pel  presente  teorema 

A A V M 

sussiste  questa  proporzionalità:  ^ mentre  in  questo  corollario 

A 

la  p , che  fa  il  secondo  termine  dell’ultima  proporzionalità,  rappresenta 

F . Z T 

la  , le  di  cui  proporzioni  componenti  — , sono  qui  rappresentate 

Or  il  o 


dalle  respettive  proporzioni 


A M 
M ’ D 


; adunque  pel  corollario  X de’  prin- 


V , . , M . , M V 

cipj  n e uguale  ad  ^ , cioè  ^=77- 


Q 


D Q 


Corollario  IV.  Che  contiene  una  nuova  dimostrazione  del  teorema  X. — 

r,  a c « b d 
oe  , > anche  — = ; 

b a a c 

Imperocché  per  questo  teorema  ^x  — sta  a 4x— • come—  a — ; 

b a de  a c 

mentre  per  l’ ipotesi  ® ; ma  pel  teorema  XXII  *x-è  lo  stesso,  che 

b d ' b a 
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— , e -,  x - è lo  stesso,  che  ; adunque  pel  corollario  IX  dei  principi 
a a c c 

e quindi  essendo  pel  corollario  VII  de’  principi  — eguale  a — 
a c a c A c 

sarà  eziandio  pel  corollario  X de’  principi  - eguale  a — • 

Q>  C 


Corollario  V.  Che  contiene  una  nuova  dimostrazione  del  teorema  XI.  — 

_ a c , a b 
Se  -=-«=-=,  anche  - = 
od  c d 

Imperocché  è visibile  pel  presente  teorema,  che  * x ^ sta  a ^ x ^ , 


a 


w b i vvtt  a c a eòe  , 

come  — sta  a -, , ma  pel  teorema  XXil  — Xr  = v>  e x -=  = t ; adunque 

c d c b b b d d ^ 

pel  corollario  IX  de’  principi  ^ '' : ^ ‘ \ » ma  Per  supposizione  ^ ™ ; 


adunque  pel  corollario  X de’  principi  — = ^ • 

Corollario  VI.  Càe  contiene  una  nuova  dimostrazione  del  teorema  XI.  — 
Le  due  proporzioni  composte  ~x^,  e sono  eguali  tra  loro  nel 

primo  corollario,  poiché  ciascuna  di  esse  ha  — per  una  delle  due  prò- 

c 

d 

porzioni  componenti,  ed  ^ , altra  proporzione  componente  della  prima, 

è uguale  a -= , altra  proporzione  componente  della  seconda,  e ciò  per  la 
d 

■ : ■ , A „„TT  a b a bob,  ab 

ipotesi,  ma  pel  teorema  XXII  ^-x  — = -,  e — X ; adunque  — — -=• 

o c c c d d cd 

Scolio.  — Le  dimostrazioni  de’  teoremi  X,  e XI,  contenute  ne’  pre- 
cedenti corollari  IV,  V,  e VI,  sono  legittimamente  dedotte,  poiché  di- 
pendono dai  due  teoremi  XXII,  e XXIII,  le  prime  dimostrazioni  dei 
quali  non  hanno  veruna  dipendenza  dai  teoremi  X,  e XI. 


Y V Z T 

Corollario  VII.  — Posti  i due  prodotti  Tì  X , e - x ^ e posto 

Jr  V Kb 

Y Z 

ancora,  che  ^ sia  eguale  a ^ ; io  dico,  che  sussiste  questa  proporzio- 
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Y V Z T V T . , , , , . A 

nauta  -«•  ::  imperocché,  prendendo  la  proporzione-^ 

P y R o (J  o u 

Y V F Z T 

eguale  ad  -=  x e la  proporzióne  eguale  a X (il  che  può  farsi 
P <4  (t  (J  o 

col  modo  esposto  nello  scolio,  che  siegue  la  definizione  XXI,  0 con  le 

A 

maniere  addotte  nello  scolio  annesso  al  teorema  XX),  la  proporzione  ^ 

. Y V F 

sarà  composta  delle  due  proporzioni  e la  proporzione  ^ sarà 

Z T 

composta  delle  due  proporzioni  e ciò  per  la  definizione  XXIII; 

A F V T 

adunque  per  questo  teorema  si  avrà  — ::  77 --5- , ma  per  la  costru- 

1)  (jT  (J  Ò 

Y V A Z T F 

zione  e = adunque  pel  corollario  IX  dei  principj 

jT  (J  1)  H O (jr 

Y V Z T V T 
PXQ'  RXS  ::  Q'S  ' 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario,  — Si  à per  la  defini- 
zione XXI: 

M Y -V  Y V 

M'  P ' Q ' PXQ’ 

M Z T Z T 

m'r:'"s'rxs’ 

e trasponendo  ambedue  queste  proporzionalità  si  ottiene 

V Y V M Y 

Q ' PXQ  " M P ’ 

T Z T M Z 

S'RXS  ::  M'R’ 


adunque  pel  corollario  Vili  de’  principj 


Y Z 

ma  per  l’ipotesi  ^-=- 
1 li 

M Y M Z . 

M R’  6 conse8uentemente  in  virtu  del  corollario  XII  de  prin- 

. . V Y V T Z T , . 

cip]  q'~px-q  ::  s"fiXS’  Permutanc^° . mdi  trasponendo 


Y V Z T V T 
PXQ'RX8  '''"Q'S’ 
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V T Y V 

e quindi  se  ^ è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  , anche  w 

V » y P Q 

Z T 

sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  — x in  virtù 

n b 

del  corollario  X de’  principi. 


A F 

Teorema  XXV.  — Due  proporzioni  -=r , sieno  composte  di  due 

U (jr 

proporzioni  per  ciascuna  in  modo  che  una  delle  proporzioni  componenti 
A 

di  D sia  maggiore,  ovvero  minore  di  una  delle  proporzioni  componenti 

F . . A 

di  e l’ocra  delle  proporzioni  componenti  di  -=-  sia  anch’essa  mag- 

Or  ÌJ 

A 

giore,  ovvero  respettivamente  minore  dell’altra;  io  dico,  che  — sarà  mag- 

F 

giore,  ovvero  respettivamente  minore  di  • 


A Y 

Dimostrazione.  — Le  due  proporzioni  componenti  di  — sieno  -p , 

V F Z T Y 

ed  —,  e le  due  proporzioni  componenti  di  - sieno  s , e à , e sia  _ 

Q br  II  b F 

Z . V . 

maggiore,  ovvero  minore  di  ^ , siccome  — maggiore,  ovvero  respettiva- 

T A Y V 

mente  minore  di  ; sarà  sempre  eguale  ad  „ X benché  primiti- 
b 1J  F (4 

A V Y 

vamente  fosse  — = ^ x p- , e questo  pel  teorema  XXIII  ; sarà  simil- 

F Z T F T Z 

mente  = eguale  a — X benché  primitivamente  fosBe  - y — , e ciò 

£ £1  Ò (t  Ò £1 

Z V 

per  lo  stesso  teorema  XXIII.  S’immagini  ora  il  prodotto  = x e pel 

li  v 

Y V 

primo  corollario  del  teorema  XXIV  il  prodotto  ^ X Barà  maggiore, 

F v 


ovvero  respettivamente  minore  di  ^ X pr  ■ 

K Q 


Z V 


Per  lo  stesso  corollario  I del  teorema  XXIV  il  prodotto  -=?  X 77 

K <4 

Z T 

sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  ^ x ^ adunque  tanto 
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Y V A 

più  il  prodotto  pX  q (cioè  la  proporzione  composta  , che  gli  equivale) 


Z T 


sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  del  prodotto  -=  X (cioè 

K o 


della  proporzione  composta  ^ ad  esso  equivalente).  Il  che  dovea  di- 
mostrarsi. 


Teorema  XXVI.  — Posto  un  ordine  di  quante  grandezze  si  vo- 
gliano A,  B,  C,  D,  ec.  purché  siano  omogenee  tra  loro,  e un  altr’ or- 
dine d’altrettante  grandezze  F,  G,  H,  I,  ec.  parimente  omogenee  tra 
loro;  tali  che  la  proporzione  della  prima  A del  prim’ordine  alla  sua 
seconda  B sia  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  proporzione  di 
F prima  del  second’ ordine  alla  sua  seconda  G;  e la  proporzione  di  B se- 
conda del  prim’ordine  alla  sua  terza  G sia  eguale,  ovvero  respettiva- 
mente maggiore,  o minore  della  proporzione  di  G seconda  del  second’ or- 
dine alla  sua  terza  H,  e così  sempre,  ec. 

Io  dico,  che  la  proporzione  di  A prima  del  prim’ordine  alla  sua 
ultima  D è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della 
proporzione  di  F prima  del  second’ ordine  alla  sua  ultima  I. 


A 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  XII  77  è uguale  al  prodotto  di 

A B F F G 

X q , ed  è uguale  al  prodotto  di  qXj^,  ma  pel  corollario  I del 

A B 

teorema  XXIV,  oppure  pel  teorema  XXV  è uguale,  ovvero  re- 

_£5  G 

F G 

spettivamente  maggiore,  o minore  di  77  X -5,  perchè  per  la  supposi- 

G 11 

A , . . F fi  v 

zione  — e uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  77  , e ^ e uguale,  ov- 


G C 


G A 

vero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  7=  ; adunque  p,  è uguale, 

il  G 


ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 


F 
H ' 


A A G F 

Similmente  è uguale  al  prodotto  ed  y è uguale  al  pro- 

F H 

dotto  di  jj  x j ; ma  pel  corollario  I del  teorema  XXIV,  oppure  pel 
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A C 

teorema  XXV  ^ X -=r  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 

c u 

minore  di  ^ x perchè  si  è provato,  che  ~ è uguale,  ovvero  respet- 
ti  1 O 

F . C 

tivamente  maggiore,  o minore  di  - , e si  suppone  uguale,  ovvero 

ti  U 

H A , 

respettivamente  maggiore,  o minore  di  y ; adunque  y e uguale,  ovvero 

respettivamente  maggiore,  o minore  di  y • 

Or  siccome  è visibile,  che  lo  stesso  raziocinio  ha  luogo  in  qualunque 
numero  di  grandezze,  che  possa  costituire  i due  ordini,  così  questo  teo- 
rema è generalmente  vero. 

Comprende  il  presente  teorema  le  proposizioni  XXII,  e XXXI  del 
V libro  d’ Euclide,  ed  anche  il  teorema  XII  di  questo  trattato  è in  esso 
contenuto . 


Teorema  XXVII.  — Sieno  date  da  una  parte  quante  grandezze  si 
vogliano,  purché  sieno  omogenee  tra  loro,  v.  g.  A,  B,  C,  D,  e altrettante 
dall’altra  parte  v.  g.  H,  I,  K,  L,  anch’esse  omogenee  tra  loro,  e tali, 
che  la  proporzione  di  A prima  della  prima  serie  alla  sua  seconda  B sia 
eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  proporzione  K penultima  della 
seconda  serie  alla  sua  ultima  L,  e la  propoizione  di  B seconda  della 
prima  serie  alla  sua  terza  C sia  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 
o minore  della  proporzione  di  I antepenultima  della  seconda  serie  alla 
sua  penultima  K,  e la  proporzione  di  C terza  della  prima  serie  alla  sua 
quarta  D sia  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della 
proporzione  di  H,  che  precede  V antepenultima  della  seconda  serie  alla 
sua  antepenultima  I,  e così  sempre  con  ordine  inverso,  ec. 

Io  dico,  che  la  proporzione  di  A prima  della  prima  serie  alla  sua 
ultima  D è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della  pro- 
porzione di  H prima  della  seconda  serie  alla  sua  ultima  L. 


A AB  I 

Dimostrazione.  — E uguale  ^ al  prodotto  y siccome  y al 

I K 

prodotto  -Xy  pel  teorema  XXII  ma  pel  corollario  I del  teorema XXIV, 
K Li 

4 B 

oppure  pel  teorema  XXV  y Xy  è uguale,  ovvero  respettivamente  mag- 
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I k A 

giore,  o minore  di  — X j-  ; giacché  per  l’ipotesi  y è uguale,  ovvero  mag- 
K , B . 

giore,  o minore  di-=-,  e anche  e uguale,  ovvero  respettivamente  mag- 
Z/  o 

/ 

giore,  o mmore  di  y • 

Di  nuovo  — è uguale  ad  ^ x 7^  > ed  ^ ad  ^ X \ pel  teorema  XXII; 
U L/  D L Ih 

ma  pel  corollario  I del  teorema  XXIV,  oppure  pel  teorema  XXV 

4 0 HI 

Pi r X -=  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  -=•  x r , 
O U 11/ 

A 

poiché  si  è mostrato,  che  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 

G 

, . I G 

o mmore  di  y,  e si  suppone  y eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 
H A 

o minore  di  y ; adunque  — è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 
H 

o minore  di  =-• 

Lj 

È chiaro  che  la  stessa  maniera  d’arguire,  vale  in  qualunque  numero 
di  grandezze,  che  costituiscono  le  due  serie,  e perciò  questo  teorema  è 
generalmente  vero. 

Questo  teorema  comprende  le  proposizioni  XXIII  e XXXII  del 
V libro  d’Euclide,  e contiene  anche  il  teorema  XIII  del  presente  trattato. 


m A F 

Teorema  XXVIII.  — Due  proporzioni  y,  ed  y sieno  eguali  tra 

A Y V 

loro,  e la  proporzione  — sia  composta  delle  due  proporzioni  ^ > jr , sic- 

U ir 

come  la  proporzione  y sia  composta  delle  due  proporzioni  y , y , io 


dico,  che  se  una  delle  proporzioni  componenti  la 


A 

D 


Y . 

v.  g-  p e mag- 


F 


giore,  ovvero  minore  di  una  delle  proporzioni  componenti  la  y , v.  g. 

Z „ . V . A , . 

di  y I altra  proporzione  y componente  la  y sarà  minore , ovvero  respet- 

tivamente  maggiore  dell’afra  proporzione  y componente  la  y 
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Dimostrazione.  — Se  ciò  non  fosse,  la  yr  sarebbe  eguale,  o mag- 

v 

T V 

giore,  ovvero  respettivamente  eguale,  o minore  di  ; ma  se  la  ^ fosse 

T A F 

eguale,  o maggiore  di  la^r  dovrebbe  essere  maggiore  di  pel  primo 

O D (jt 

corollario  del  teorema  XXIV,  o pel  teorema  XXV,  il  che  ripugna  all’  i- 

V T A 

potesi,  e la  — fosse  eguale,  o minore  di  la  esser  dovrebbe  mi- 
Q D 

F 

nore  di  per  lo  stesso  corollario  I del  teorema  XXIV,  o pel  teorema 

V 

XXV,  il  che  distrugge  similmente  l’ipotesi;  adunque  la  pr  esser  dee  mi- 

V 

. T 

nore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  -=■  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

O 


Corollario  I.  — Qualsivoglia  proporzione  sia  composta  delle  due 

proporzioni  % io  dico,  che  se  una  delle  proporzioni  componenti, 
ri  o 

7j  4 

v.  g.  -=  è maggiore,  ovvero  minore  di  l’altra  proporzione  componente 
K D 

T 

g- , è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  della  proporzione  d’egua- 
lità; oppure  (il  che  è lo  stesso)  T è minore,  ovvero  respettivamente 
maggiore  di  S. 

Imperocché  per  lo  scolio,  che  precede  il  teorema  XXII  la  ^ è eguale 

A A A B 

ad  — moltiplicata  per  la  proporzione  d’egualità,  cioè  ^ X ; adunque 

A 

per  la  definizione  XXIII,  la  proporzione  è composta  delle  due  pro- 
q /?  A 

porzioni  e jy  ed  essendo  per  l’ipotesi  jy  composta  eziandio  delle  due 


B'  B 
Z T 


A . . A . F 

proporzioni  > -<=• , la  stessa  fa  qui  figura  di  •=■  e insieme  di  -yr  ■ 

Jl  Ò U D UT 

Di  più  nel  prodotto  ^che  è uguale  alla  semplice  la 

Y B V Y 

fa  figura  di  p,  e la  -g  fa  figura  di  mentre  tanto  la  —,  quanto  la 


A 

D 
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adunque  pel  corollario  XTI  de’  principi  sussiste  questa  proporzionalità 


A B 
C'C 


l 
L K 


I JB 

^ > il  secondo  termine  della  quale  rT  è per  l’ipotesi  uguale  al 


quarto  = ; adunque  pel  corollario  XXI  de’  principi  il  primo  suo  ter- 

A 

A I 

mine  è uguale  al  terzo  -=- , cioè  A . C : : / . L. 

0 L 


IT.  Quando  ciascuna  delle  due  serie  è costituita  da  più  di  tre  gran- 
dezze, facciasi  quello,  che  si  è indicato  nei  punti  secondo,  e terzo  della 
prima  dimostrazione,  e si  conoscerà  nella  medesima  maniera,  che  il  teo- 
rema è generalmente  vero. 

Terza  dimostrazione.  — I.  Formisi  con  le  grandezze  della  prima  serie 
un  ordine  di  proporzioni,  come  appunto  si  è fatto  nel  primo  punto  della 
terza  dimostrazione  del  teorema  XII,  e si  avrà  similmente  questo  primo 


ordine  di  proporzioni: 


A A A 
D’  C ' B ‘ 


II.  Con  le  grandezze  della  seconda  serie  facciasi  un  second’ordine  di 
tante  proporzioni,  quanto  sono  le  grandezze  della  seconda  serie  meno  una, 
in  maniera  che  tutte  queste  proporzioni  abbiano  per  comun  conseguente 
l’ultima  grandezza  L della  seconda  serie,  ma  l’antecedente  della  prima 
proporzione  sia  la  prima  grandezza  H della  seconda  serie,  l’antecedente 
della  seconda  proporzione  sia  la  seconda  grandezza  I della  seconda  serie, 
l’antecedente  della  terza  proporzione  sia  la  terza  grandezza  K della  se- 
conda serie,  e così  sempre,  finché  si  giunga  all’ultima  proporzione,  che 
avrà  per  suo  antecedente  la  penultima  grandezza  della  seconda  serie.  Indi 
i due  ordini  di  proporzioni  si  dispongano  in  questa  guisa: 


A A A H 1 K 
D C ’B  " L L L 


III.  Ciò  fatto  si  arguisca  così:  in  virtù  dell’ipotesi  B . C ::  I . K,  e 

A A l K 

pel  teorema  IX  — ::  B . C;  siccome  pel  teorema  III  -=••=-::  I.K;  onde 

G J)  Li  Ij 

A A I K 

pel  corollario  XTI  de’  principi  „ ::  • -=-  ; ma  per  l’ipotesi  il  secondo 

(j  ±j  L/  L/ 

4 K 

termine  di  questa  proporzionalità,  cioè  ^ è uguale  al  quarto  termine 

LJ  Li 

A I 

adunque  pel  corollario  XXI  de’  principi  = 

O Lj 

IV.  Nuovamente  per  l’ipotesi  C.  D:\H.I,  ma  pel  teorema  IX 


6 — Tomo  I. 
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A A HI 

e pel  teorema  III  -=-  • y-  : : H . I ; adunque  pel  corollario  XIT 
I)  L’  1j  Lj 

de’  principi  -h  ■ 77  : : % • 7-  ; e perciò  essendosi  provato  nel  terzo  punto, 
D G Li  Li 

A I 

che  il  secondo  termine  -y.  di  questa  proporzionalità  è uguale  al  quarto  , 
(J  ~ H 


anche  il  primo  termine  di  essa,  cioè  sarà  eguale  al  suo  terzo  ter- 

jy 

mine  =-,  pel  corollario  XXI  de*  principi,  e si  avrà  A . D ::  H . L. 

Lj 

V.  Lo  stesso  metodo  dimostra  evidentemente  la  medesima  cosa  in 
qualsivoglia  numero  di  grandezze,  che  costituir  possale  due  serie;  adunque 
la  prova  è generale. 


Scolio.  — Mediante  il  presente  teorema  Vili  si  dimostrano  questi 
tre  teoremi. 


Teorema  Primo.  — Sia  l’infrascritta  proporzionalità: 

(1)  M.Ar.N.B. 

Ed  F sia  qualsivoglia  aliquota  di  A in  maniera  che  L sia  il  numero 
delle  volte,  che  F entra  in  A ; io  dico,  che  sussiste  quest’  altra  propor- 
zionalità : 

M . F : : LN  . B. 


Dimostrazione. 


M N 

Per  1 ipotesi  è uguale  a ^ , ed  A è uguale 


M N 

ad  LF;  adunque  pel  corollario  IX  de’  principj  y—  = — ; ma  pel  corol- 

LF  LN 

lario  IX  de’  principj  ; adunque  per  V egualità  perturbata 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 

F B 


Teorema  Secondo.  — Sia  la  proporzionalità  (1)  come  nel  primo  di 
questi  tre  teoremi,  ed  I sia  qualunque  aliquota  M in  modo,  che  L sia 
il  numero  delle  volte  che  I entra  in  M ; io  dico,  che  sussiste  quest’altra 
proporzionalità: 


/ .A::  N . LB. 
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M N 

Dimostrazione.  — Si  suppone  ^ eguale  ad  — , ed  LI  uguale  ad 
M;  adunque  pel  corollario  IX  de’  principi  ^ = ^.  Si  consideri  ora,  che 

I _z? 

pel  corollario  del  teorema  X si  ha  ^ j = ; ma  si  è provato,  essere 

^ ; adunque  per  V egualità  perturbata  ~ — • 

AH  A L/H 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  Terzo.  — Abbiasi  come  nel  primo  di  questi  teoremi  la 
proporzionalità  (1),  e sieno  G,  e K le  aliquote  respettive  simili  di  N, 
e di  B,  in  maniera  che  N sia  uguale  ad  LG , e B ad  LK\  io  dico,  che 
sussistono  le  due  proporzionalità  infrascritte: 

(2)  LM  . A : : N . K. 

(3)  M .LA::  G . B. 

Dimostrazione.  — Avendosi  per  l’ipotesi  ^ ^ , si  avrà  traspo- 
nendo ~ ^ , e pel  primo  di  questi  tre  teoremi  sarà: 

HA 


(4) 


N . K ::  LM  . A. 


Siccome  pel  secondo  di  questi  tre  medesimi  teoremi  sarà: 

(6)  G . B ::  ML  . A. 

Adunque  trasponendo  la  proporzionalità  (4),  si  vedrà  sussistere  la 
proporzionalità  (2),  e trasponendo  la  proporzionalità  (5),  si  vedrà  sus- 
sistere la  proporzionalità  (3).  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Altro  scolio.  — Gl’  infrascritti  quattro  teoremi  XIV,  XV,  XVI, 
XVII  sono  compresi  ne’  respettivi  quattro  teoremi  X,  XI,  XII  e XIII, 
in  virtù  del  I corollario  del  teorema  II  tuttavia  non  sarà  inutile  il  con- 
siderare le  dimostrazioni  particolari. 


Teorema  XIV.  — Se  quattro  proporzioni  costituiscono  una  pro- 
porzionalità, v.  g. 


A C E G 
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C A 

Io  dico,  che  convertendo  la  seconda  di  essa  g sta  alla  prima  g , come 

(?  E 

la  quarta  — sta  alla  terza  g • 


X.  C E A 

Dimostrazione.  — Prendasi  pel  postulato  -5  = -= , ed  •=  = - , c pel 

ti  U Hi 


I corollario  del  teorema  IV  si  avrà  questa  proporzionalità 

(2) 


A X,  A X 

b'b  ::  Y'Y' 


I di  cui  primi  tre  termini  sono  eguali  ai  tre  primi  termini  della  pro- 

A 

porzionalità  (1),  perchè  il  primo  termine  g è comune,  e i secondi,  e terzi 
termini  d’ambedue  le  proporzionalità  sono  per  la  costruzione  uguali; 

jr 

adunque  i quarti  termini  di  esse  sono  eguali  pel  teorema  1 cioè  g è 
uguale  a g* 

Ora  se  si  convertono  i termini  della  proporzionalità  (2),  si  ha  pel 
primo  corollario  del  teorema  IV  g - g : : — ■ adunque  ponendo  in  que- 

X X A 

st’ultima  proporzionalità  in  vece  delle  proporzioni  g > y , y le  respet- 

C G E 

tive  proporzioni  ad  esse  uguali,  g ' g ’ p 8i  ha  ancora  pel  corollario  IX 
(7  4 G E 

de’  principj  g • g : : g • g • ^ che  dovea  dimostrarsi. 

Altra  dimostrazione ■ — he  quattro  proporzioni,  che  costituiscono  la 
proporzionalità  (1)  si  esprimano,  come  si  è fatto  nel  corollario  III  del 
teorema  II  al  qual  corollario  abbiasi  qui  relazione,  sostituendo  però  il 
numero  m in  cambio  del  numero  q,  conforme  esige  l’ipotesi  del  presente 
teorema,  e la  proporzionalità  (1)  diveirà  quest’ altra  equivalente: 

mx  R nx  _ mx0  R0  nx0 

~c+b'p::  ~s 

e convertendo  i termini  di  quest’ultima  si  avrà  la  proporzionalità  se- 
guente : 

/g\  nx  mx  R nx0  mx0  R0 

D D + B ' ' H H + F‘ 
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La  quale  pel  teorema  VII  è sussistente,  mentre  le  proporzioni  par- 

x x y\/x  wx 

ziali  -=r  i T°  sono  aliquote  simili  delle  respettive  proporzioni  totali  -=~  , .[J“ 
U H UH 


in  vigore  del  corollario  XXXIII  de’  principj. 

Ma  in  virtù  del  citato  corollario  III  del  teorema  II,  e della  suppo- 
sizione del  presente  teorema 


C nx  A 

d = d’b 


mx  R G 
D+B’H 


nx0 

H 


E mx0  R0 
F=~H~+~F 


Adunque  se  nella  proporzionalità  (3)  si  surrogano  grandezze  eguali 
in  cambio  d’eguali,  sussisterà  pel  corollario  IX  de’  principj  questa  pro- 


G 4 

porzionalità: 


G E 
H'F' 


Il  ohe  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  XV.  — Se  quattro  proporzioni  costituiscono  una  propor- 
zionalità, v.  g. 


(1) 


AG  E G 

b'd::f‘h' 


A E 

Io  dico,  che  permutando  la  prima  di  esse  -g-  sta  alla  terza  „ , come 

n t 

G G 

la  seconda  = sta  alla  quarta  ^ • 

U H 


Dimostrazione.  — Facciasi  la  medesima  costruzione,  che  ha  ser- 
vito per  dimostrare  il  teorema  antecedente,  e si  otterrà  del  pari  questa 
proporzionalità: 

A X A X 

(2)  BB':Y'T' 


Si  mostrerà  ancora  nella  stessa  maniera,  che 


X 

Y 


G 

H’ 


e permutando 


i termini  della  proporzionalità  (2),  si  vedrà  sussistere  pel  teorema  Vili 
l’ infrascritta  terza  proporzionalità  : 


A A XX 

by::b'y' 


Nella  quale  surrogando  in  luogo  delle 


proporzioni 


A X X 
Y ’ B ’ Y 


le  re- 
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E C G 

spettive  proporzioni  ^ > — ad  esse  eguali,  si  conoscerà  in  virtù  del 

corollario  IX  de’  principi,  ehe  sussiste  anche  questa  proporzionalità: 

A F ' C G 
B F : :D'  H' 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Altra  dimostrazione.  — Esprimendo  le  quattro  proporzioni  che  co- 
stituiscono la  proporzionalità  (1),  comesi  è fatto  nella  seconda  dimostra- 
zione del  precedente  teorema,  la  stessa  proporzionalità  (1)  prenderà 
questa  sembianza: 

mxv  R0  nx0 


mx  R nx 

~D+  B D " H ' F H 


E permutando  i termini  di  quest’ultima,  si  otterrà  l’infrascritta  pro- 
porzionalità : 

mx  R mx0  R0  nx  nxu 
(3)  D +B'~ÌT+lr::  D'lì'  ' 


Che  in  virtù  del  teorema  V sussiste,  attesoché  le  proporzioni  par- 

X X 71X  X 

ziali  ri , 0 sono  aliquote  simili  delle  respettive  proporzioni  totali  ~ 

L)  il  Ut 1 

pel  corollario  XXXIII  de’  principi. 

Ma  per  quanto  si  è spiegato  nella  seconda  dimostrazione  del  teo- 

^TTT  A mx  R _ mx0  R0  C nx  G nx0  , 
rema  XIV  g=  ^ + _g  ;E=  -g -+  y y = Vj  > e ^ = adunque  sosti- 

tuendo nella  proporzionalità  (3)  grandezze  eguali  in  luogo  d’eguali,  ne 

A.  E C G 

risulta  questa  proporzionalità  ] B F ' D H ! <lua^e  suss*s^e  Pel  cor°l' 
lario  IX  de’  principi.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  XVI.  — Sieno  da  una  parte  tre  proporzioni,  v.  g. 

e dall’altra  tre  proporzioni,  v.  g.  tali,  c^e  abbiano 

queste  due  proporzionalità: 

(1) 

(2) 


A C E G 
B ’ d " F H' 

C J G M 

d' l : :h'n  ■ 


Io  dico,  che  si  avrà  per  Yegualità  ordinata  jt 


A I 


B L 


E 

F "N  ’ 
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Dimostrazione.  — I.  In  ordine  alla  proporzionalità  (1)  facciasi  la 
costruzione,  di  cui  mi  sono  valuto  nella  prima  dimostrazione  del  teo- 

A X * 

rema  XIV,  e detta  proporzionalità  si  tramuterà  in  quest’  altra  ■ yr  : : 

B J D 

A X 

Y ■ Y > i termini  della  quale  si  vedrà  similmente,  essere  eguali  ai  termini 

. J „ . ,.iV X C A E N G 

respettivi  della  proporzionalità  (1);  cioè  sara  f~D’Y=F,Y~H' 

Z I 

li.  In  ordine  alla  proporzionalità  (2),  prendasi  pel  postulato  5 = , 

B L 

e siccome  pel  primo  corollario  del  teorema  IV  si  avrà  la  seguente  pro- 
porzionalità: 

ni  ZZA?. 

(Ó)  B'B'Y'Y ' 


2 

Così  il  quarto  termine  di  questa,  cioè  sarà  eguale  al  quarto  fer- 
ii/ 

mine  della  proporzionalità  (2),  cioè  ad  , e questo  in  virtù  del  teo- 
rema I,  poiché  i tre  primi  termini  della  proporzionalità  (3)  sono  eguali 

X C Z I 

ai  tre  primi  termini  della  proporzionalità  (2),  cioè  ^ per  la 

B JJ  B B 

costruzione,  ed  ^ ^ pel  primo  punto. 

1 tl 

A Z A Z 

III.  — Ora  il  primo  corollario  del  teorema  IV  mostra  W • „ : : V • v > 

B B li 

adunque  ponendo  in  quest’ ultima  proporzionalità  in  luogo  dellepropor- 
ziom  — , le  respettive  proporzioni  at*  6886  e^ua^’  cloe 

la  prima,  e la  seconda  per  la  costruzione,  e la  terza  pel  secondo  punto, 
avremo  pel  corollario  TX  de’  principi  ^ H che  dovea  di- 

mostrarsi. 

A C 

Teorema  XVII.  — Sieno  da  una  parte  tre  proporzioni  v.  g.  ^ ^ , 

I P E G 

=-,  e dall’altra  tre  altre  proporzioni,  v.  g.  , _ , — , tali,  che  si  abbiano 

L . Q * Jtl 

queste  due  proporzionalità: 

K > B D"  F H' 

C J P E 
D'L  ' QF' 


(2) 
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Io  dico,  che  per  l'egualità  perturbata  sarà 


AI  P 0 
B'L'Q'H ' 


Dimostrazione.  — I.  Intorno  alla  proporzionalità  (1),  prendasi  pel 
X C SE 

postulato  ed  ^ ^ , e pel  corollario  V del  teorema  IX,  avremo 

questa  proporzionalità: 

A X 8 8 

( ' B B ’ X A' 


I di  cui  tre  primi  termini  sono  eguali  ai  tre  primi  termini  della 

A X S 

proporzionalità  (1),  poiché  ^ è comune,  ed  ^ , ed  -j  sono  eguali 
C E 

respettivamente  a ^ , e ad  ^ per  la  costruzione  ; adunqe  pel  teo- 

s 

rema  primo,  il  quarto  termine  -j  delPuna  è uguale  al  quarto  termine 

0 


H 


dell’altra. 


Z I 

II.  Intorno  alla  proporzionalità  (2)  prendasi  pel  postulato  -=  = -=r, 

o L 

e pel  corollario  V del  teorema  IX  sussisterà  questa  proporzionalità: 


(4) 


X Z S 8 
B B ::Z’X' 


11  di  cui  primo,  secondo,  e quarto  termine  sono  per  la  costiuzione 
eguali  respettivamente  al  primo,  secondo,  e quarto  termine  della  pro- 
porzionalità (2),  cioè  g=J)>^f  = Jr'  ed  = adunque  sono  eguali 

S P 

anche  i terzi  termini  delle  due  medesime  proporzionalità,  cioè  ^ . 

Z y 

III.  Finalmente  pel  più  volte  citato  corollario  V del  teorema  IX 
sussiste  questa  proporzionalità: 

AZ  SS 
B B:i  Z A 


(6) 


Z I 

Adunque  surrogando  in  essa  in  luogo  di  „ la  y-,  che  gli  equivale 

S P 

per  la  costruzione,  in  cambio  di  = la  ^ , che  nel  secondo  punto  gli  è 

X (J 

S G 

stata  dimostrata  eguale,  e in  vece  di  -j  la  — , che  gli  è stata  prò- 

Vi  il 
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vata  eguale  nel  primo  punto,  si  avrà  pel  corollario  IX  de’  principi 
A 1 P G 


B ' L " Q H 


. Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — 11  metodo,  che  ho  tenuto  per  dimostrare  questi  due 
ultimi  teoremi  nel  caso  di  tre  proporzioni  per  parte,  potrà  facilmente 
applicarsi  a qualsivoglia  numero  di  proporzioni  per  parte  tali,  che  sod- 
disfacciano alle  condizioni  richieste  dai  due  teoremi  generali  XII,  e XIII. 

Teorema  XVIII.  — Abbiansi  queste  due  proporzionalità: 


(1) 

A G 

D K 

B'  h 

' e'l 

0 P 

Q R 

(2) 

c' / : 

f'm 

[ o dico,  che  la  proporzione  'di  y verso  ^ sta  alla  proporzione  di  ^ 

Q , , . G K . „ P 

verso  ■=  , come  la  proporzione  di  -=y  verso  - sta  alla  proporzione  di 

L ri  Jj  1 


A D 

Scolio.  — Poiché  le  proporzioni  -=■  , e „ sono  grandezze  pel  teo- 

li  £j 

AD 

rema  II,  e pel  corollario  li  dello  stesso  teorema  verso  -=,  à propor- 

li  n 

. A 

zione  geometrica,  ne  siegue  pel  teorema  II,  che  la  proporzione  di 


verso  -=,  è una  grandezza,  e pel  corollario  11  dello  stesso  teorema  ne 

A D 

siegue  ancora,  che  le  proporzione  di  ^ verso  _ in  ordine  alla  propor- 

ti  hi 

zione  di  ^ verso  ~ à proporzione  geometrica.  Nella  stessa  guisa  si 

G K. 

proverà,  che  la  proporzione  di  — verso  è una  grandezza,  e che  la 

il  Li 

A.  G K . ..  . P R , 

proporzione  di  jj  verso  y m ordine  alla  proporzione  di  y verso  ^ a 

proporzione  geometrica. 
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Simigliatiti  riflessioni  dovranno  farsi  allorché  accaderà  di  considerare 
le  'proporzionalità,  nelle  quali  entrano  otto  proporzioni,  le  proporziona- 
lità, dico  simili  a quella,  che  nel  teorema  presente  si  propone  a dimo- 
strare. 

Dimostrazione  del  teorema.  — Permutando  le  due  proporzionalità  (1), 
e (2)  si  ottengono  le  due  seguenti: 


(3) 

A 

D 

. 0 

K 

B' 

' E : 

' H 

L 

(4) 

0 

Q 

P 

R 

C 

F ' 

: 7' 

M 

A D 

Vale  a dire,  che  la  proporzione  di  ^ verso  -=  è una  grandezza  eguale 

_D  jjj 

alla  proporzione  di  verso  — , altra  grandezza. 

E che  la  proporzione  di  ^ verso  ^ è una  grandezza  eguale  alla  prò- 

(jJÌ 

porzione  di  y verso  , altra  grandezza. 

4 D 

Adunque  pel  corollario  Vili  de’  principi  la  proporzione  di  -=  verso  = 

o Uj 

. „ . ,.  o Q 0 K , 

sta  alla  proporzione  di  ~ verso  , come  la  proporzione  di  ==  verso  ■=■  sta 

O li  b 

Il  ■ A'  P R 

alla  proporzione  di  — verso  -y  • 

Il  che  dovea  dimostrarsi 


Scolio.  — Per  meglio  comprendere  questa  dimostrazione,  e altre  si- 
mili. convien  sovvenirsi,  che  in  vigore  di  ciò,  che  si  è dimostrato  nella 
seconda  parte  del  teorema  II,  tutte  le  proporzioni  sono  grandezze  tra 
loro  omogenee.  Gioverà  ancora  esprimere  con  una  sola  lettera  per  cia- 
scuna le  otto  proporzioni,  che  costituiscono  le  proporzionalità  (1),  e (2) 
di  questo  teorema  facendo 

A 0 , D K , 0 P . Q R 

B a>  H ’ E C’  L d>  C~e’  I F~9,  M~h’ 

poiché  in  tal  maniera  le  proporzionalità  (I),  e (2)  diverranno  le  seguenti 
respetti  ve  a . b ::  c . d,  ed  e . / ::  g . h;  siccome  le  proporzionalità  (3),  e (4) 
diventeranno  respettivamente  le  due  infrascritte  a . c : : b . d,  ed  e . g : : / h. 
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ovvero  — ed  - = di  modo  che  la  proporzionalità,  che  in  questo 
c a g h 

teorema  si  è dovuta  dimostrare,  può  denotarsi  più  speditamente  così: 

a e b f 
c g d h 

Altra  dimostrazione  del  teorema.  — Rappresenti  t una  grandezza  ar- 
bitraria di  qualsivoglia  specie,  e facciasi  in  virtù  del  postulato: 

A a G b D c K d 0 e P j Q g R b 

~B~  t ’ H = 7’  E = J’  1=  t ’ C=  t ’ 7= t ’ F=~t  ’ M~  t ' 

e in  tal  guisa  pel  teorema  III,  e pel  corollario  Vili,  e il  corollario  XI  dei 

• • - . ...  A 0 . a . D 

principi  la  proporzione  di  y verso  — sarà  p e la  proporzione  di  y 

K c 

verso  y-  sarà  = ■ , e in  virtù  della  proporzionalità  supposta  (1),  e pel  co- 
Li  d 

rollano  IX  de’  principi  si  avrà  t = e permutando  * = ^ • 

od  cd 

Similmente  pel  teorema  TU,  e pel  corollario  Vili,  e il  corollario  XI 

......  . ,.  0 P , e ,.  Q 

de  principe  la  proporzione  di  y,  verso  y sara  = y,  e la  proporzione  di  y 

verso  ^ sarà  = y ; laonde  in  vigore  della  proporzionalità  supposta  (2),  e 
pel  corollario  IX  de’  principi  si  otterrà  y=jf,  6 permutando  ~ = Ab- 
biamo pertanto  due  grandezze  tra  loro  eguali  a,  e ~ (ch’io  chiamerò  ìe prime 

c d 

g 4 ^ 

eguali),  e due  altre  grandezze  tra  loro  eguali  - , ed  -v  (ch’io  chiamerò 

g h 

le  seconde  eguali)  adunque  pel  corollario  Vili  de’  principi  la  gran- 
dezza * prima  delle  prime  eguali  sta  alla  grandezza  y prima  delle  se- 
conde eguali,  come  la  grandezza  ^ seconda  delle  prime  eguali  sta  alla 
grandezza  seconda  delle  seconde  eguali;  vale  a dire  sussiste  questa 

fb 

proporzionalità  : 

, a e b f 

<6)  V~g"d’h’ 

Ma  pel  teorema  III,  e trasponendo  la  proporzione  — è uguale  alla 

c 

proporzione  di  y verso  y , e la  proporzione  y è uguale  alla  proporzione 

e g 

di  y verso  - ■ 
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Come  pure  la  proporzione  ^ è uguale  alla  proporzione  di  - verso  - , 

Cl  t t 

e la  proporzione  i è uguale  alla  proporzione  di  — verso  ^ ; adunque  sur- 

rogando  nella  proporzionalità  (5)  proporzioni  eguali  in  cambio  delle  quattro 
proporzioni  a verso  c;  e verso  g ; b verso  d;  / verso  h,  che  costituiscono 
i quattro  termini  di  essa  proporzionalità  (5),  vale  a dire  surrogando  nei 
quattro  termini  della  medesima  proporzionalità  grandezze  eguali  in  luogo 

eie 

d’eguali,  starà  pel  corollario  TX  de’  principj  la  proporzione  di  verso 

t t 

alla  proporzione  di  e verso  , come  la  proporzione  di  ^ verso  — alla  prò- 
t t t t 

/ h 

porzione  di  -j  verso  • 
t t 

Finalmente  sostituendo  in  luogo  delle  otto  proporzioni 
oc  e g b d / h 

t ’ t ’ t ’ Y ’ 7 ’ t’  t’  t 

le  otto  proporzioni  respettive 

ADOQGKPR 

B’  E’  C’  F’  H’  L’  I’M ’ 

le  quali  per  la  costruzione  sono  alle  prime  otto  correspettivamente  eguali, 
resterà  in  virtù  del  corollario  T,  e del  corollario  IX  del  teorema  II,  e in 
virtù  del  corollario  VI  IT  de’  principj  resterà,  dico,  dimostrato  il  teorema. 

Definizione  XX T.  — Dico,  che  una  proporzione  si  moltiplica  per 
un’altra,  quando  si  prende  una  nuova  proporzione  tale,  che  sia  quarta 
proporzionale  dopo  la  proporzione  di  egualità,  la  proporzione  moltìpli- 

A 

canda,  e la  proporzione  moltiplicante;  v.  g.  la  proporzione  si  molti- 

F T 

plica  per  la  proporzione  -=  quando  si  prende  una  nuova  proporzione  -~ 

n o 

Q A F T 

tale,  che  abbiasi  • 

Jt>  H o 


Scolio,  che  contiene  una  maniera  di  moltiplicare  una  proporzione  per 

A 

un'altra.  — I.  Qualunque  proporzione  -g  può  moltiplicarsi  per  qualsi- 
F 

voglia  proporzione  ^ in  questa  maniera. 
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Prendasi  la  grandezza  G omogenea  alla  F tale,  che  abbiasi  questa 
proporzionalità  B . A : : F . G,  indi  si  consideri,  che  pel  teorema  IV  si 

avrà  ‘Ti  cloe  la  nuova  proporzione  — sara  quarta  proporzio- 

B B H H ri  ~ 

B A 

naie  dopo  la  proporzione  d’egualità  ^ la  moltiplicando  ^ , e la  molti- 
F . .A 

plicante  -= , e quindi  la  proporzione  -=  sarà  moltiplicata  per  la  propor- 


zione 


F 

H 


II.  Non  è necessario,  che  i termini  della  proporzione  moltiplicante 


F 

H 


sieno  omogenei  ai  termini  della  moltiplicata  ~ 


G 


È bensì  necessario,  che  i termini  della  nuova  proporzione  — (la 

quale,  come  si  è detto,  è quarta  proporzionale  dopo  la  proporzione  di 
egualità,  la  moltiplicata,  e la  moltiplicante)  sieno  omogenei  ai  termini 

F 

della  proporzione  moltiplicante,  cioè  di  , come  apparisce  dalla  costru- 

Or 

zione. 


Definizione  XXII.  — Quella  proporzione,  che  nasce  dal  moltipli- 
care una,  o molte  proporzioni  per  un’altra,  chiamasi  prodotto  delle  me- 

G 

desime  proporzioni  così  moltiplicate,  v.  g.  ~ è il  prodotto  delle  due 

II 

. A F 

proporzioni  ^ a tenore  di  quanto  si  è spiegato  nell’antecedente  scolio, 

e tale  prodotto  esprimesi  ancora  così  : V5  X ^ • 

B H 


Scolio.  — I.  Se  il  prodotto  di  due  proporzioni  si  moltiplica  per 
un’altra  proporzione,  la  nuova  proporzione,  che  ne  risulta,  chiamasi 

G A F I 

prodotto  di  tre  proporzioni,  v.  g.  moltiplicando  „ = „ X ^ per  r si  avrà 

li  -L>  li  il 

G I A F I „ lA 

5X£=gX^X^  e si  1 una,  come  1 altra  di  queste  due  espressioni 

R 

significheranno  la  proporzione  y > purché  sia  H.  G:\I.R ; mentre  pel 
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teorema  IV  sarà  iL  iL'-'y  ■ y- > di  modo  che  ~ sarà  eguale  non  solo  a 
H li  Li  Jj  JLd 


.A  FI 
jj  X ^ , ma  ancora  ad  -g  x jj  X ^ • 

Similmente  prendendo  S quarta  proporzionale  dopo  L,  R,  O,  si  ot- 

, L R OS  . . 8 , . , R 0 . , , 

terrà  e la  proporzione  -=  sara  eguale  ad  y X~b  , cioè  ad 

Li  Ju  r 1^  Jr  L / 

4-  F I 0 

BXHXLXP>  che  esprime  il  prodotto  delle  quattro  proporzioni 

A Fi  0 
B’  H’  L’  P‘ 


II.  Egli  è dunque  visibile,  che  con  questo  metodo  può  sempre 
assumersi  una  proporzione  pura,  che  sia  eguale  al  prodotto  di  quante 
proporzioni  si  vorranno,  e conseguentemente,  che  i prodotti  di  quante 

proporzioni  si  vogliano  espressi  nella  seguente  guisa:  ^ Xylxy  , ec. 

ti  H Jj 

altro  non  rappresentano,  che  una  proporzione,  cioè  equivalgono  ad  una 
proporzione  pura;  il  che  dee  notarsi  diligentemente  per  intelligenza  di 
ciò,  che  si  dirà  in  avvenire. 

A 

III.  Qualunque  proporzione  g moltiplicata  per  la  proporzione  d’ egua- 

lità,  v.  g.  per  ^ , dà  un  prodotto  uguale  a sè  medesima;  imperocché  per 

ZA  ZA  Z 

le  definizioni  XXI,  e XXII  = x ^ ; ma  pel  corollario  Vili 

Z jD  Z jd  Z 


de’ principi  ^ ~ ^ ^ > adunque  ^ X ^ (quarto  termine  della  prima 


A Z 
BXZ 


proporzionalità)  è uguale  pel  teorema  I ad  g , quarto  termine  della 
seconda. 


IV.  Similmente  la  proporzione  d’egualità  moltiplicata  per  qualsisia 

A A 

proporzione  g dà  un  prodotto  eguale  alla  semplice  proporzione  g , im- 

Zi  Zi  A Z A 

perocché  per  le  definizioni  XXI,  e XXII  ~ ~ X W;  ma  pel  co- 

Z Z jj  Z li 

rollario  VII  de’  principi  %■%  ''A  A '<  adunque  pel  teorema  I il  quarto 

Z Z jD  I» 
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Z A 

termine  ^ x ^ della  prima  proporzionalità  è uguale  al  quarto  ter- 
A 

mine  ^ della  seconda. 

JD 

V.  Adunque,  se  nel  precedente  articolo  IV  si  concepisce  A — B,  il 

ZA  JB 

prodotto  = x sarà  eguale  a f.  ; donde  è agevole  ad  inferire,  che  una 
za  ±j 

proporzione  d’egualità  moltiplicata  quante  volte  si  vorrà  per  sè  mede- 
sima, o per  altre  proporzioni  d’egualità,  darà  sempre  un  prodotto  equi- 
valente alla  proporzione  pura  d’egualità. 

VI.  Da’  precedenti  articoli  III,  IV,  e V chiaramente  deducesi,  che 

A 

qualunque  proporzione  moltiplicata  quante  volte  si  vorrà  per  una, 

o più  espressioni  della  proporzione  d’egualità,  sempre  darà  un  prodotto 

A 

equivalente  alla  proporzione  pura  ■ 

E che  moltiplicando  la  proporzione  d’egualità  quante  volte  si  vorrà 
per  se  medesima,  o per  altre  espressioni  equivalenti  a sè  medesima,  e 
poscia  moltiplicando  il  prodotto,  che  ne  risulta  per  qualsivoglia  propor  - 
A 

zione  j- . il  nuovo  prodotto,  che  ne  verrà,  equivalerà  alla  proporzione 


pura 


B 


A F 

Teorema  XTX.  — Rappresentino  ed  -=  due  proporzioni  in  ge- 

ti  ri 

nerale,  i termini  di  una  delle  quali  possono  essere  non  omogenei  a’  ter- 
A F 

mini  dell’altra,  e sia  „ x „ il  prodotto  di  esse; 

j D M 

To  dico  primieramente,  che  se  ~ X è uguale  ad  ~ , la  F sarà 
eguale  alla  H: 

Io  dico  in  secondo  luogo,  che  se  la  E è uguale  alla  H,  il  pro- 

,,,  A F . . A 

dotto  y^  X Tr  sara  eguale  ad  : 

A F F 

Io  dico  in  terzo  luogo,  che  se  è uguale  ad  = , la  A sarà 

Il  II 

eguale  alla  B:  e 

Io  dico  in  quarto  luogo,  che  se  la  A è uguale  alla  B,  il  prodotto 

4 F F 

gXjj  sarà  eguale  ad  ^ • 
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Dimostrazione.  — Per  le  definizioni  XXI.  e XXII  si  ha  questa 
proporzionalità  : 

Z A F A F 
(1)  Z B''  H B XH  ’ 

A F A 

Adunque  pel  corollario  XXI  de’  principj,  se  -5  X è uguale  ad  , 

B U a 

F Z 

la  proporzione  jj  sarà  eguale  alla  proporzione  d’egualità  _ ; e conse- 
Jti  /j 

guentemente  pel  corollario  X de’  principj  F sarà  eguale  ad  H.  E questa 

è la  prova  della  prima  parte. 

F 

II.  Ma  se  F è uguale  ad  H,  la  proporzione  jj  sarà  una  propor- 

F Z 

zione  d’egualità,  e pel  corollario  VII  de’  principj  — sarà  eguale  a , 

A F 

laonde  pel  corollario  XXI  de’  principj  il  prodotto  -=  x vj  sarà  uguale 

-L>  H 

A A 
ad  B- 

E questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

III.  L’ispezione  della  medesima  proporzionalità  (1)  fa  conoscere, 

A F F F A F 

che  se  -g  X 77  è uguale  ad  rr , cioè  se  — è uguale  ad  -=  X yr , anche 

J3  Jti  il  il  li  H 

Z v A 

^ e eguale  ad  ^ , e ciò  pel  corollario  X de  principj;  adunque  in  virtù  del 

Z A 

medesimo  corollario  X de’  principj  essendo  A ® uguale  alla  B. 

E questa  è la  prova  della  terza  parte. 

A 

IV.  Se  poi  la  A è uguale  alla  B,  la  proporzione  s sarà  d’egualità, 

li 

F A F A F 

e pel  corollario  VTI  de’  principj  — sarà  eguale  ad  -=•  x tv  > cioè  ~ x 

ti  li  H a li 


sarà  eguale  ad  ==• 

a 

E questa  è la  prova  della  quarta  parte. 

A F 

Teorema  XX.  — Rappresentino  -=■ , ed  — due  proporzioni  in  ge- 

a a 

nerale,  come  nel  teorema  precedente,  e sieno  le  quattro  grandezze  X,  Y , 
S,  T tal,,  ohe  abbiasi  J - S ■ Y ~ B ’ 2 ~ H ’ T ~ H ’ 
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Q 


del  teorema  dinotano  in  generale  qualunque  proporzione;  adunque  ap- 


plicando il  teorema  a questo  corollario,  si  vede,  che  siccome  nel  teo- 

V B 

rema  la  — . così  in  questo  corollario  la  dovrà  esser  maggiore,  ovvero 

T 

respettivamente  minore  di  -g- , cioè  trasponendo  pel  corollario  XIV  dei 

fjl 

principj,  ^ sarà  minore,  o respettivamente  maggiore  di  • 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Prendasi  pel  postulato 

4.  Z Z 

la  X tale,  ohe  ~ sia  eguale  a ; adunque  essendo  -=■  maggiore,  ovvero 

A K il 

A A 

minore  di  anche  sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di 

L)  A 

jy  pel  corollario  VI  del  teorema  II,  ma  nel  teorema  XXII,  e la  defini- 
ti 4 X 

zione  XII  !,  la  --  è composta  anche  delle  due  proporzioni  , sic- 

l)  A L) 

A Z T 

come  per  l’ ipotesi  la  stessa  è composta  delle  due  proporzioni  -D  . , 

L)  li  ò 

A Z 

adunque  supponendosi  = eguale  a -g,  sussisterà  pel  teorema  XXIV 

A il 

A A X T 

questa  proporzionalità  ^ ^ ; e conseguentemente  pel  corollario  X 

, , • • • , X T 

de  principj  sara  ' 

• .4 

Ora  essendosi  provato  di  sopra,  che  è maggiore,  ovvero  respetti- 

A 

A 

vamente  minore  di  , sarà  pel  secondo  articolo  del  corollario  XVI  dei 

principj  la  X minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  della  D;  e quindi 

X T 

essendosi  parimente  dimostrato  di  sopra,  che  — è uguale  a ne  siegue 

pel  corollario  X de’  principj  che  T è medesimamente  minore,  ovvero 
respettivamente  maggiore  di  S,  ec. 


Corollario  IT.  — Sia  la  proporzione  — maggiore,  ovvero  minore 

A 

della  proporzione  d’egualità,  e la  stessa  — sia  composta  delle  due  prò- 


7 — Tomo  I. 
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Z T Z 

porzioni  ^ : sia  in  oltre  una  delle  proporzioni  componenti  v.  g.  -= 

il  Ò £1 

A 

maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  io  dico,  che  l’altra  pro- 
T 

porzione  componente  è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  della 
proporzione  componente  ~ 

il 

A B 

I.  Imperocché  per  l’ipotesi  maggiore,  o minore  di  ^ cioè  tra- 

aponendo  pel  corollario  XIV  de’  principi  g > © minore,  ovvero  respetti- 
A 

vamente  maggiore  di  ^ ; ma  nel  precedente  corollario  si  è provato  che 

fjì  £ 

~ è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  — ; adunque  pel  corol- 

T 

lario  V del  teorema  II  è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore 
A 

z 

II.  Di  più  per  l’ ipotesi  7.  è maggiore,  ovvero  respettivamente  mi- 

K 

A A 

nore  di  cioè  trasponendo  pel  corollario  XIV  de’  principi  — è minore, 

z 

ovvero  respettivamente  maggiore  di  ^ ; ma  si  è provato  nel  primo  punto 

K 

T . A 

che-  è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  ^ ; adunque  pel 

T 

corollario  V del  teorema  II  è minore,  ovvero  respettivamente  mag- 

• ^ Z 
giore  di  ^ • 


Teorema  XXIX.  — Le  lettere  a , e ,o  ,u  rappresentino  generalmente 

quattro  proporzioni;  io  dico,  che  ^ sta  ad  come  axu  sta  ad  exo: 

cioè  la  proporzione,  che  à la  prima  proporzione  (a)  verso  la  seconda 
(e)  sta  alla  proporzione,  che  à la  terza  proporzione  ( o ) verso  la  quarta 
(u),  come  il  prodotto  delle  due  proporzioni  estreme  (cioè  axu)  sta  al 
prodotto  delle  due  medie  (cioè  ad  exo). 


delle  proporzioni  geometbiche 
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Dimostrazione.  ■ — Si  moltiplichino  la  prima  proporzione  (a),  e la 
seconda  (e)  per  la  quarta  (u),  e i due  prodotti  axu  , eXu  saranno  tra 

Q>  X CL 

loro  come  (a)  ad  (e)  pel  teorema  XXIV,  cioè  sarà  = — : si  molti- 

plichino  ancora  la  terza  proporzione  (o),  e la  quarta  (u)  per  la  seconda 

O X 6 O 

(e),  e si  avrà  similmente  per  lo  stesso  teorema  XXIV  — — = — ; ovvero 
v ’ r uxe  u 


in  virtù  del  teorema  XXIII.  e del  corollario  IX  de’  principj 


eXo  o 
eXu  u! 


axu  , , exo 

ma  sta  ad , 

exu  eXu 


come  axu  sta  ad  exo  pel  teorema  III  ; adunque 


ponendo  in  quest’ultima  proporzionalità  in  luogo  di 


aXo 

, e di 

exu 


eXo_ 

exu 


le 


respettive  proporzioni  ad  esse  eguali  * , ed 


si  avrà  pel  corollario 


IX  de’  principj  — • ° : : axu  . exo.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 
e u 

È superfluo  l’avvertire,  che  in  virtù  del  teorema  III  può  sostituirsi 
uxa  in  luogo  di  axu,  ed  o X e in  cambio  di  e X o,  senza  turbare  le  pro- 
porzioni esposte  in  questo  teorema,  e nella  sua  dimostrazione. 


Corollario  I.  — Se  il  prodotto  delle  due  proporzioni  estreme  axu 
sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  del  prodotto  delle  due  propor- 
zioni medie  exo,  anche  - sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  re- 

spettivamente  di  — • 

E all’incontro,  se  ™ è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  ^ , 

anche  il  prodotto  axu  delle  due  proporzioni  estreme  sarà  eguale,  ov- 
vero respettivamente  maggiore  o minore  delle  due  proporzioni  medie, 
cioè  di  exo.  Tutto  ciò  pel  corollario  X de’  principj. 

Corollario  II.  — Due  proporzioni  sono  tra  loro  come  la  propor- 
zione, che  passa  tra  i loro  antecedenti  è alla  proporzione,  che  passa 

A C 

tra  i loro  conseguenti:  rappresentino  ^ qualunque  coppia  di  propor- 
zioni, i quattro  termini  delle  quali  sieno  tra  loro  omogenei;  io  dico  che 
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ACAB  AB 

— ; imperocché  pel  teorema  XXII  ^ x^.  (prodotto  delle  due 

D JJ  U JJ  .LJ  JJ 

A C A 

proporzioni  estreme)  è aguale  ad  -=r , e x>f  (prodotto  delle  due  prò- 

*“  U JJ  o 

A C 

porzioni  medie),  ovvero  ^x-p: , che  pel  teorema  XXIII  gli  è uguale,  si 

o u 

A 

eguaglia  anch’esso  pel  teorema  XXII  alla  stessa  proporzione  — ; adunque 

in  virtù  del  precedente  corollario  ^ sta  a ~ , come  sta  a ~ ; mentre 

A 0 

la  proporzione,  che  à la  ^ verso  la  j-  è eguale  alla  proporzione,  che 
A B 

à la  p verso  la  — ; vale  a dire,  secondo  l’espressione  del  medesimo 
corollario  precedente,  **  è uguale  ad  - • 

Corollario  III  dedotto  dal  II.  — Laonde  pel  corollario  X de’  prin- 

A , , . C , A 

cip],  se  jj  e uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  — , anche  jj  «ara 
JJ  JJ  O 

eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  ^ . 

E versa-vice,  se  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  ^ , 
O JJ 

A G 

anche  ~ sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  — . 

Questo  corollario  comprende  le  proposizioni  XYI,  e XVII  del  V 
libro  d’ Euclide. 

E comprende  ancora  il  teorema  XI  di  questo  trattato. 


Corollario  IV  dedotto  dal  II.  — Abbiasi  questa  proporzionalità 

A C E G . ..  , . , , ; 

B D ' 'F'H]  10  dlco’  °“e  su8818te  quest  altra  proporzionalità 

A B E F 
C D ' ' G H' 


A C E G 

Imperocché  per  l’ipotesi  Jj  ' J)  : : J?'  ma  Pel  corollario  II  di  questo 

teorema,  e trasponendo  ~qD'BTÌ  ' e Per  1°  stesso  corollario,  e traspo- 

, E F E G , . _ . VTT  . , ...AB  E F 

nendo  • — : : ■ -=  ; adunque  pel  corollario  XII  de  prmcip]  . 

(r  n Jf  tl  V D G H 
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Scolio.  — Da  questo  corollario  IV  può  dedursi  la  dimostrazione 
del  seguente 

A C 

Teorema.  — Esprimano  ^ , e ^ due  proporzioni  in  generale  tali 

però,  che  i termini  di  ambedue  sieno  tra  loro  omogenei,  e una  terza 
E C 

proporzione  ^ sia  eguale  alla  proporzione  , con  questo,  che  i termini 
E 

di  — sieno  omogenei  ai  termini  delle  altre  due  proporzioni;  io  dico,  che 
È 


sussiste  questa  proporzionalità: 


AB  AB 
E'F'C'D 


E G 

Dimostrazione.  — Supponendosi  p=p  sarà  pel  corollario  Vili 

4 E A C . . . A B A B 

de  principi  77  • : : • 77  > e Per  questo  corollario  si  avra  ^ ^ : : 77  • 


B F ' B D 
il  che  dovea  dimostrarsi. 


G D’ 


Corollario  V.  — Due  proporzioni  sono  tra  loro,  com’esse  medesime 

rovesciate,  e posposte,  cioè  ^ sta  a ^ , come  ^ sta  a . 

Imperocché  pel  teorema  XXII  il  prodotto  delle  due  proporzioni 

AB  A 

estreme  di  questa  proporzionalità,  cioè  è uguale  ad  — , e il  pro- 

G D C 

dotto  delle  due  proporzioni  medie,  cioè  - è uguale  a ^ ; ma  pel  co- 

A C 

rollario  VII  de’  principi  4 = q > adunque  pel  corollario  I di  questo  teo- 

A G 

proporzione,  che  ha  la  ^ alla  è uguale  alla  proporzione,  che 


rema 


D 


ha  la  ^ alla  , vale  a dire  ^ sta  a -=-  come  — sta  a . 

C A B D G A 

Seconda  dimostrazione  di  questo  corollario,  — Pel  corollario  V del  teo- 

A V D D 

rema  IX  si  ha  ■ — , e pel  corollario  IV  dello  stesso  teorema  IX 

D D (J  A 

. , G C D B .AG  DB 

si  ha  ancora  ^ ^ ■ '■  • -j  i adunque  per  1 egualità  ordinata  jp  — ''g'A' 

Terza  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  corollario  V del  teo- 
A C B B 

rema  IX  abbiamo  jj' g‘-  '•  4’  e P6^  corollario  IV  del  medesimo  teo- 

C C DB  A C DB 

rema  ^ - =r  : : 7?  • , adunque  per  1 egualità  perturbata  w • 77  ■ : 77  • -7  ■ 

1/  O O f)  (/  A 
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Corollario  VI  dedotto  dal  V.  — E quindi  pel  corollario  X dei 

principi,  se  è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  , anche  sarà 
i5  JJ  G 

B 

eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  -j,  e conseguen- 
temente, se  J è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  ^ , sarà  ~ e- 
B DA 

D 

guale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  n , e ciò  pel  co- 

G 

rollario  XIV  de’  principi,  ovvero  pel  corollario  I del  teorema  II. 

Questo  corollario  comprende  il  corollario  della  proposizione  IV  del 
V libro  d’Euclide,  e la  proposizione  XXVI  del  medesimo  libro. 
Comprende  ancora  il  teorema  X di  questo  trattato. 

A C 

Corollario  VII.  — Dinotino  ^ . e ^ due  proporzioni,  i quattro 

termini  delle  quali  sieno  omogenei;  io  dico,  che  ~ sta  a ^ , come  ~ 

^ ri  D 1> 

sta  a ~r , 

A 

A C 

Imperocché  ^x-7  (prodotto  dalle  due  proporzioni  estreme),  ovvero 
li  A 

°he  gli  equivale,  s’eguaglia  a e a questa  medesima  ^ s’e- 
C D 

guaglia  -j-  x j>  (prodotto  delle  due  proporzioni  medie);  adunque  pel  co- 
rollario I di  questo  teorema  sussiste  l’infrascritta  proporzionalità: 

A C D C 
B'D  " B A' 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  corollario  II  di  questo 
A C AB 

teorema  si  ha  „ ■ y:  : : ^ , e pel  corollario  V di  questo  teorema  si  ha 

Jj  1/  G Jj 

A B D C , , 11  • tt  j > • . . A C DO 

~ri  ’T\:-  5-  • ~r  i adunque  pel  corollario  XI  de  principi  ::  ^ • -j- . 

C JJ  JJ  A JJ  JJ  JJ  A 


Corollario  Vili.  — Qualsivoglia  proporzione  è alla  proporzione  di 
egualità,  come  la  proporzione  d’egualità  è alla  suddetta  proporzione  ro- 
A C C B 


vesciata,  cioè 


B C'C  A 
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teorema 


A B 

Imperocché  il  prodotto  delle  due  proporzioni  estreme,  cioè  X x è 

B A 

A 

uguale  ad  ^ pel  teorema  XXII,  e il  prodotto  delle  due  proporzioni 

c c c 

medie,  cioè  è uguale  a ^ per  l’articolo  V dello  scolio  annesso  alla 

A G 

definizione  XXII;  ma  adunque  pel  primo  corollario  di  questo 

A C G B 

b‘c"c'  a 

Seconda  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  corollario  V del 

T„  ..AB  B B , 
teorema  IX  si  à B'b''b  T’  adunque,  ec. 

Terza  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  corollario  IV  del  teo- 
A A A B 

rema  IX  si  à - -j  ; adunque,  ec. 

Quarta  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  primo  corollario  del 
AB  AB 

teorema  IV  si  ottiene  1['  A - ma  Pe^  corollario  VII  de’  prinoipj 

B A 

; adunque,  ec. 

B A 

Quinta  dimostrazione  di  questo  corollario.  — • Pel  teorema  Vili 

A A B B AB 

• -j  ::  > Pel  corollario  VII  de’ principi  -^  = -g  ; adunque,  ec. 


Teorema  XXX.  — Abbiasi  questa  proporzionalità: 


(1) 


AG  E G 
B D ” FH’ 


Io  dico,  che  si  avrà  anche  quest’altra: 

A H..B  G 
ED  F'C' 


A.  E 

I termini  delle  due  proporzioni  ^ , = debbono  essere  omogenei  tra 

jj  a 

0 G 

loro,  e i termini  delle  due  proporzidni  -=r , -=  debbono  essere  omogenei 

Da 

tra  loro. 
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Dimostrazione.  — Permutando  la.  proporzionalità  ( 1 ) si  à 

A E C G 
B F " D'H ’ 

AB  4.  E 

ma  pel  corollario  II  del  teorema  XXIX,  e trasponendo  -=  • ^ ::  — , e 

E F B F 

, JJ  Q 

pel  corollario  VII  dello  stesso  teorema,  e trasponendo  ~ sta  a ~ > come 

L)  O 

G G A ..  . VTT  ...  A B H G 

a — ; adunque  pel  corollario  Xil  de  principi  ~ - ^ : : — . — , e per- 


D H 

. AH  BG 

mutando  -=•-=-  : : 7.  — Il  che  dovea  dimostrarsi. 
E I)  F C 


E F D H 


Teorema  XXXI.  — Abbiasi  questa  proporzionalità: 


(1) 


A C E G 
B D "F'h' 


...  e 


E rappresenti  — qualsivoglia  proporzione;  io  dico,  che  sussiste  questa 
proporzionalità: 

A Q H E Q D 
( ) BRX  G'FRXC' 


Dimostrazione.  — Dalla  proporzionalità  (1)  si  deduce  permutando 
A E C G 

quest’altra  —•  — ::  e quindi  pel  corollario  V del  teorema  XXIX 

4 E B D 

si  à 77  ■ : : 77  • 7T  > ma  pel  corollario  VII  del  teorema  XXIV 

B F G C r 

Q H Q D.HD 
RXG'RXG  " G'C  ’ 

A 1 „ • vt  j » ...  A E Q H Q J) 

adunque  pel  corollario  XI  de  princip]  77  • e,  : : d"  X 77  ' d X 77  > u permu- 

B P R G R G 

, A Q H E Q I) 
tondo  b ' rx  g F RXC 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Corollario.  — Se  Q è uguale  ad  R la  proporzione  ~ sarà  propor- 

li 

zione  d’egualità,  onde  per  l’articolo  quarto  dello  scolio,  che  precede  il 

. YVTT  Q H , . , H Q D , . D 

teorema  XXII  X 77  e uguale  ad  — , e e uguale  a , e perciò 

li  Cr  (jt  M L'  C 
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sostituendo  nella  proporzionalità  (2)  in  vece  di^x^r,  e le  due 

n (jt  a (_/ 

H D 

proporzionalità  respettivamentc  eguali  g-,  e si  vedrà,  che  posta  la 

. ....  A C E G . . , AH  ED. 

proporzionalità  ^ ■ — : : p'  sussiste  quest  altra  77  Vr  : ■ p'Q  ’ *a  fluale 

si  dimostra  ancora,  valendosi  del  medesimo  tenore  della  dimostrazione 
del  teorema. 


Definizione  XXIV.  — Si  dice,  che  molte  grandezze  omogenee  sono 
in  proporzione  geometrica  continua,  quando  la  prima  è alla  seconda,  come 
la  seconda  alla  terza,  e la  seconda  alla  terza,  come  la  terza  alla  quarta, 
e così  sempre,  ec.  In  somma  molte  grandezze  sono  in  proporzione  geo- 
metrica continua,  quando  a riserva  della  prima,  che  è solamente  ante- 
cedente, e dell’ultima,  che  è solamente  conseguente,  ciascuna  delle  gran- 
dezze intermedie  è antecedente,  c conseguente  di  proporzioni  eguali. 

Le  grandezze  intermedie  possono  essere  una,  o molte,  e si  chiamano 
medie  proporzionali. 

Teorema  XXXII.  — La  massima,  e la  minima  di  quattro  gran- 
dezze proporzionali  omogenee  fanno  una  somma  maggiore  della  somma 
delle  altre  due. 

Scolio.  — Prima  di  passare  alla  dimostrazione  si  rifletta,  che  se  la 
grandezza  massima  non  fosse  la  prima  della  proporzionalità,  potrebbesi 
sempre  dargli  il  primo  luogo  (cambiando  l’ordine  de’  suoi  termini)  senza 
turbare  la  proporzionalità,  e ciò  con  quel  modo  d’arguire,  che  si  chiama 
convertendo,  o con  quell’ altro,  che  chiamasi  trasponendo,  o con  ambedue 
i modi  insieme. 

Suppongo  pertanto,  che  nella  proporzionalità  A . B ::  C . D.  la  prima 
grandezza  A sia  la  massima;  adunque  essendo  il  primo  antecedente  A 
maggiore  del  primo  conseguente  B,  anche  il  secondo  antecedente  C sarà 
maggiore  del  secondo  conseguente  D pel  corollario  X de’  principj,  ma 
pel  corollario  del  teorema  XI  essendo  il  primo  antecedente  A (come  si 
suppone)  maggiore  del  secondo  antecedente  C,  sarà  ancora  il  primo  con- 
seguente B maggiore  del  secondo  conseguente  D;  adunque  D sarà  la  mi- 
nima delle  quattro  grandezze  proporzionali  suddette,  e dovrà  provarsi 
che  A + D è maggiore  di  fi  + C. 
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Dimostrazione.  — Poiché  si  ha  per  l’ipotesi 


A 

B 


C 
D ’ 


si  avrà  divi- 


dendo pel  corollario  XI  del  teorema  II 


A-B  C-D 

______ _ _____  , 


e permutando 


B ; ma  nello  scolio  antecedente  si  è provato  B maggiore  di  D; 
O — L)  JL) 

adunque  pel  corollario  X de’  principj,  anche  A — B è maggiore  di  C — D; 
laonde  aggiungendo  a ciascuna  di  queste  due  grandezze  disuguali  una 
medesima  grandezza  B + D,  ne  risulterà  A—B  + B + D da  una  parte, 
maggiore  di  C — D + B D dall’altra,  cioè  per  l’assioma  V,  ne  risul- 
terà A + D maggiore  di  C + B;  imperocché  A — B+B  + D=A  + .D,  e 
C — D + B + D = 0 + B . Il  che  do vea  dimostrarsi. 

In  questo  teorema  si  dimostra  la  proposizione  XXV  del  V libro  di 
Euclide. 


Corollario.  — Se  le  tre  grandezze  A,  B,  D sono  in  proporzione 
geometrica  continua,  A + D somma  delle  due  estreme,  è maggiore  di  2 B, 
doppia  della  media. 

Imperocché,  supponendo  C = B nella  proporzionalità  A . B ::C  . D, 
considerata  nella  dimostrazione  di  questo  teorema,  essa  si  muterà  nella 
seguente  A . B : : B . D,  ed  essendosi  ivi  provato  A + I)  maggiore  di  B+C, 
la  sostituzione  di  B in  vece  di  C fatta  in  questo  secondo  aggregato, 
mostrerà  A + D maggiore  di  2 B. 


Teorema  XXXIII.  — Dinotino 


A C 
B D d” 


proporzioni,  la  prima 


delle  quali  sia  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  seconda,  e i loro 
conseguenti  sieno  minori  de’  proprj  antecedenti;  non  essendo  però  ne- 
cessario, che  i due  termini  della  prima  proporzione  sieno  omogenei  a 
quelli  della  seconda. 


Io  dico  primieramente,  che 


A—B 


è uguale,  ovvero  respettivamente 


maggiore,  o minore  di  '■  dico  in  secondo  luogo,  che  ^ £ è uguale, 

ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  ^ y.- 

C — D 


Definizione  XXV.  — Il  modo  d’argomentare,  espresso  nella  se- 
conda parte  di  questo  teorema,  chiamasi  conversion  di  proporzione. 

Dimostrazione  del  teorema.  — Primieramente  per  l’ipotesi,  e pel  co- 
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rollano  VI  del  teorema  XXIX  -j  è uguale,  ovvero  respettivamente  mi- 

D A C 

nore,  o maggiore  di  ; ma  pel  corollario  VII  de’  principi  -j  = ; adunque 

O A (j 

^4  b ^ b 

— -r , cioè  per  l’assioma  VII  -■ -, — è uguale,  ovvero  respettivamente 
A A A 

C D C—D 

maggiore,  o minore  di  cioè  per  l’assioma  VII  dij  — =- — . E questa 

OC  u 

è la  dimostrazione  della  prima  parte. 

A B 

Secondariamente,  essendosi  qui  provato,  che  — . — è uguale,  ovvero 

A 

Q JJ 

respettivamente  maggiore,  o minore  di  - n — , ne  siegue  pel  corollario  VI 

o 

A 

del  teorema  XXIX,  cioè  convertendo,  che  -j — = è uguale,  ovvero  respet- 

A — U 

c 

tivamente  minore,  o maggiore  di  n . È questa  la  prova  della  se- 

O — L) 

conda  parte. 

Sono  compresi  nella  seconda  parte  di  questo  teorema  il  corollario 
della  proposizione  XIX  del  V libro  d’ Euclide,  e la  proposizione  XXX 
del  medesimo  libro. 

A 

Teorema  XXXIV.  — Sia  qualunque  proporzione  j.  eguale,  ovvero 


maggiore,  o minore  di  qualunque  altra  proporzione  — • 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  è uguale,  ovvero  respettivamente 


minore,  o maggiore  di 


C + D 


Dico  in  secondo  luogo  che  ^ ^ è uguale,  ovvero  respettivamente 

C 

maggiore,  o minore  di  ^ ^ 

Definizione  XXVI.  — Il  modo  d’argomentare  espresso  nella  prima 
parte  di  questo  teorema  chiamasi  composizion  conversa  di  proporzione. 


Definizione  XXVII.  — L’altro  modo  d’ argomentare  espresso  nella 
seconda  parte  di  questo  teorema  chiamasi  composizion  contraria  di  pro- 
porzione. 
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Dimostrazione  del  teorema,  — Primo;  poiché  per  l’ipotesi,  e pel  co- 
rollario VI  del  teorema  XXIX  ^ deve  essere  eguale,  ovvero  respettiva- 

D A C 

mente  minore,  o maggiore  di  —,  ed  è di  più  —r  eguale  a = pel  corol- 

G A G 

A B 

lario  VII  de’  principj  ne  siegue,  che  -j+~j  , cioè  per  l’asssioma  Vili 

~ A -ri 

—t—  è uguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  ~ 

A.  G G 

C -\-jy 

cioè  per  l’assioma  Vili  di  : e questa  è la  prova  della  prima  parte. 

G 

A+B  , 

Secondo;  si  è qui  dimostrato,  che  --v—  è uguale,  ovvero  respctti- 

vamente  minore,  o maggiore  di  — — — ; adunque  convertendo  pel  corol- 

G 

lario  VI  del  teorema  XXII  ® uguale,  ovvero  respettivamente  mag- 

A -f-  ij 

c 

giore,  o minore  di  -, — . E questa  è la  dimostrazione  della  seconda 
parte. 


A C 

Teorema  XXXV.  — Rappresentino  ^ = j-  due  proporzioni  tali,  che 

l’antecedente  della  prima  superi  l’antecedente  della  seconda,  e il  con- 
seguente della  prima  sia  parimente  maggiore  della  seconda;  e sia  la  pro- 
zi C 

porzione  ^ eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  proporzione  — ; io 

, A— C , . . . 

dico,  che  -jj-  j.  e uguale,  ovvero  respettivamento  maggiore,  o minore 

< 

A 

Dimostrazione.  — Essendo  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore 

G 4 

di  -=,  è ancora  'permutando  pel  corollario  III  del  teorema  XXIX 
JJ  G 

eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  , e per  la  prima 

A — C „ 

parte  del  teorema  XXXIII  — - — è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 

o minore  di  ; adunque  nuovamente  permutando  ^ ^ è uguale,  ov- 

A 

vero  respettivamente  maggioie,  o minore  di  ^ . Il  che  dovea  dimostrarsi. 
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Questo  teorema  contiene  le  proposizioni  XIX  e XXXIII  del  V libro 
d’Euclide. 

Contiene  ancora  il  corollario  XXVIII  de’  principi. 


A 0 

Corollario.  — Essendo  dimostrato  ~ — =,  eguale,  ovvero  respet- 

Ji — 1) 

A A 

tivamente  maggiore,  o minore  di  -g,  ed  essendosi  per  l’ ipotesi  yy  eguale, 

Q 

ovvero  maggiore,  o minore  di  y-,  ne  siegue  pel  corollario  XI  de’  prin- 

A Q 

cipj,  ovvero  pel  corollario  V del  teorema  II,  che  — — è uguale,  ovvero 


respettivamente  maggiore,  o minore  di 


. C 


D 


Ciò  potrebbe  provarsi  ancora  immediatamente  così: 

A 

Nella  dimostrazione  si  è provato  essere  - eguale,  ovvero  respetti- 

o 

J £ 

vamente  maggiore,  o minore  di  adunque  dividendo  pel  corollario  XII 


del 


A-0  , 


teorema  II  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 

(y 

g Q 

nore  di  — , o permutando  pel  corollario  III  del  teorema  XXIX  ^ ^ 

C 

è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  — 


A C 

Teorema  XXXVI.  — Esprimano  e — due  proporzioni,  e i quattro 

Jt>  !) 

termini  di  ambedue  sieno  tra  loro  omogenei:  sia  in  oltre  la  prima  di 
esse  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  seconda; 

A + C 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  ^ ^ è uguale,  ovvero  respettivamente 

. ’ . A 

minore,  o maggiore  di  • 

4 + C' 

Dico  in  secondo  luogo,  che  ® uguale,  ovvero  respettivamente 


maggiore,  o minore  di 


G 

D' 
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Dimostrazione  della  prima  parte.  — Giacché  si  suppone  eguale, 

C 

ovvero  maggiore,  o minore  di  , sarà  permutando  pel  corollario  III  del 

A . . 

teorema  XXIX  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 

o 

di  ^ , e per  la  prima  parte  del  teorema  XXXIV  sarà  — ——  eguale,  ov- 
I)  A 


vero  respettivamente  minore,  o maggiore  di 


. B+D 


B 


, e di  nuovo  permu- 


A + C 

tando  „ ^ sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore 


B+D 


A 


di  ^ Il  che  dovea  primieramente  dimostrarsi. 

jD 

Dimostrazione  della  secoììda  parte.  — Nella  prima  parte  si  è provato, 

A . B 

che  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  y-  ; adun- 

C J-S 

A + C y 

que  componendo  pel  corollario  VII  del  teorema  II,  ^ è uguale,  ov- 
vero respettivamente  maggiore,  o minore  di  - ^ — , e permutando  pel 

A + C 

corollario  III  del  teorema  XXIX,  ^ ^ è uguale,  ovvero  respettiva- 

Q 

mente  maggiore,  o minore  di  — • Il  che  dovea  secondariamente  dimo- 
strarsi. 


Corollario  I.  — Sia  dato  qualunque  numero  di  proporzioni,  i ter- 

4 0 E G 

mini  delle  quali  sieno  tutti  omogenei,  v.g.  ^ > c la  prima  di 

B D UH 

esse  sia  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  seconda;  la  seconda  sia 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della  terza;  la  terza 
sia  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della  quarta,  e 
così  sempre,  ec. 

Io  dico,  che  la  proporzione  della  somma  di  tutti  gli  antecedenti  verso 
la  somma  di  tutti  i conseguenti  è uguale,  ovvero  respettivamente  mag- 
giore, o minore  dell’ultima  delle  proporzioni  date:  cioè  per  cagion  di 
A+C+E+G.  . 

esempio  ^ ^ ^ p+H  e uSua  - ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 


nore di 


. G 


H 
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A + C . 

Imperocché  per  la  seconda  parte  di  questo  teorema  ^ + f)  ® ugua^e> 

C 

ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  ^ e conseguentemente 

F C 

di  = , a cui  la  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore, 
1*  JJ  * 

e ciò  pel  corollario  XI  de’  principi,  ovvero  pel  corollario  V del  teo- 
rema II;  adunque  per  la  seconda  parte  del  presente  teorema 

E 

è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  . 

E 

Similmente  essendosi  supposto  „ eguale,  ovvero  respettivamente 

maggiore,  o minore  di  ^ ; ed  essendosi  provato  essere  ^ ^ ^ eguale, 

M Li  + JJ  + ih 

E 

ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  , sarà  eziandio  eguale, 

r 

G E 

ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  ^ , a cui  =,  è uguale,  ov- 

H r 

vero  respettivamente  maggiore,  o minore,  e questo  pel  corollario  XI  dei 
principi,  ovvero  pel  corollario  V del  teorema  II;  laonde  per  la  seconda 

parte  di  questo  teorema  sara  jf^Tjy+jE+H  egua^e>  ovvero  respettiva- 

mente  maggiore,  o minore  di  ^ : 

ti 

Lo  stesso  raziocinio  vale  in  qualsivoglia  numero  di  proporzioni, 
procedendo  gradatamente  dalle  quattro  proporzioni  alle  cinque,  dalle 
cinque  alle  sei,  e così  in  infinito;  adunque  il  corollario  è general- 
mente vero. 


Corollario  li  dedotto  dal  I.  — Se  tutte  le  proporzioni  date  sono 
eguali  tra  loro,  la  somma  degli  antecedenti  sta  alla  somma  dei  conse- 
guenti, come  l’antecedente  di  ciascuna  delle  proporzioni  date  sta  al  suo 
conseguente. 

Imperocché  si  è provato  nel  corollario  precedente,  che  in  tal  caso 
B^TT+F'+  H 6 u®ua^e  a jj  > e Per  » ipotesi  ciascuna  delle  proporzioni 
* G 

date  è uguale  a adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  la  propor- 
H 
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zione,  che  ha  la  somma  degli  antecedenti  verso  la  somma  do’  consc- 
guenti, è uguale  a ciascuna  delle  proporzioni  date. 

Il  primo  di  questi  due  corollarj  comprende  la  terza  parte  della  pro- 
posizione XXXIV  del  V libro  d’ Euclide;  e il  secondo  contiene  la  propo- 
sizione XII  del  medesimo  libro,  come  anche  il  corollario  XXIV  ancora 
de’  principi. 


Corollario  III.  — Ferme  rimanendo  le  supposizioni  del  I corollario; 
io  dico,  che  la  proporzione  di  tutti  gli  antecedenti  insieme  A + C + E + G,  ec. 
verso  tutti  i conseguenti  insieme  B + D + F + H,  ec.  è uguale,  ovvero 
respettivamente  maggiore,  o minore  della  proporzione  di  tutti  gli  ante- 
cedenti senza  il  primo  verso  tutti  i conseguenti  senza  il  primo,  cioè  di 
C + E + G,  ec.  verso  D + F + H,  ec. 

Dico  in  oltre,  che  la  proporzione  di  tutti  gli  antecedenti  insieme 
A + C + E + C,  ec.  verso  tutti  i conseguenti  insieme  B + D + F + H,  ec. 
è uguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  della  proporzione 
del  primo  antecedente  A verso  il  primo  conseguente  B. 

I.  Imperocché  per  le  supposizioni,  e per  la  prima  parte  di  questo 


Q p Q 

teorema  -=- — è uguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  — ; 

U + -T  U 


C 

adunque  trasponendo,  pe’  corollarj  VI,  e XIV  de’  principi,  la  stessa  — 


C F 

è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  ; ma  per 

. A C 

l’ipotesi  g è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  — ; 


adunque  pel  corollario  XI  de’  principi,  ovvero  pel  corollario  V del  teo- 

A 

rema  II  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 


jj\yy  > e quindi  per  la  seconda  parte  del  presente  teorema  g y^yy 

Q _ j_ 

è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  g : e di 

■'  1 ■ , . . , . . , A -\-  C -{■  E . 

piu  per  la  prima  parte  di  questo  medesimo  teorema,  g ^ /)  + p e 

A 

uguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  g : ed  ecco  pro- 
vate ambedue  le  parti  di  questo  corollario  nel  caso  di  tre  proporzioni. 
II.  Da  ciò,  che  si  è provato  nel  punto  precedente  in  ordine  a tre 
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. C+ E+ 0 . 

proporzioni,  ne  siegue,  che  -= „ — TT  e uguale,  ovvero  respettivamente 

U + C + £1 

G 

minore,  o maggiore  di  f- , cioè  pe’  corollarj  VI,  e XIV  de’ principi  tra- 
* C 

sponendo,  j-  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 

G + E+G  ‘ . . A % 

— - ; ma  per  la  supposizione  -=  e uguale,  ovvero  respettivamente 

D -j-jT  £1  £> 

C A 

maggiore,  o minore  di  j-  ; adunque  è uguale,  ovvero  respettivamente 

0 _j_  -f-  & 

maggiore,  o minore  di  — — — — , in  virtù  del  corollario  XI  de’  prin- 

D + h + ri 

cip j , ovvero  del  corollario  V del  teorema  II,  e conseguentemente  per  la 

seconda  parte  del  presente  teorema  ^ ^ ^ è uguale,  ovvero  re- 

o -f-  D + _b  -\-  rL 

...  . . . 0+  E + G 

spettivamente  maggiore,  o minore  di  ^ ^ ^ — • 

E di  più  per  la  prima  parte  di  questo  medesimo  teorema 

A + C + E + G 


B+D+F+H 


A 


è uguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  ■ 

E così  rimane  dimostrata  l’una,  e l’altra  parte  del  corollario  pre- 
sente nel  caso  di  quattro  proporzioni  : con  lo  stesso  modo  si  procederà 
dalle  quattro  alle  cinque,  dalle  cinque  alle  sei,  e così  in  infinito;  di 
modo  che  il  corollario  è vero  generalmente. 

Nella  prima,  e seconda  parte  di  questo  corollario  si  comprendono  la 
prima,  e la  seconda  parte  della  proposizione  XXXIV  del  V libro 
d’ Euclide. 


Corollario  IV  dedotto  dal  II.  — Data  una  serie  di  qualunque 

A C F 

numero  di  proporzioni,  v.  g.  ec.,  tali  che  abbiano  tutti  i 

1S  JD  (x 

loro  termini  omogenei,  e che  ciascuna  di  esse  sia  maggiore,  ovvero 

P 

minore  della  proporzione  yr  ; io  dico,  che  la  somma  degli  antecedenti 

A+C  + .F,  ec.  delle  proporzioni  della  medesima  serie,  verso  la  somma 
de’  loro  conseguenti  B + D + G,  ec.  à una  proporzione  maggiore,  ovvero 


respettivamente  minore  di 


. P 


Q ' 


8 — Tomo  I 
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Imperocché  immaginando,  in  virtù  del  postulato,  i nuovi  antece- 
denti o,  c,  f,  ec.  alle  respetti  ve  proporzioni  della  prima  serie,  in  ma- 
niera che  abbiasi  questa  serie  di  proporzioni  ^ , y- , ^ , ec.  ciascuna 

IJ  U (t 

P 

delle  quali  sia  eguale  alla  proporzione  jr , sarà  pel  corollario  XVII  dei 

principj,  a minore,  ovvero  respetti vamente  maggiore  di  A,  e così  c di 
C,  ed  / di  F , ec.,  di  modo  che  la  somma  degli  antecedenti  della  prima 
serie  di  proporzioni,  cioè  A+C  + F,  ec.  sarà  maggiore,  ovvero  respet- 
tivamente  minore  della  somma  degli  antecedenti  della  seconda  serie  di 
proporzioni,  cioè  a + c + f,  ec.,  e conseguentemente  pel  corollario  XVII 
A + C + F 

de’  principj  gqTDqT#  ’ ec'  8ar^  maggi°re-  ovvero  respettivamente 
nore  di  ecc.  ma  pel  corollario  II  del  presente  teorema 


mi- 


B + D + G’ 


a + c+f 
B+D+G 


, ec. 


P A+C+F 

è uguale  a ^ ; adunque  pel  corollario  VI  del  teorema  II  D + Q ’ 6C‘  ® 


maggiore  di 


Q - 


Teorema  XXXVII.  — Sia  da  una  parte  una  serie  di  quante  si 
vogliano  proporzioni,  le  quali  abbiano  conseguenti  tra  loro  eguali,  v.  g. 
4.  13  O D 

ec.  e dall’altra  parte  sia  una  seconda  serie  d’altrettante 
M M M M r 

proporzioni  che  abbiano  anch’esse  conseguenti  tra  loro  eguali,  v.  g. 

ec.;  e sieno  inoltre  le  proporzioni  della  prima  serie  prese 

m m m m 

per  ordine  eguali,  ovvero  maggiori,  o minori  delle  proporzioni  della  se- 
conda serie,  prese  anch’esse  per  ordine,  cioè  sia  ~ eguale,  ovvero  mag- 
giore, o minore  di  ^ , sia  ~ eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 

b G 

o minore  di  — , come  pure  ^ eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 


o minore  di  —,  e così,  ec. 
m 


Io  dico,  ohe  la  somma  di  tutti  gli  antecedenti  delle  proporzioni  della 
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prima  serie,  cioè  A+B  + C + D,  ec.  verso  la  somma  di  tutti  i loro  con- 
seguenti eguali,  cioè  verso  M + M + M + M,  ecc.  à una  proporzione 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  quella,  che  inter- 
cede tra  la  somma  di  tutti  gli  antecedenti  delle  proporzioni  della  seconda 
serie,  cioè  a + b + c + d,  ec.  e la  somma  di  tutti  i loro  conseguenti  eguali, 
cioè  m + m + m + m,  ec.  e per  esprimerlo  succintamente;  io  dico,  che 
A + B + C + D , . 

M M + M — M ’ °C'  6 uSua  - ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 


nore di 


a+b+c+d 


m+m+m+m 

Tutti  i termini  delle  proporzioni  della  prima  serie  debbono  essere 
tra  loro  omogenei,  siccome  tutti  i termini  delle  proporzioni  della  seconda 
serie  esser  debbono  omogenei  tra  loro;  ma  non  è punto  necessario,  che 
i termini  della  seconda  serie  sieno  omogenei  ai  termini  della  prima. 


Dimostrazione.  — Pel  teorema  XXII,  e la  definizione  XXIII,  la 
A + B+C  + D , ec.  „ 

proporzione  M + M + m + m ^ ec  e composta  di  queste  due 


A+B  + C + D , ec. 


ed 


M 


siccome  la  proporzione 
a + b+c  + d , ec. 


M ™ M + M + M + M , ec.  ’ 

a + b + c + d , ec. 


m + m + m + m , ec. 
m 


è composta  di  queste  altre  due 


ed  — ; ma  pel  corollario  del  teorema  X 

m m+m+m+m 

M , , ..  m + m + m + m,  ec.  , 

M + M + M + M , ec.  6 m } u p 

-rr  vnr  A + B + C + D , ec.  . a + b+c  + d , ec. 

rema  XXIV  sta  ad come 

M + M + M+  M,  e c.  m + m + m + m,  e c. 

A + B + C+D,  ec.  , a+b+c+d,  ec.  . . .. 

ultime  proporzioni  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 

A 

della  seconda;  poiché  essendo  ^ eguale,  ovvero  maggiore,  o minore 


B 


di  — per  l’ipotesi,  e similmente  ^ eguale,  ovvero  respettivamente  mag- 
giore, o minore  di  sarà  pel  corollario  XII  del  teorema  II 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  > e per  la 
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stessa  ragione  ^ ^ sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 

• a + b + c . A+B+G+D,  ec.  , 

o minore  di  , e similmente  -, sara  eguale,  ov- 

m M ° 

. . a+b+c+d  ec. 

vero  respettivamente  maggiore,  o minore  di — fi- ; adunque 

7YI 

pel  I corollario  del  teorema  XXIV  r?— — sJ--— — — è uguale,  ovvero 

...  , . m+m+m+m, e c.  _ , 

respettivamente  maggiore,  o minore  di  — — . Il  che  dovea 

dimostrarsi. 


Corollario  I.  — Se  le  due  serie  di  proporzioni  fossero  l’ infrascritte 

MMMM  m m m m 

ec-  od  , -r,  ec.  costanti  ambedue  di  qualsi- 

A B C D a b c d 

voglia  numero  di  proporzioni  tali,  che  quelle  della  prima  serie  avessero 
tutti  gli  antecedenti  tra  loro  eguali,  e quelle  della  seconda  avessero  an- 
ch’es8e  tutte  gli  antecedenti  tra  loro  eguali. 

E di  più  le  proporzioni  della  prima  serie,  prese  per  ordine,  fossero 
eguali,  ovvero  maggiori,  o minori  delle  proporzioni  della  seconda  serie, 
prese  anch’esse  per  ordine. 

lo  dico,  che  ^+B  + G~+D^~ec~  sarebbe  uguale,  ovvero  respetti* 

m+m+m+m , ec. 

vamente  maggiore,  o minore  di  = , . 

fte  a+b+c+d,  ec. 

Imperocché  per  l’ipotesi,  e pel  corollario  VI  del  teorema  XXIX, 

cioè  convertendo  dalle  due  serie  di  questo  corollario  nascerebbero  le  due 

, A B G D , a b c d 

respettive  sene  che  sieguono:  ,7,7;,  ec.  ed  — , ec. 

1 6 MMMM  mmmm 

A 

tali,  che  sarebbe  eguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore 

,.  a B , , , . . . ,. 

di  m’ M sare  J je  e8ua^e>  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di 

b G , . . c 

— sarebbe  eguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  —, 

v , , M + M + M + M , ec. 

e cosi,  ec.  adunque  in  virtù  del  teorema  presente  — ,, — „ — _ 

H r A+B+C  + D,  ec 

sarebbe  eguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di 

m + m + m + m , ec. 
a + b+c  + d,  ec.  ’ 
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e conseguentemente  pel  citato  corollario  VI  del  teorema  XXIX,  vale  a 

j.  . , , , M -\-M  + M + M.  , ec.  . . 

dire  convertendo  si  avrebbe  — n eguale.,  ovvero  respetti- 


vamente  maggiore,  o minore  di 


A +B  + C + D , ec. 
m+m  + m + m , ec. 


«4 -b  + c+d , ec. 


Corollario  II.  — Data  una  serie  di  qualunque  numero  di  propor- 
A B C 

zioni  v.  g.  , ec.  tali,  che  abbiano  tutti  i loro  termini  omo- 

a b c 

genei,  e che  ciascuna  di  essa  sia  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore 
M 

della  proporzione  — ; io  dico,  che  la  somma  degli  antecedenti  A+B  + O, 

ec.  della  medesima  serie,  verso  la  somma  de’  conseguenti  di  essa 
a+ft+c,  ec.  à una  proporzione  uguale,  ovvero  respetti vamen te  mag- 

giore,  o minore  di  — . 

m 

A 

Imperocché,  avendosi  per  l’ipotesi  — eguale,  ovvero  maggiore,  o 
M 

minore  di  — , si  avrà  permutando,  in  vigore  del  corollario  III  del  teo- 


A 

M 


rema  XXIX  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 


di  ^ , e per  la  stessa  ragione  si  avrà  ^ eguale,  ovvero  respettivamente 
ò C 

maggiore,  o minore  di  — , e similmente  ~ eguale,  ovvero  respettivamente 

7Tb  iu 


maggiore,  o minore  di  —,  e così,  ec. 

m 

Vi  saranno  pertanto  due  nuove  serie  di  proporzioni,  cioè  ^ ^ > 

ec.  da  una  parte,  ed  — > — >— . ec.  dall’altra,  tali  che  le  proporzioni 

m m m r c 

della  prima  delle  due  nuove  serie  (prese  per  ordine)  sono  eguali,  ovvero 
respettivamente  maggiori,  o minori  delle  proporzioni  della  seconda  delle 
due  nuove  serie  (prese  anche  esse  per  ordine);  e tali  ancora,  che  le  pro- 
porzioni della  prima  di  dette  serie  hanno  i conseguenti  tra  loro  eguali, 
o le  proporzioni  della  seconda  di  esse  serie  hanno  parimente  i conse- 
guenti tra  loro  eguali. 

Laonde  per  questo  teorema  * ^ fi  ^ ^ eC’  è uguale,  ovvero  re- 
1 M - f M + M , ec.  6 
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xx-  x • ■ a + b + c , ec.  . 

spettivamente  maggiore,  o minore  di  --  - , e quindi  permu- 


m + m + m , ec. 

tando  in  virtù  del  corollario  III  del  teorema  XXIX  si  à 


A + B + (3  , ec. 


eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 


a + b + c,  ec. 

. M + M + M , ec. . 
m + m + m , ec.  ’ 


,1  ■ VVTTT  • , • - ■ M + M+M  , ec.  M 

ma  pel  corollario  XXVI  de  principi e uguale  ad  — ; 

m + m + m , e c.  m 

adunque  pel  corollario  VI  del  teorema  II  — — è uguale,  ov- 

' F a + b + c,  ec.  6 


vero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 


. M 


m 


Scolio.  — i.  In  questa  dimostrazione  si  sono  supposti  tacitamente 

M 

i termini  della  proporzione  data  omogenei  a quelli  della  serie  data 

AB  P 

— , — , eco.;  ma  se  la  proporzione  data  fosse  v.  g.  , e i di  lei  termini 
ab  y 

M 

non  omogenei  a quelli  della  serie  data,  allora  si  assumerebbe  — , i di 

M 

cui  termini  fossero  omogenei  a quelli  della  mentovata  serie,  ed  essa  — - 

fosse  eguale  a ~ ; indi  si  proverebbe  come  sopra,  che  — eo~ 

8 Q r a + b+c , ec. 

M 

sarebbe  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  -,  e per 


m 


P 


conseguenza  di  jr , in  virtù  del  corollario  XI  de’  principj,  e del  corol- 
V 

lario  VI  del  teorema  II. 

II.  Il  corollario  presente  non  solo  comprende  il  corollario  IV  del 
teorema  XXXVI,  ma  in  oltre  contiene  il  corollario  XXIV  de’  principj, 
cioè  il  corollario  II  del  teorema  XXXVI,  vale  a dire  la  proposizione  XII 

M P 

del  V libro  d’Euclide;  perchè  quando  , o sia  -q  è uguale  a ciascuna 

delle  proporzioni  della  serie  data,  essendo  in  tal  caso  v—  — ' — 

a+b+c,  ec. 

M P 

eguale  ad  — , ovvero  a (come  si  è dimostrato  in  questo  corollario,  e 
m y 

scolio),  deve  essere  eguale  anche  a ciascuna  delle  proporzioni  della  serie 
data,  e ciò  pel  corollario  XI  de’  principj. 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


119 


Teorema  XXXVIII.  — Rappresentino  S,  ed  s due  serie  di  quanti 
termini  si  vorranno,  con  questo  però,  che  Puna,  e Paltra  contengano 
egual  numero  di  termini , e che  i termini  di  S sieno  omogenei  ai  termini 
di  «;  M significhi  qualunque  moltitudine  de’  primi  termini  della  serie  S 
consecutivamente  presi,  ed  m una  egual  moltitudine  de*  primi  termini 
di  s consecutivamente  presi. 

Sia  in  oltre  la  proporzione  del  primo  termine  di  S al  primo  termine 
di  8 eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  proporzione  del  secondo 
termine  di  8 al  secondo  termine  di  s;  e la  proporzione  del  secondo  ter- 
mine di  S al  secondo  tormime  di  s sia  eguale,  ovvero  respettivamente 
maggiore,  o minore  della  proporzione  del  terzo  termine  di  S al  terzo 
termine  di  s,  e così  sempre,  ec. 

M 

Io  dico,  che  ^ ^ è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 
m 

minore  di  

8 — m 


Dimostrazione.  — Esprima  T l’ultimo  termine  di  M,  e t l’ultimo 
termine  di  m: 

M 

Pel  primo  corollario  del  teorema  XXXVI  — è uguale,  ovvero  re- 


spettivamente maggiore,  o minore  di 


T 


Per  la  seconda  parte  del  corollario  III  del  teorema  XXXVI 

T + (S-M) 


t + («  — m) 


T 


è uguale,  ovvero  respettivamente  minore,  o maggiore  di  — , cioè  pe’  co- 

v 

T 

rollar]  VI  e XIV  de’  principi  — è uguale,  ovvero  respettivamente  mag- 

v 

gioie,  o minore  di  , e conseguentemente  pel  corollario  XI 


t + (8  — m) 


M 


de’ principi,  ovvero  pel  corollario  V del  teorema  II  — è uguale,  ovvero 


m 


.....  . ,.  T+  (8 -li) 

respettivamente  maggiore,  o minore  di  ’ 

In  oltre  per  la  prima  parte  del  corollario  III  del  teorema  XXXVI 

T+(S-M)  , _ ^ 

t -f . (e~~ m)  6 u»uale>  ovvero  respetti vagente  maggiore,  o minore  di 
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^8  ^ ’ a<^unclue  P°1  corollario  XI  de’  principi,  ovvero  del  corollario  V 

M 

del  teorema  II  — è uguale,  ovvero  respetti vamente  maggiore,  o minore 

di  — — — e finalmente  permutando  pel  corollario  III  del  teorema  XXIX, 
s — m 

-■  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Corollario.  — Se  i termini  della  serie  8 sono  tali,  che  il  primo 
sia  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  del  secondo,  il  secondo  sia  eguale, 
ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del  terzo,  e così  sempre,  ec.  : 
e se  di  più,  tutti  i termini  della  serie  s sono  eguali  tra  loro,  io  dico, 

che  ® uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  m . 

Imperocché  per  la  supposizione,  e pel  corollario  VII  de’  principj, 
ovvero  pel  corollario  X del  teorema  II  la  proporzione  del  primo  termine 
di  8 al  secondo  termine  della  medesima  S sarà  eguale,  ovvero  respet- 
tivamente maggiore,  o minore  della  proporzione  del  primo  termine  di  s 
al  secondo  termine  della  medesima  s,  e permutando  pel  corollario  IH 
del  teorema  XXIX  il  primo  termine  di  S al  primo  termine  di  s avrà 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minor  proporzione,  che  il 
secondo  termine  di  8 al  secondo  termine  di  s. 

Similmente  si  proverà,  che  la  proporzione  del  secondo  termine  di  S 
al  secondo  termine  di  s ha  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 
minor  proporzione,  che  il  terzo  termine  di  S al  terzo  termine  di  s,  e 

M 

così  sempre,  ec.  adunque  pel  presente  teorema  - ^ e uguale,  ov- 

. . m 

vero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  — 


Teorema  XXXIX.  — Esprimano  8 ed  Su  due  sei ie  di  quanti  ter- 
mini si  vorranno,  purché  ambedu  contengano  un  egual  numero  di  ter- 
mini; non  essendo  però  necessario,  che  i termini  di  8 sipno  omogenei  ai 
termini  di  S0. 

Sia  inoltre,  il  primo  termine  della  serie  8 eguale,  ovvero  maggiore, 
o minore  del  secondo;  e il  secondo  sia  eguale  ovvero  respettivamente 
maggiore,  o minore  del  teizo.  e così  sempre,  ec.  ma  i termini  della 
serie  S0  sieno  tutti  eguali  tra  loro. 
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M significhi  qualunque  moltitudine  de’  primi  termini  della  serie  S 
consecutivamente  presi,  ed  M0  un’égual  moltitudine,  o sia  pluralità  dei 
primi  termini  della  serie  S0  consecutivamente  presi. 


Io  dico,  che  ^ è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 
,.M0 

minore  di  ~ ,,  • 

S„  — M0 

Dimostrazione  del  primo  caso,  quando  tutti  i termini  della  serie  S 
sono  eguali  tra  loro  — Chiamando  (a)  ciascuno  de’  termini  tra  loro  eguali 
della  serie  S,  e (6)  ciascuno  de’  termini  tra  loro  eguali  della  serie  S0, 
chiamando  ancora  (p)  il  numero  di  que’  termini,  sì  della  serie  S,  come 
della  serie  S0,  i quali  costituiscono  le  due  pluralità  M,  ed  M„  (plura- 
lità, che  sono  tra  loro  eguali  in  ordine  alla  moltitudine  de’  termini),  e 
finalmente  chiamando  ( q ) il  numero  di  que’  termini  sì  della  serie  S come 
della  serie  S„,  i quali  costituiscono  le  due  pluralità  S — M . ed  Su  — Mu 
(pluralità,  che  che  sono  tra  loro  eguali  in  ordine  alla  moltitudine  de’ 
termini);  si  ha  M = pa,  ed  M„  = pb,  come  pure  S — M = qa,  ed  S0  — M0  = qb; 


M 
S—M' 


di  maniera  che  ^ sarà  la  medesima  cosa,  che  - — , ed  sarà 


pa 
qa  ’ 


S0  — M0 


la  stessa  cosa,  che  ; e siccome  pel  teorema  VI  ^ a è uguale  a , 
qb  r qa  & qb 

così  £ ^ è uguale  ad  ^ . E questa  è la  prova  del  primo  caso. 


Dimostrazione  del  secondo,  e terzo  caso,  quando  i termini  della  serie 
S vanno  diminuendo,  o vanno  crescendo-  — S’immagini  una  serie  S00  tale, 
che  abbia  tanti  termini,  quanti  ne  ha  ìa  serie  S,  e che  tutti  i termini 
della  detta  serie  S00  sieno  eguali  all’ultimo  termine  di  M. 

Rappresenti  M00  una  moltitudine  de’  primi  termini  della  serie  So0 
consecutivamente  presi,  rappresenti,  dico,  una  moltitudine  di  detti  ter- 
mini eguali  alla  moltitudine,  o sia  pluralità  M,  de’  primi  termini  della 
serie  S,  consecutivamente  presi. 

Ciò  posto  per  la  dimostrazione  del  primo  caso  di  questo  teorema, 

Mou  M0  M _ 

sara  „ ,,  = „ M , ma  ^ sara  maggiore,  ovvero  respettiva 

&oa  d-Vl  oo  O0  IVI  q O ItL 

M00 

mente  minore  di  ‘-1^.-  , pel  terzo,  e quarto  punto  del  corollario  XX 

£>O0  ~ ■*VJ-  0q 


de’  principi,  mentre  è facile  a comprendere,  che  quando  i termini  di  S 
vanno  diminuendo,  ovvero  respettivamente  crescendo,  l’antecedente  M 
M , . 

di  e maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  dell  antecedente 
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M00  di 


Sa 


■■  e il  conseguente  S — M di  „ ^ è minore,  ovvero 

o — Mtìtì  6 8—M 


respettivamente  maggiore  del  consegnente  S00  — M00 ; adunque  pel  corol- 

M 

lario  VI  del  teorema  II  ^ ^ è maggiore,  ovvero  respettivamente  mi- 
M0 

nore  di 

S0  — M0 

E questa  è la  prova  del  secondo  e terzo  caso. 

Questo  teorema  comprende  il  corollario  del  teorema  precedente. 


Corollario.  — Rappresentino  S,  ed  S000  due  serie  di  quanti  ter- 
mini si  vogliano,  ma  di  egual  numero  di  termini;  potendo  i termini  del- 
l’una  esser  non  omogenei  ai  termini  dell’altra. 

Sia  di  più  il  primo  termine  di  S maggiore,  ovvero  minore  del  se- 
condo; il  secondo  maggiore,  ovvero  minore  del  terzo;  e così  sempre,  ec. 

All’incontro;  il  primo  termine  della  serie  S000,  sia  minore,  ovvero 
respettivamente  maggiore  del  secondo,  il  secondo  sia  minore,  ovvero  re- 
spettivamente maggiore  del  terzo,  e così  sempre,  ec. 

M significhi  qualunque  moltitudine  della  serie  S consecutivamente 
presi,  ed  Mu00  un’ egual  moltitudine,  o sia  pluralità  de’  primi  termini 
della  serie  S000  consecutivamente  presi. 

M 

Io  dico,  che  ^ è maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di 


Sooo  000 

Imperciocché  immaginando  una  serie  S0  di  tanti  termini  tutti  tra  loro 
eguali  quanti  ne  include  la  serie  S000,  M0  denoti  una  moltitudine  de’ primi 
termini  della  serie  S0  consecutivamente  presi  eguale  alla  moltitudine,  o 
sia  pluralità  S000  consecutivamente  presi,  e del  terzo,  e secondo  caso  del 
M 

000 


presente  teorema 


So 


Mn 


sarà  minore,  ovvero  respettivamente  mag- 


M M 

giore  di  ; adunque  pel  corollario  XIV  de’  principj  sarà 

O0  o 


maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  -g- 
condo,  e terzo  caso  di  questo  medesimo  teorema 


000  . 1 

jug — > raa  Pe*  se’ 

OOO  JxLOOO 

M , 

s M e maggiore,  ov- 


vero respettivamente  minore  di 


adunque  pel  secondo  punto 
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del  corollario  V del  teorema  II  g- — ^ è maggiore,  ovvero  respetb’va- 


mente  minore  di 


^ OOO  OOO 


Teorema  XL.  — Dinotino  A,  e B due  grandezze  omogenee  date, 
ed  M la  media  proporzionale  tra  esse,  prendasi  qualunque  altra  gran- 

A M 

dezza  Y parimente  omogenea;  io  dico  che  + g è sempre  minore  di 

A Y 
Y + B ‘ 

A 

Dimostrazione.  — Si  consideri  primieramente,  che  -g  è uguale  ad 
M 

g-,  poiché  si  ha  la  supposizione  A . M : : M . B:  secondariamente  si  ri- 
fletta, che  pel  corollario  IV  del  teorema  IX  sussiste  questa  proporzio- 
nalità : 

44  jfr 

( } y'm  'b'b' 


Ora  se  la  Y è maggiore  della  M,  il  primo  termine  y della  pro- 

porzionalità  (1)  sarà  minore  di  ^ secondo  termine  di  essa  pel  corol- 

M 

lario  XIX  de’  principj,  e quindi  il  terzo  termine  -g-  della  stessa  pro- 

Y 

porzionalità  sarà  minore  anch’esso  del  quarto  termine  ^in  virtù  del  co- 

A M 

rollario  X de’  principj;  di  modo  che  essendo  ^ eguale  ad  g , la  pro- 

4 y. 

porzione  y sarà  il  minimo  termine,  e la  proporzione  g-  il  massimo  della 

4 

proporzionalità  (1),  mentre  essendo  il  primo  antecedente  y minore  del 
primo  conseguente  ~ , sarà  ancora  il  secondo  antecedente  g | eguale  ad 


j^j  minore  del  secondo  conseguente  g pel  corollario  del  teorema  XI. 

A 

Se  poi  la  Y è minore  della  M , allora  il  primo  termine  y della  prò- 
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porzionalità  (1)  sarà  maggiore  del  secondo  termine  ^ pel  corollario  XIX 

M 

de’  principj,  e conseguentemente  il  termine  g sarà  maggiore  del  quarto 

Y . A M 

termine  g pel  corollario  X de’  principj,  e perchè  — è uguale  ad  g è 

M ■ , A . . Y 

uguale  ad  g , sarà  il  massimo  termine,  ed  g il  minimo  della  pro- 

A 

porzionalità  (1)  attesoché  il  primo  antecedente  -p  maggiore  del  primo 

A Mi  A \ 

conseguente  ^ esige,  che  il  secondo  antecedente  ■ (eguale  ad  j sia 

Y 

maggiore,  del  secondo  conseguente  g , ciò  pel  corollario  del  teorema  XI  ; 

A Y 

adunque,  o la  Y sia  maggiore,  o minore  della  M,  sarà  sempre  = + -= 

I IJ 

l’aggregato  del  massimo,  e del  minimo  termine  della  proporzionalità  (1), 

A Y 

e perciò  in  vigore  del  teorema  XXXII  — + g sarà  sempre  maggiore  di 

A M , A M . A Y . 

^ -f  ^ , vale  a dire  g sara  sempre  minore  di  ^ + g pel  corol- 
lario XIV  de’  principj.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — I.  Nella  dimostrazione  di  questo  teorema  si  è dedotto, 
niediante  il  corollario  X de’  principj,  che  se  la  Y è maggiore,  ovvero 

M 

minore  della  M,  il  secondo  antecedente  g della  proporzionalità  (1)  sarà 

Y 

minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  g secondo  conseguente  di 

essa:  la  medesima  cosa  potea  provarsi  anche  mediante  il  corollario  XVII 

de’  principj,  poiché  se  F è maggiore,  ovvero  minore  di  M,  ne  siegue,  che 

M è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  F,  e conseguentemente 

, M , . . F 

che  „ e minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  — in  virtù  del- 
B B 

l’accennato  corollario  XVII  de’  principj. 

1 1.  Gl’  intendenti  del  calcolo  differenziale  potranno  vedere  nello  scolio 

annesso  al  corollario  III  del  teorema  LXXVII  una  maniera  di  trovare  per 

analisi  il  presente  teorema  XL. 
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Teorema  XLI.  — Le  lettere  A,  B,  C,  D F rappresentino  cinque 

grandezze  omogenee  in  generale,  e sia  ^ eguale  a io  dico,  che  ^ 

li  F 1) 

sta  a ^ , come  C ad  F. 

T . . A B B . . 

Dimostrazione.  — Le  tre  proporzioni  — , — , — costituiscano  un 

JJ  U G 

prim’ordine  di  grandezze,  e C,  D,  F formino  un  second’ ordine. 

AB 

Si  avrà  pel  teorema  III  ^ : : A . B,  ma  per  l’ ipotesi  A . B : : D . F ; 

A 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  la  prima  — del  prim’ordine  sta 


B 


alla  sua  seconda  -p,  come  la  seconda  D del  second’ordine  sta  alla  sua 
terza  F. 

J5 

Di  più,  pel  teorema  IX  si  ha  seconda  del  prim’ordine  alla  sua 

terza  - , come  C prima  del  second’ordine  alla  sua  seconda  D;  adunque 

A B 

per  l’egualità  perturbata  -g  prima  del  prim’ordine  sta  alla  sua  terza  -T, 

come  C prima  del  second’ordine  sta  alla  sua  terza  F.  Il  che  dovea  di- 
mostrarsi. 


Definizione  XXVIII.  — Quando  due,  tre,  quattro,  o generalmente 
molte  proporzioni  tra  loro  eguali  sono  le  proporzioni  componenti  di  qua- 

lunque  proporzione  -q  (in  modo,  che  il  prodotto  di  queste  due,  tre, 

R\ 

quattro,  o molte  proporzioni  eguali  sia  eguale  ad  -q  j si  dirà,  che  la 

R 

medesima  è respettivamente  duplicata,  triplicata,  quadruplicata,  ov- 

y 

vero  generalmente  moltéplice  di  ciascuna  delle  proporzioni  eguali  compo- 

..  R A C F H ..  . 

nenti:  v.  g.  se  ^ = -g  X ^ X g X y , e se  di  piu  le  quattro  proporzioni 

4 C F H R 

componenti  ~ , ~ - — > — sono  tra  loro  eguali,  la  si  dirà  quadrupli- 

i>  L)  (t  i y 

4 C F H 

cata  di  ~ , ovvero  di  -pr , oppure  di  o di 

li  V (J  1 
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R 

Definizione  XXIX.  — E la  proporzione  della  quale  jr  è dupli- 

cata,  triplicata,  quadruplicata,  o generalmente  moltiplice,  si  chiamerà  re- 
spetti vamen te  sudduplicata,  suttriplicata,  suquadruplicata,  o generai- 

R 

mente  summoltiplice  di  \ v.  g.  nell’esempio  della  precedente  defini- 

A x Q 

zione,  la  proporzione  ^ si  dirà  suquadruplicata  della  proporzione  — , e 
ri  K 


ciascuna  delle  tre  altre  proporzioni,  che  sono  eguali  alla  -g , e insieme 
, R . - , C - F . H . 

con  essa  compongono  la  -q , cioè  la  — , la.  — , e la  — , ciascuna,  dico,  di 


queste  si  dirà  suquadruplicata  della  proporzione 


R 

Q ' 


R T 

Scolio.  — È chiaro,  che  se  ^ , e 0-  sono  egualmente  molteplici 

Q a 

delle  respettive  proporzioni  -,  e faranno  ancora  le  medesime  —,  e ^ 

R T 

egualmence  summoltiplici  delle  respettive  proporzioni  e 

y 


s 


R 


T 


Imperciocché  se  g,  e saranno  v.  g.  duplicate,  triplicate,  o qua- 

T t 

druplicate,  ecc.  delle  respettive  - , e , evidentemente  sì  concepisce,  che 

q s 

T t 

queste  istesse  proporzioni  , e --  saranno  vicendevolmente  sudduplicate, 

R T 

o suttriplicate,  o suquadruplicate,  ecc.  delle  respettive  pr , e ■ 

y o 


Definizione  XXX.  — Se  una  proporzione  si  moltiplica  una  volta, 
per  sé  medesima,  il  prodotto,  che  ne  risulta,  dicesi,  seconda  dignità  della 
stessa  proporzione,  e se  una  proporzione  si  moltiplica  due,  tre,  quattro 
volte,  ec.  per  se  medesima,  il  prodotto  chiamasi  respettivamente  terza, 
quarta,  quinta  dignità,  ec.  della  stessa  proporzione,  e così  in  infinito; 
desumendo  il  grado  della  dignità  dal  numero  delle  volte  più  uno,  che  la 
proporzione  si  è moltiplicata  per  sé  medesima. 


A 

Definizione  XXXI.  — Quando  una  proporzione  v.  g.  moltipli- 

P 

cata  una  volta  per  sé  medesima,  ne  produce  un’altra  — , quella  dicesi 

y 
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radice  seconda  di  questa,  e quando  ^ moltiplicata  due,  tre,  quattro 

p 

volte,  ec.  per  sè  medesima  produce  la  yr , dicesi,  ch’è  respettivamente 

ss 

p 

la  radice  terza,  quarta,  quinta,  ec.  di  , desumendo  il  grado  della  ra- 

V 

A 

dice  dal  numero  delle  volte  più  uno,  che  la  ^ dee  moltiplicarsi  per  sè 

p 

medesima,  ad  effetto  di  produrre  la  yr  ■ 


Avvertimento.  — Nel  teorema,  che  siegue,  e suoi  corollarj,  siccome 
ancora  nel  teorema  XLV,  che  susseguirà,  le  proporzioni  saranno  denotate 
con  una  sola  lettera  per  ciascuna,  e qualunque  volta  le  proporzioni  sa- 
ranno espresse  con  una  sola  lettera,  si  designerà  il  prodotto  di  due,  o 
più  proporzioni  senza  il  segno  X ; ponendo  semplicemente  le  lettere,  che 
esprimano  le  proporzioni  moltiplicate  avanti  quelle,  che  significano  le  pro- 
porzioni moltiplicanti;  v.  g.  EF  significherà  il  prodotto  della  proporzione  E 
moltiplicata  per  la  proporzione  F;  EFG  significherà  il  prodotto  delle  due 
proporzioni  E,  ed  F (cioè  EF)  moltiplicato  per  la  proporzione  G,  e così 
sempre,  ec. 


Teorema  XLII.  — Sieno  due  prodotti  v.  g.  EFG,  ec.  ed  efg,  ec. 
formati  da  qualsivoglia  numero  di  proporzioni,  purché  tante  sieno  le  pro- 
porzioni, che  formano  il  primo,  quante  quelle,  che  formano  il  secondo: 
e le  proporzioni  E , F,  G,  ec.  delle  quali  è formato  il  primo  prodotto, 
prese  ad  una  ad  una,  sieno  eguali,  ovvero  maggiori,  o minori  delle  cor- 
rispondenti proporzioni,  delle  quali  è formato  il  secondo,  cioè  delle  re- 
spetti ve  e,  /,  g,  ec. 

Io  dico,  che  il  primo  prodotto  EFG,  ec.  è uguale,  ovvero  respetti- 
vamente maggiore,  o minore  del  secondo  efg,  ec. 


Scolio.  — Intendo  per  proporzioni  corrispondenti  quelle,  che  ser- 
bano una  simigliante  disposizione  ne’  loro  respettivi  prodotti,  v.  g.  la  E 
nel  primo  prodotto  è corrispondente  alla  c del  secondo,  e così  la  F alla  /, 
la  G alla  g,  ec. 

Dimostrazione.  — Si  noti,  che  per  la  definizione  XXII,  epe’  due 
due  primi  articoli  dello  scolio  ad  essa  annesso,  il  prodotto  di  qualunque 
numero  di  proporzioni  è anch’esso  una  proporzione  pura. 
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Ciò  posto  egli  è visibile,  che  pel  I corollario  del  teorema  XXIV, 
e pel  teorema  XXV  EF  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o 
minore  di  e/;  e per  la  stessa  ragione  (EF)  0,  cioè  EFG  è uguale,  ovvero 
respettivamente  maggiore,  o minore  di  (e/)  g,  cioè  di  efg,  e così  EFG, 
ec.  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  efg,  ec. 
qualunque  esser  possa  il  numero  delle  proporzioni,  che  formano  i 
due  prodotti.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — Se  una,  o più  proporzioni  dell’espresse  con  le  lettere  e, 
/,  g,  ec.  fossero  le  medesime,  che  una,  o più  delle  proporzioni  corri- 
spondenti E,  F,  G,  ecc.  v.  g.  se  fosse  f la  medesima,  che  F,  egli  è 
chiaro,  che  con  lo  stesso  raziocinio  adoperato  nella  dimostrazione  di 
questo  teorema  si  mostrerebbe,  che  EFG,  ec.  sarebbe  eguale  ad  efg,  ec. 


L P 

Corollario  I.  — Se  ciascuna  delle  due  proporzioni  — , — è com- 
■posta  di  egual  numero  di  proporzioni  respettivamente  eguali  in  modo, 
che  ad  ogni  proporzione  componente  la  ^ corrisponda  con  simigliante 

P 

disposizione  una  proporzione  eguale  a quelle,  che  compongono  la  ; io 

v 

dico,  che  è uguale  a ~ . 

v v 

La  definizione  XXIII  fa  conoscere,  che  questo  corollario  è com- 
preso nel  teorema. 


Corollario.  — Se  la  proporzione  è uguale  ad  EFG,  ec.  la 
M 

stessa  proporzione  ^ sarà  eguale  anche  ad  efg,  ec.  (per  la  terza  parte 

del  corollario  XI  de’  principj)  allorché  le  proporzioni  E,  F,  G,  ec.  sono 
eguali  alle  proporzioni  corrispondenti,  e,  f,  g,  ec. 


Corollario  III.  — I.  Se  le  proporzioni  E,  F,  G,  ec.  le  quali  com- 
pongono il  prodotto  EFG,  ec.  sono  tutte  eguali  tra  loro,  e se  la  propor- 
zione (e)  è uguale  ad  una  delle  proporzioni  componenti  E,  F,  G,  ec. 
il  prodotto  EFG,  sarà  eguale  ad  eee,  ec.  cioè  ad  una  dignità  tale  della 
proporzione  (e)  che  il  grado  di  essa  dignità  si  designi  col  numero  delle 
proporzioni  E,  F,  G,  ec. 

II.  E quindi  se  la  proporzione  T è uguale  ad  EFG.  ec.  e la  pro- 
porzione ( t ) è uguale  ad  eee,  ec.  sarà  pel  corollario  XII  de’  principj 
T eguale  a (t). 
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Corollario  IV.  — I.  Se  due  proporzioni  R,  P sono  moltiplici  di 
egual  numero  di  proporzioni  tali,  che  le  proporzioni  componenti  di  R 
sieno  eguali,  ovvero  maggiori,  o minori  di  quelle,  che  compongono  P; 
io  dico,  che  R è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  P. 

II.  E se  la  proporzione  R è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore 
di  P,  e le  proporzioni  r,  e p sono  egualmente  summoltiplici  delle  re- 
spettive  proporzioni  suddette  R,  e P,  cioè  ambedue  sudduplicate,  o 
suttriplicate,  ovvero  suquadriplicate,  ec.  di  R respettivamente  e di  P; 
io  dico,  che  r è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  p. 

La  prima  parte  di  questo  corollario  nasce  immediatamente  dal  pre- 
sente teorema  in  virtù  della  definizione  XXVIII, 

La  seconda  parte  poi  si  prova  così:  se  r non  fosse  eguale,  o re- 
spettivamente maggiore,  o minore  di  p,  la  medesima  r sarebbe  maggiore, 
o minore , ovvero  respettivamente  eguale,  o minore,  oppure  eguale,  o mag- 
giore della  p;  ma  se  r fosse  tale,  la  R sarebbe  similmente  maggiore , o 
minore , ovvero  respettivamente  eguale,  o minore,  oppure  eguale,  o mag- 
giore della  P : e questo  pel  teorema  presente,  e per  la  definizione  XXIX, 
ma  cioè  rovescierebbe  la  supposizione,  adunque,  ecc. 


Corollario  V.  — I.  Se  la  proporzione  0 è uguale,  ovvero  mag- 
giore, o minore  della  proporzione  V , anche  qualsivoglia  dignità  di  0 
sarà  uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  d’una  dignità 
simile  di  V. 

II.  Ed  anche  la  radice  di  qualsivoglia  grado  di  0 sarà  eguale,  ov- 
vero respettivamente  maggiore,  o minore  della  radice  simile  di  V . 

È evidente  per  le  definizioni  XXVIII,  XXIX,  XXX,  e XXXI,  che 
la  prima  parte  di  questo  corollario  è un  caso  della  prima  parte  del  co- 
rollario precedente,  e che  la  seconda  parte  di  questo  corollario  è un  caso 
della  seconda  parte  del  medesimo  precedente  corollario. 


Teorema  XLIII.  — Se  una  proporzione,  v.  g.  è composta  di 

molte  proporzioni,  e in  luogo  d’ alcune  o di  tutte  le  sue  proporzioni 
componenti  si  surrogano  altre  proporzioni  respettivamente  eguali,  io 

M 

dico  che  la  suddetta  proporzione  ^ è composta  delle  proporzioni  sur- 
rogate, e di  quelle,  che  rimangono,  ih  caso,  che  ne  rimangano. 


9 — Tomo  I. 
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Dimostrazione.  — La  proporzione  ^ sia  per  cagion  d’esempio 


, „ ..ADI 

composta  delle  proporzioni  ^ , ec.  e sieno 


A d_D  iL_I 
B’H  ~ H ’ s ~ S ’ 


ec. 


, .ADI  adì 

sara  pel  teorema  precedente  p-  x ^ X , ec.  = X ^ X — , ec.  ; ma  per 

l’ ipotesi,  e per  la  definizione  XXIII  ~ ^ x —■  X ^ , ec.  adunque  per 

, , , . . „TT  , , . . . M a d i 

la  terza  parte  del  corollario  XII  de  principi  — -=•- x j X » ec.,  e con- 

M 

seguentemente  per  la  definizione  XXIII,  la  proporzione  e composta 

delle  proporzioni  surrogate  * , ^ ^ , ec. 

E benché  non  a tutte  le  proporzioni  componenti  si  surrogassero  le 
respettive  eguali,  ma  una,  o molte  ne  rimanessero  delle  pristine  com- 
ponenti; nientedimeno  la  medesima  ragione  proverebbe  sempre  Pegua- 
M 

glianza  di  ^ col  nuovo  prodotto  formato  dalle  proporzioni  surrogate,  e 

M 

delle  rimanenti,  e per  la  definizione  XXIII  la  proporzione  sarebbe 

composta  delle  proporzioni  surrogate,  e delle  residue,  in  caso  che  ne  ri- 
manessero. 

Laonde  essendo  questo  raziocinio  manifestamente  applicabile  a qual- 
sivoglia numero  di  proporzioni  componenti,  ne  segue,  che  il  teorema  è 
generalmente  vero. 


Corollario.  — Se  di  più  in  luogo  di  alcune,  o di  tutte  le  propor- 
zioni surrogate,  o delle  rimanenti,  ovvero  delle  une,  o delle  altre  si 
sostituissero  altre  proporzioni  respettivamente  eguali;  io  dico,  che  la  stessa 


M 

proporzione  — è composta  delle  proporzioni  nuovamente  sostituite,  e 


delle  residue,  quando  vi  restino. 

E così  in  infinito  se  si  sostituiscono  in  infinito  proporzioni  sempre 
nuove,  e sempre  eguali. 

, , , M . 

Imperciocché  il  teorema  presente  mostra,  che  la  proporzione  e 
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composta  delle  proporzioni  respettivamente  eguali  sostituite  colla  prima 
surrogazione,  e delle  rimanenti,  ec.;  adunque  in  vigore  di  questo  me- 

M 

desimo  teorema  la  stessa  proporzione  (considerata  ora  come  com- 


posta delle  proporzioni  respettivamente  eguali  sostituite  colla  prima  sur- 
rogazione, e delle  rimanenti,  ec.)  sarà  eziandio  composta  delle  altre  pro- 
porzioni respettivamente  eguali  sostituite  colla  seconda  surrogazione,  e 
delle  rimanenti,  ec. 

La  stessa  ragione  evidentemente  ha  luogo  in  ordine  alle  altre  pro- 
porzioni respettivamente  eguali,  che  possono  sostituirsi  con  una  terza, 
o quarta,  o quinta  surrogazione,  ecc.;  adunque  il  presente  corollario  è 
generalmente  vero. 


A C 

Teorema  XLIV.  — Sieno  le  due  proporzioni  eguali  tra  loro  ’ jy> 

E G A 

e le  altre  due  proporzioni  eguali  tra  loro  — > jj  : sia  in  oltre  g molti- 

F A -f  C 

plice  della  proporzione  ^ ; io  dico,  che  la  proporzione  g~  ^ è ugual- 

E -\-  G 

mente  moltiplice  della  proporzione  ^ ■ 

A 0 

Tutti  i termini  delle  due  proporzioni  ~ > — debbono  essere  tra  loro 

• ••  . . I 1 • ^ @ J Ul 

omogenei,  e tutti  ì termini  delle  altre  due  proporzioni  ^ > -jj  debbono 
essere  omogenei  tra  loro. 


^ A E E E 

Dimostrazione.  — I.  Si  suppone  g = y x X p > ec”  e 81  suPPone 

A C r ...  A + C A 

ancora  ^ ==  ; adunque  pel  corollario  XXIV  de’  principj  p + jy  ~B’e 

pel  corollario  XI  de’  principj,  e per  l’articolo  II  dello  scolio  annesso  alla 

. . YT  A -f-  G E E E 
definizione  XXII  yy- . w = -sX-sX-s,  ec. 


B+D  F F F’ 
E_G. 

F ~ H' 


E G 

II.  Si  suppone  in  fine  -=  = adunque  pel  corollario  XXIV  de’  prin- 


E 


F + H F 


. . E +-G  E . YT  TT  E E E , i a 

cip]  u=-v”  e Pel  dorema  XLII  — x-^X-g,  ec.  e uguale  ad 


E + G~ 

E + Gl  ' 

_F  + H 

F + H 

E + G~ 
F + H ’ 


ec.  : ma  si  è provato  nel  primo  punto,  che 
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4 + C E E E 

- — - = — x-=-x  ec.;  adunque  pel  corollario  XI  de’ principj,  e per 
B+D  t .b  -t 

l’articolo  II  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXII,  sarà  eziandio 

, ec.,  vale  a dire,  che  la  propor- 
G 


A + C 

-E+Gl 

~E  + G~ 

te+  cri 

B + D~ 

F + H 

F + H _ 

[f+h. 

A.  A-  O E 

zione  ^ è tanto  moltiplico  della  proporzione 


B + D 
A 


F + H 


, quanto  la  pro- 


E 


porzione  ^ della  proporzione  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  XLV.  — Il  prodotto  di  quante,  e quali  proporzioni  si 
vogliano  è uguale  ad  ogni  altro  prodotto  delle  medesime  proporzioni, 
qualunque  ordine  si  osservi  nel  moltiplicarle  insieme. 

Rappresentino  per  cagion  d’esempio  le  lettere  p,  q,  r,  s altrettante 
proporzioni,  il  prodotto  pqrs  è uguale  al  prodotto  pqsr,  e a qualunque 
altro  prodotto  di  tutte  le  proporzioni  p,  q,  r,  a,  disposte  con  qualsisia 
ordine  nel  moltiplicarle  tra  loro. 

Scolio.  — Prima  di  passare  alla  dimostrazione  di  questo  teorema 
si  noti,  che  due  proporzioni  v.  g.  p,  q possono  essere  disposte  in  due 
sole  maniere , cioè  pq  e qp:  ma  tre  proporzioni,  v.  g.  p,  q,  r possono 
disporsi  nel  loro  prodotto  in  sei  maniere,  cioè  in  tre  volte  due  maniere, 
mentre  nel  primo  prodotto  delle  due  proporzioni  p,  q,  cioè  in  pq,  la  terza 
proporzione  r può  occupare  tre  luoghi,  cioè  il  terzo  luogo,  il  secondo,  e 
il  primo,  donde  nascono  i tre  prodotti,  pqr,  prq,  rpq;  similmente  nel 
secondo  prodotto  delle  proporzioni  p,  q,  cioè  in  qp,  la  terza  propor- 
zione r può  stare  in  tre  luoghi,  cioè  nel  terzo,  nel  secondo,  e nel  primo, 
e così  formare  i tre  prodotti  qpr,  qrp,  rpq. 

Quattro  proporzioni  possono  ricevere  nel  loro  prodotto  ventiquattro 
disposizioni,  cioè  quattro  volte  sei;  imperciocché  la  quarta  proporzione  s 
può  occupare  quattro  luoghi  in  ciascuno  de’  sei  prodotti  formati  dalle  tre 
proporzioni  p,  q,  r,  cioè  può  stare  nel  quarto  luogo,  nel  terzo,  nel  se- 
condo, e nel  primo,  v.  g.  nel  prodotto  pqr  la  proporzione  s può  disporsi 
in  queste  quattro  maniere,  pqrs,  pqsr,  psqr , spqr. 

In  somma,  considerando  la  cosa  attentamente,  si  conoscerà  con 
evidenza,  che  il  prodotto  di  due  proporzioni  può  ricevere  disposizioni 
num.  2;  il  prodotto  di  tre  proporzioni  può  ricevere  disposizioni  num.  2.3; 
il  prodotto  di  quattro  proporzioni  può  ricevere  disposizioni  num.  2 . 3 . 4. 

E generalmente  il  numero  delle  disposizioni  possibili  di  quante  prò- 
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porzioni  si  vogliano  nel  loro  prodotto  è,  2 . 3 . 4 . 5 . 6 , ec.  dovendosi 
intendere  questa  forni  ola,  o sia  espressione  di  numeri  continuata  con  la 
medesima  legge,  finché  l’ ultimo  numero  di  essa  sia  eguale  al  numero 
delle  proporzioni,  che  debbono  moltiplicarsi  insieme. 

, Definizione  XXXII.  — Ciò  posto,  chiamo  prodotti  terminativi 
quelli,  ne’  quali  la  lettera  ultima  a sopravvenire  è posta  nell’ultimo  luogo. 

E chiamo  prodotti  non  terminativi,  quelli,  ne’  quali  la  detta  lettera 
ultima  a sopravvenire  non  è posta  nell’ultimo  luogo:  v.  g.  se  ne’  pro- 
dotti pq,  e qp  la  lettera  r,  che  è l’ultima  a sopravvenire,  è posta  nel- 
l’ultimo luogo,  i due  nuovi  prodotti,  che  ne  risultano,  cioè  pqr,  e qpr, 
sono  da  me  chiamati  prodotti  terminativi. 

Ma  i prodotti  prq,  e rqp,  ne’  quali  la  lettera  r ultima  a sopravve- 
nire non  è posta  nell’ultimo  luogo,  sono  detti  da  me  prodotti  non  ter- 
minativi. 

Definizione  XXXIII.  — Dico,  ohe  un  prodotto  terminativo  cor- 
risponde ad  uno,  o più  prodotti  non  terminativi,  quando  tolta  dal  pro- 
dotto terminativo  la  lettera  ultima  a sopravvenire,  e tolta  parimente  dal- 
l’altro, o altri  prodotti  non  terminativi  la  stessa  lettera  ultima  a soprav- 
venire, tutti  i prodotti,  ohe  rimangono,  sono  identici,  cioè  sono  formati 
con  le  residue  lettere  disposte  in  tutti  col  medesimo  ordine:  v.  g.  dico, 
che  il  prodotto  terminativo  pqr  corrisponde  ai  prodotti  non  terminativi 
prq,  ed  rpq ; perchè  tolta  dal  prodotto  terminativo  pqr  la  lettera  r che 
è l'ultima  a sopravvenire,  e tolta  parimente  dai  prodotti  non  terminativi 
pqr,  ed  rpq  la  stessa  lettera  r,  rimangono  i tre  prodotti  identici  pq  , pq  , pq, 
ne’  quali  le  medesime  lettere  sono  disposte  col  medesimo  ordine. 

Avvertimento.  — Dee  qui  il  lettore  aver  presente  allo  spirito,  ciò 
che  si  è notato  ne’  due  primi  articoli  dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXII,  ed  è,  che  il  prodotto  di  due,  o più  proporzioni  equivale 
ad  una  proporzione  pura. 

Dimostrazione  del  teorema.  — I.  Pel  caso  di  due  proporzioni,  il  teo- 
rema è già  dimostrato  nel  teorema  XXIII. 

Pel  caso  di  tre  proporzioni.  — II.  Tra  i sei  prodotti  formati  dalla 
diversa  disposizione  delle  tre  proporzioni  p , q ,r,  due  ve  ne  sono  termi- 
nativi, cioè  pqr , qpr,  che  nascono  dai  due  prodotti  delle  due  propor- 
zioni p,  e q moltiplicati  per  la  terza  proporzione  r (la  quale  è l’ ultima 
a sopravvenire)  collocata  in  fine  di  essi:  e questi  due  prodotti  termina- 
tivi, sono  eguali  tra  loro;  poiché  essendo  eguali  pel  primo  punto  i due 
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prodotti  pq  e qp  delle  due  proporzioni  p , q anche  i suddetti  due 
prodotti  terminativi  pqr,  e qpr  sono  eguali  pel  corollario  I del  teorema 
XXIV  : ma  perchè  ciascuno  di  questi  due  prodotti  terminativi  può  ri- 
cevere due  nuove  disposizioni,  e divenire  così  in  due  maniere  prodotto 
non  terminativo,  collocando  la  terza  proporzione  r non  più  nell’ultimo 
luogo  di  essi  prodotti  terminativi,  ma  nel  secondo,  e nel  primo;  si  à da 
provare,  che  ciascuno  de’  due  prodotti  non  terminativi,  come  sopra,  è 
uguale  al  prodotto  terminativo , che  gli  corrisponde,  .e  da  questa  prova 
ne  seguirà  manifestamente  l’eguaglianza  di  tutti  quanti  i prodotti  delle 
tre  proporzioni  p , q , r;  mentre  si  è già  mostrato,  che  i due  prodotti 
terminativi  sono  tra  loro  eguali. 

Per  provare  l’egualità  de’  due  prodotti  non  terminativi  rpq  e prq 
col  primo  prodotto  terminativo  pqr,  che  loro  corrisponde,  si  consideri 
che  rpq,  e pqr  sono  eguali  tra  loro  in  virtù  del  corollario  I del  teo- 
rema XXIV,  poiché  provengono  dai  due  prodotti  rp , pr  (che  pel  primo 
punto  sono  eguali)  moltiplicati  per  q;  ma  il  prodotto  non  terminativo  prq, 
nel  quale  la  lettera  r ultima  a sopravvenire  à il  penultimo  luogo,  è 
uguale  al  prodotto  terminativo  a se  corrispondente  pqr ; imperciocché  si 
à pel  corollàrio  VII  del  teorema  XXIV,  pr.pq::r.  q,  e conseguente- 
mente pel  corollario  I del  teorema  XXIX,  prq  = pqr;  adunque  anche  rpq 
è uguale  a pqr:  ed  ecco  provato,  che  ciascuno  de’  due  prodotti  non  ter- 
minativi prq , rpq  è uguale  al  prodotto  terminativo  a se  corrispon- 
dente pqr. 

Debbono  ora  mostrarsi  eguali  gli  altri  due  prodotti  non  terminativi 
rqp,  e qrp  al  prodotto  terminativo  pqr,  che  loro  corrisponde,  il  che  nello 
stesso  modo  si  eseguirà;  poiché  rqp  e qrp  sono  eguali  tra  loro  pel  corol- 
lario I del  teorema  XXIV,  come  risultanti  dai  due  prodotti  rq,  e qr 
(eguali  pel  primo  punto)  e ambedue  moltiplicati  per  p,  ma  il  prodotto 
non  terminativo  qrp,  nel  quale  la  lettera  r ultima  a sopravvenire  à il 
penultimo  luogo,  è uguale  al  prodotto  terminativo  qpr,  attesoché  si  à 
pel  corollario  VII  del  teorema  XXIV  qr  . qp  : : r . p,  e conseguentemente 
pel  corollario  I del  teorema  XXIX  qrp  = qpr;  adunque  anche  rqp  è 
uguale  a qpr:  ed  ècco  provato,  che  ciascuno  de’  due  prodotti  non  ter- 
minativi rqp,  e qrp  è uguale  al  prodotto  terminativo  a se  corrispondente 
pqr;  rimane  pertanto  dimostrata  la  verità  del  teorema  nel  caso  di  tre 
proporzioni. 

Pel  caso  di  quattro  proporzioni.  — Tra  i ventiquattro  prodotti  for- 
mati dalla  varia  moltiplicazione  insieme  delle  quattro  proporzioni  p,  q, 
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r,  s,  se  ne  trovano  sei  terminativi,  i quali  risultano  dai  sei  diversi  pro- 
dotti delle  tre  proporzioni  p,  q,  r,  moltiplicati  per  la  quarta  proporzione 
s ultima  a sopravvenire  disposta  in  fine  di  essi:  ora  egli  è chiaro,  che 
essendo  eguali  tra  loro  i sei  prodotti  delle  tre  proporzioni  p,  q,  r,  con- 
forme si  è mostrato  nel  secondo  punto,  anche  gli  ‘accennati  sei  prodotti 
terminativi,  che  si  formano  dalla  moltiplicazione  di  quelli  per  la  quarta 
proporzione  s,  saranno  tra  loro  eguali  pel  corollario  I del  teorema  XXIV. 

Perchè  poi  a ciascuno  di  questi  sei  prodotti  terminativi  dar  si  pos- 
sono tre  nuove  disposizioni  in  modo,  che  divenga  in  tre  maniere  prodotto 
non  terminativo,  collocando  la  quarta  proporzione  s non  più  nell’ultimo 
luogo,  ma  nel  terzo,  nel  secondo,  e nel  primo;  dee  provarsi,  che  ciascuno 
de’  tre  nuovi  prodotti  non  terminativi  (ai  quali  corrisponde  un  prodotto 
terminativo),  che  ciascuno,  dico,  de’  tre  nuovi  prodotti  non  terminativi  è 
uguale  al  prodotto  terminativo,  che  gli  corrisponde , e da  questa  prova  ne 
seguirà  l’uguaglianza  di  tutti  quanti  i prodotti  delle  quattro  proporzioni 
p,  q,  r,  s.  conforme  chiaramente  apparisce  a chi  vi  riflette  sopra  con 
attenzione. 

Per  diminuire  la  lunghezza  di  questa  dimostrazione,  basterà  provare 
l’eguaglianza  de’  tre  prodotti  non  terminativi  spqr,  psqr,  pqsr,  col  pro- 
dotto terminativo  pqrs,  che  loro  corrisponde. 

Si  consideri  pertanto,  che  i tre  suddetti  prodotti  non  terminativi  sono 
eguali  tra  loro,  mentre  nascono  dai  tre  prodotti  spq,  psq,  pqs  moltipli- 
cati per  la  proporzione  r,  or  siccome,  pel  secondo  punto,  questi  tre  ul- 
timi prodotti  di  tre  proporzioni  sono  tra  loro  eguali,  così  pel  corollario  I 
del  teorema  XXIV  sono  eguali  tra  loro  anche  i tre  primi  prodotti  di 
quattro  proporzioni,  cioè  spqr,  psqr,  pqsr;  ma  il  prodotto  non  termina- 
tivo pqsr  (nel  quale  la  lettera  s ultima  a sopravvenire  ha  il  penultimo 
luogd)  è uguale  al  prodotto  terminativo  a sè  corrispondente  pqrs,  mentre 
si  à pel  teorema  XXIV  pqs  . pqr  ::  s.r,  e conseguentemente  pel  corol- 
lario I del  teorema  XXIX  pqsr  = pqrs;  adunque  anche  gli  altri  due  pro- 
dotti spqr,  psqr  (ciascuno  de’  quali  è uguale  a pqrs)  saranno  eguali  al 
prodotto  pqrs:  ed  ecco  provato,  che  ciascuno  de’  tre  prodotti  non  ter- 
minativi spqr,  psqr,  pqsr  è uguale  al  prodotto  terminativo  pqrs  a se  cor- 
rispondente. 

Nella  medesima  guisa  si  proverà,  che  gli  altri  prodotti  non  termina- 
tivi presi  a tre  a tre,  sono  eguali  a quel  prodotto  terminativo,  che  loro 
corrisponde,  e si  finirà  di  dimostrare  il  teorema  nel  caso  di  quattro  pro- 
porzioni. 
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IV.  Egli  è chiaro,  che  lo  stesso  metodo,  e gl’  istessi  raziocini  hanno 
luogo  in  qualsivoglia  numero  di  proporzioni,  che  sieno  moltiplicate  in- 
sieme, mentre  si  proverà  sempre,  e similmente: 

Primo,  che  tutti  i prodotti  terminativi  saranno  eguali  tra  loro. 

Secondo,  che  i prodotti  non  terminativi,  ai  quali  corrisponde  ciascun 
prodotto  terminativo,  saranno  tutti  eguali  tra  loro. 

Terzo,  che  il  prodotto  non  terminativo,  nel  quale  la  lettera  ultima  a 
sopravvenire  à il  penultimo  luogo,  sarà  eguale  al  prodotto  terminativo 
a se  corrispondente. 

E la  prova  di  queste  tre  cose  mostrerà  l’eguaglianza  di  tutti  quanti 
i prodotti  e terminativi,  e non  terminativi;  adunque  il  teorema  è gene- 
ralmente vero. 

I casi,  che  precedono,  serviranno  a dimostrare  quelli,  che  immedia- 
tamente seguono,  come  il  primo  caso  delle  due  proporzioni  p , q à ser- 
vito a dimostrare  il  caso  delle  tre  proporzioni  p , q , r,  e questo  à ser- 
vito a dimostrare  il  caso  delle  quattro  proporzioni  p , q , r , s. 

Scolio.  — Nella  dimostrazione  di  questo  teorema  in  vece  del  co- 
rollario VII  del  teorema  XXIV  potea  citarsi  il  teorema  XXIV,  me- 
diante il  quale  sarebbesi  provato  lo  stesso,  che  si  è provato  con  l’allega- 
zione del  suo  settimo  corollario. 

Teorema  XLVI.  — Due  prodotti  formati  d’egual  numero  di  pro- 
porzioni respettivamente  eguali,  sono  eguali  tra  loro,  benché  le  propor- 
zioni componenti  respettivamente  eguali  non  sieno  disposte  col  medesimo 
ordine  negl’istessi  due  prodotti. 

Scolio.  — - Due  prodotti  formati  d’egual  numero  di  proporzioni  re- 
spettivamente eguali,  s’intendono  esser  quelli,  ciascuno  de’  quali  risulta 
dalla  moltiplicazione  d’egual  numero  di  proporzioni  tali,  che  ad  ogni 
proporzione,  che  entra  nella  formazione  di  uno  de’  due  prodotti,  corri- 
sponda nell’altro  prodotto  un’egual  proporzione;  benché  nell’uno  e nel- 
l’altro prodotto  quelle  proporzioni  tra  esse  eguali,  che  li  formano,  non 
sieno  disposte  col  medesimo  ordine. 

Dimostrazione.  — Diasi  alle  proporzioni  costituenti  il  secondo 
prodotto  una  disposizione  simile  a quella,  che  tengono  nel  primo  prodotto 
le  proporzioni  ad  esse  respettivamente  eguali,  e in  tal  guisa  si  formerà  un 
terzo  prodotto,  a cui  il  primo  prodotto  sarà  eguale  pel  teorema  XLII, 
ma  pel  teorema  precedente  il  secondo  prodotto  è uguale  al  medesimo 
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terzo  prodotto;  adunque  il  primo,  e il  secondo  prodotto  sono  eguali  tra 
loro  pel  corollario  XI  de’  prinoipj.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Se  si  frapponessero  le  proporzioni  del  primo  prodotto,  per  farne  in 
simigliante  guisa  un  terzo,  si  proverebbe  il  teorema  con  lo  stesso  ra- 
ziocinio. 


Corollario  I.  — Sieno  due  grandezze  A,  ed  F omogenee  tra  loro, 
e le  due  altre  grandezze  H,  ed  N omogenee  tra  loro;  si  frappongano 
tra  le  due  prime  A,  ed  F quante,  e quali  grandezze  si  vogliano,  purché 
sieno  ad  esse  omogenee,  e queste  costituiscano  un  certo  numero  di  pro- 


porzioni intermedie  componenti  la  proporzione  altrettante  grandezze 


omogenee  s’interpongano  tra  le  due  H,  ed  N in  maniera,  che  tutte  le 
proporzioni  intermedie  da  esse  costituite,  e componenti  la  proporzione 
N 

— sieno  eguali,  prese  ad  una  ad  una  alle  proporzioni,  che  compongano 


la  proporzione 


prese  ad  una  ad  una . quantunque  non  sieno  disposte 


col  medesimo  ordine. 

4 H 

Io  dico,  che.  la  proporzione  y è uguale  alla  proporzione  ^ ■ 

A 

Imperciocché  pel  teorema  XXII,  la  proporzione  è il  prodotto  di 
tutte  le  proporzioni  intermedie  costituite  dalle  grandezze,  che  si  frap- 
pongono  tra  A,  ed  F,  e la  proporzione  — è il  prodotto  di  egual  nu- 


mero di  proporzioni  intermedie  respetti vamen te  eguali  (benché  non  sieno 
disposte  col  medesimo  ordine),  che  vengono  costituite  dalle  grandezze 
frapposte  tra  H ed  N;  adunque  per  questo  teorema,  il  primo  prodotto, 

o sia  la  proporzione  ^ è uguale  al  secondo  prodotto,  o sia  alla  propor- 
Jf 


zione 


H 

N' 


Scolio.  — Se  le  grandezze  intermedie,  tra  A,  ed  F,  e quelle  che 
s’interpongono  tra  H,  ed  N sono  tali,  che  le  proporzioni  costituite  dalle 
prime  sieno  eguali  prese  ad  una  ad  una,  col  medesimo  ordine  alle  propor- 
ci 

zioni  costituite  dalle  seconde;  allora  il  teorema  XXII  fa  conoscere,  che  ■=■  è 

Jf 

H 

il  prodotto  delle  proporzioni  costituite  dalle  prime,  ed  = è il  prodotto 


138 


TEORIA  GENERALE 


delle  proporzioni  costituite  dalle  seconde,  e il  teorema  XLIT  mostra, 
che  ^ è uguale  ad  ~- 


COROLLARIO  II. 


L P 

Se  ciascuna  delle  due  proporzioni  , -r  è coni- 

u y 


posta  d’egual  numero  di  proporzioni  respettivamente  eguali;  iodico,  che 

L P L 

q = q>  quantunque  le  proporzioni  componenti  la  ^ non  sieno  disposte 

col  medes'mo  ordine,  che  serbano  tra  loro  le  proporzioni  respettiva- 


mente eguali  componenti  la  -r  • 

y 

La  definizione  XXIII  mostra,  che  questo  secondo  corollario  è com- 
preso nel  teorema. 


Corollario  III.  — Una  proporzione  composta,  v.  g. 


M 

N’ 


che  tra  le 


sue  proporzioni  componenti  contiene  una,  o molte  proporzioni  d’egualità 
disposte  con  qualunque  ordine,  è uguale  al  prodotto  di  quelle  sole  pro- 
porzioni componenti,  le  quali  non  sono  proporzioni  d’egualità. 

M 

Tra  le  proporzioni  componenti  la  proporzione  si  scelgano  quelle, 


che  non  sono  proporzioni  d’egualità,  e se  ne  faccia  un  prodotto,  ch’io* 
chiamerò  riformato:  si  moltiplichi  questo  prodotto  riformato  per  tutte 
quelle  proporzioni  d’egualità,  che  ànno  luogo  tra  le  proporzioni  compo- 
M 

nenti  la  proporzione  - ■ -,  e ne  risulterà  un  nuovo  prodotto  eguale  alla 

M 

.stessa  proporzione  componente  ^ ’ e ciò  per  la  definizione  XXIII,  e pel 


teorema  presente;  ma  equivalendo  il  prodotto  riformato  ad  una  propor- 
zione pura  per  l’articolo  II  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXII, 
lo  stesso  prodotto  riformato  conserva  sempre  il  suo  medesimo  valore, 
benché  sia  moltiplicato  per  quante  si  vogliano  proporzioni  d’egualità, 
e ciò  per  gli  articoli  III,  e IV  del  citato  scolio;  adunque  lo  stesso  pro- 
dotto riformato  è uguale  al  nuovo  prodotto,  e perchè  il  medesimo  nuovo 

M 

prodotto  si  è già  mostrato  eguale  alla  proporzione  ^ > ne  siegue  pel  co- 


rollario XT  de’  principi,  che  il  prodotto  riformato  è uguale  alla  propor- 


zione 


composta 


M 
N ' 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


139 


Corollario  IV.  — E perciò  tutte  le  proporzioni  componenti,  che 
sono  proporzioni  d’egualità,  possono  togliersi  dal  prodotto  di  tutte  le 
proporzioni  componenti,  le  quali  costituiscono  una  proporzione  composta, 
senza  cangiar  punto  il  valore  di  questa. 


Teorema  XLVJI.  — Qualsivoglia  proporzione  y sia  composta  di 

qualunque  numero  di  proporzioni,  v.  g.  di  — > ^ , — > 4-  > le  quali  io 

p v n l 

chiamerò  componenti,  e sieno  altrettante  proporzioni  -g  ’ 77  ’ * av  > 1° 

Ij  C in  1) 

quali  io  chiamerò  connesse,  tali,  che  il  conseguente  della  prima  di  esse 
sia  l’antecedente  della  seconda,  e il  conseguente  della  seconda  sia  l’an- 

M 

teeedente  della  terza,  e così,  ec.  ma  il  conseguente  dell’ultima  y sia  lo 

A 

stesso,  che  il  conseguente  della  proporzione  composta  — : e tali  ancora, 

che  le  proporzioni  connesse  a riserva  dell’ultima,  cioè  > 'fi  1 jjf  sieno 

eguali  prese  ad  una  ad  una  ad  altrettante  delle  proporzioni  componenti, 
ohi 

v.  g.  ad  — ■ — > y prese  con  qualunque  ordine;  io  dico,  che  l’ultima 

M 

delle  proporzioni  connesse,  cioè  y è uguale  alla  rimanente  delle  pro- 


porzioni componenti,  cioè  nel  nostro  esempio  ad 


Q 


Dimostrazione.  — I.  La  proporzione  y>  che  per  l’ipotesi,  e per  la 

definizione  XXIII  è uguale  al  prodotto  delle  proporzioni  componenti 
o V h ì 

— ’ 77  ’ — ’ T ’ sara  uguale>  eziandio  al  prodotto  delle  stesse  proporzioni 
O k i V 

— > — ; y ; q disposte  con  quest’ultimo  ordine,  perchè  pel  teorema  XLVI 

ambedue  questi  prodotti  sono  tra  loro  eguali:  prendasi  ora  in  confor- 
mità de’  due  primi  articoli  dello  scolio  che  precede  il  teorema  XXII 

Y 

prendasi,  dico,  la  proporzione  y eguale  al  prodotto  delle  tre  propor- 
ohi  ^4 

zioni  — > - , y > e la  proporzione  — sarà  eguale  al  prodotto  delle  due 
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Y V o k i 

proporzioni  p ’ q 5 poiché  rappresentando  — x — X -j-  una  proporzione 

pura,  per  l’articolo  II  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXII  il  pro- 

Y V o k i V 

dotto  ■=-  x 7T  è uguale  all’altro  prodotto  — X — xtXt;  pel  corollario  I 

P Q ° p n l Q 

A 

del  teorema  XXIV,  e per  la  supposizione  p è uguale  anch’essa  al  me- 
o le  i "V 

desimo  prodotto  — x X Tx  75-  • 

p n l Q 

A 

II.  Pel  teorema  XXII  la  proporzione  ^ è uguale  a]  prodotto 

c*ee  tre  proporzioni  connesse  p ’ ~c’  M ’ ma  Per  1Pote81>  e 

pel  teorema  XLVI,  il  prodotto  di  queste  tre  proporzioni  connesse  è 

0 ^ O le  % 

uguale  al  prodotto  — x — X-y  delle  tre  proporzioni  componenti  — > — , y-; 

^4  o le  2 o le  t ~Y 

adunque  — X — X -r  > ed  essendo  per  la  costruzione X -r  — w • 

^ M p n l r p n l P 

A Y 

ne  siegue,  che  = 

A A M 

III.  In  virtù  del  teorema  XXII  p è uguale  ad  x > e per  quanto 

A Y V 

si  è provato  nel  primo  punto,  la  stessa  p è uguale  ad  ^ X^;  adunque 

. , A M ,77 

ì due  prodotti 


X 


^ „ p ’ cd  pxq  sono  eguah  tra  loro,  ma  n0i  secondo 
A Y 

punto  si  è dimostrato  essere  ^ eguale  ad  p ; adunque  pel  corollario  I 

M V 

del  teorema  XXIV  p ultima  delle  proporzioni  connesse  è uguale  ad  p , 

rimanente  delle  proporzioni  componenti. 

È visibile,  che  questi  raziocini  possono  applicarsi  a qualunque  nu- 
mero di  proporzioni  componenti,  e a qualsivoglia  moltitudine  di  propor- 
zioni connesse,  e per  conseguenza  il  teorema  è generalmente  vero. 


A.  0 E G 

Teorema  XLVIII.  — Date  quattro  proporzioni  ^ , — , — > jj  tali, 

che  i loro  antecedenti  ordinatamente  presi  sieno  proporzionali  tra  loro, 
e i loro  conseguenti  ordinatamente  presi  sieno  anch’essi  proporzionali 
fra  loro. 
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T j . . A C E G 

lo  dico,  che 

Non  è necessario,  che  i due  ultimi  antecedenti  sieno  omogenei  ai 
due  primi. 


A C 

Dimostrazione.  — Tra  i primi  due  termini  ^ ^ della  proporzio- 

nalità  da  dimostrarsi,  pongasi  la  proporzione  , e tra  gli  ultimi  due 

termini  ~ , ~ di  detta  proporzionalità  pongasi  la  proporzione  ^ : e con 

A C C 

ciò  si  avranno  due  ordini  di  grandezze,  cioè  da  una  parte  ■=■  , , -= , 

li  Jj  JJ 

EOO  A 

e dall’altra  = >'-=>•„.  tali,  che  la  prima  ■=  del  prim’ ordine  stia  alla  sua 
Jf  Jf  a Jj 

CE  0 

seconda  — , come  la  prima  ■=  del  second’ ordine  sta  alla  sua  seconda  -=■ , 
Jj  Jf 

c 

e questo  per  l’ipotesi,  e pel  teorema  IV:  e tali  ancora,  che  la  -g  seconda 

C O 

del  prim’oidine  sta  alla  sua  terza  » come  la  — seconda  del  second’  or- 
G 

dine  sta  alla  sua  terza  -==  ; imperciocché  per  la  supposizione  bì  à B ■ D ::F  ■ H, 
JJ 

ovvero  convertendo  D B : : H F,  e pel  teorema  IX  si  vede  essere 


C C G G 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  -=  • -=-  : : -=  • = • Ciò  posto  in  virtù 

Jj  J)  Jf  ti 

A . C 

dell’egualità  ordinata  si  ottiene  ^ prima  del  prim’ ordine  alla  sua  terza 


E G 

come -=  prima  del  second’ordine  alla  sua  terza  =•  Il  che  dovea  dimo- 
■t  U 


strarsi. 


Seconda  dimostrazione  — I.  Si  suppone  A-C  ::E-G ; adunque  pel 
TT7  A C E G 

II.  Per  l’ipotesi  B.D  ::  F .H,  e convertendo  D.B  ::  H.F\  ma  pel 
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CO  E E 

teorema  IX  — ::  D.B,  ed  = ■ — : : H . F : adunque  pel  corollario  XII 
E U h ri 

, , . . . C C E E 

de  principi 

A.  C E G 

III.  Si  è provato  nel  primo  punto,  che  e si  è provato 

B B ri  H. 

, , , C C E E 

nel  secondo  punto,  che  g'  j?'  ]j  > adunque  per  1 egualità  pertur- 


bata 


A C E O 


B D"  F H 
Terza  dimostrazione. 


• Il  che  dovea  dimostrarsi. 


A E B F 

Per  1 ipotesi  , e =-  = — ; adunque  pel 

G (r  E ri 


A B E F 

corollario  Vili  de’  principj  sussiste  questa  proporzionalità  , 

G 1)  il  M 

A C E G 

e quindi  pel  corollario  IV  del  teorema  XXIX  — •-=-  ::  = • -=  • Il  che  dovea 

EU  r H 

dimostrarsi. 


Corollario  I,  che  contiene  una  maniera  di  trovare  una  proporzione, 
che  sia  quarta  proporzionale  dopo  tre  proporzioni  date.  — Se  a tre  pro- 
A O E 

porzioni  date  dovrà  assegnarsi  la  quarta  proporzione,  ciò  sì 

EU  r 

G 

farà  agevolmente  prendendo  una  quarta  proporzione  ^ » il  cui  antece- 
dente G sia  quarto  proporzionale  dopo  gli  antecedenti  A,  C,  E delle  tre 
proporzioni  date,  e il  conseguente  H sia  quarto  proporzionale  dopo  i con- 
seguenti B,  D,  F delle  medesime  proporzioni  date. 

Corollario  II,  che  contiene  una  maniera  di  moltiplicare  qualunque 

proporzione  per  qualunque  altra.  — Per  moltiplicare  insieme  due  propor - 

A C Z 

zioni  -=  • ■=■  .•  prendasi  la  proporzione  d’ egualità  -=  (Z  esprime  qualsivoglia 
EU  ju 

. . As  . G 

grandezza  omogenea  ai  termini  di  g)  6 P01  S1  pigh  la  proporzione  jj 

tale,  che  il  suo  antecedente  G sia  quarta  proporzionale  dopo  i tre  an- 
tecedenti Z,  A,  G,  e che  il  suo  conseguente  H sia  quarto  proporzionale 
dopo  i tre  conseguenti  Z,  B,  D;  mentre  in  vigore  di  questo  teorema 

Z A C G G 

sarà  77 77-77 ; adunque  per  le  definizioni  XXI,  e XXII  sarà  il 


Z B’D  H 

A C 

prodotto  di  ^ moltiplicato  per  • 


H 
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Q’ 


la  -r,-  deve  essere  moltiplicata  per  se  stessa,  ad  effetto  di  comporre  la 


Corollario  III,  che  unitamente  con  lo  scolio  infrascritto  contiene  il 
modo  di  trovare  la  radice  di  qualsivoglia  grado  d’ una  proporzione  data.  — 

Y 

Se  si  cercasse  una  proporzione  ignota  tale,  che  moltiplicata  per  se 

o 

medesima  un  dato  numero  di  volte,  componesse  una  data  proporzione 

V 

dovrebbe  prendersi  qualsivoglia  proporzione  d’egualità,  v.  g.  =y>  indi  tra 

l’antecedente  V di  questa,  e l’antecedente  P della  proporzione  data  tro- 
vare tante  grandezze  in  proporzione  geometrica  continua,  quante  volte 
Y 
8 

P 

proporzione  data  dovrebbero  in  oltre  ritrovarsi  altrettante  grandezze 

in  proporzione  geometrica  continua  tra  il  conseguente  V della  propor- 

P 

zione  d’egualità,  e il  conseguente  Q della  proporzione  data  — ; mentre 

V 

la  prima  delle  grandezze  intermedie  tra  V,  e P sarebbe  l’antecedente, 
e la  prima  delle  grandezze  intermedie  tra  V,  e Q sarebbe  il  conseguente 

Y 

d’una  proporzione  eguale  alla  ricercata  ^ • 

Per  render  più  sensibile  la  prova  di  questa  verità,  conviene  appli- 

Y 

caria  ad  un  caso  particolare:  v.  g.  se  si  cerca  la  proporzione  ^ tale, 

che  moltiplicata  tre  volte  per  se  medesima  faccia  un  prodotto  eguale 

p 

alla  proporzione  data  -y,  si  trovino  tra  gli  antecedenti  V,  e P tre  gran- 

si 

dezze  A,  G,  F in  proporzione  geometrica  continua,  e si  trovino  tra  i 
conseguenti  V,  e Q tre  grandezze  B , D,  G in  proporzione  geometrica 
continua. 

Ciò  fatto,  si  avranno  pel  teorema  presente  cinque  proporzioni 

V A C F P A 

Ti  ’ a ’ ^ ’ e la  seconda  di  esse,  cioè  -5  sarà  eguale  alla  propor- 
li jo  D Or  B 


zione  cercata 


S 


Imperciocché  per  la  costruzione,  e per  questo  teorema  si  à 

VA  A C 
V'  B : ’B'D  ’ 

C A A 

adunque  jjl~  x Per  definizioni  XXI,  e XXII. 
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Similmente  per  questo  teorema,  e per  la  costruzione  si  à 

V A G F 

V B " D "G  ] 

F A G F G A 

adunque  -y  =~  x 7=:,  vale  a dire  pel  teorema  XXIII  x -g,  e po- 

(7  Jj  D (7  JL)  ij 

C A A F A A A 

nendo  in  luogo  di  =-  la  sua  espressione  s X -g.ne  viene  =^=  x -g X „ ■ 

A)  B B G B B B 

Si  à finalmente  per  questo  medesimo  teorema,  e per  la  costru- 

V A F P P A F . s P F A 

zione  yB:'-Q--Q,e  Perc10  ~q  = X -g  > cioè  ^ X - g e surrogando 

a.F.  . A A A . P A A A A 

in  vece  di  — la  sua  espressione -g  X g X g > ne  risulta  ^=^x|X-gX-gj 

A 

adunque  -g  moltiplicata  tre  volte  per  se  medesima  fa  un  prodotto  eguale 
P A 

alla  proporzione  data  ^ > e per  conseguenza  -g  è uguale  alla  proporzione 
ricercata  ^ • 

O 

Si  avverta,  che  V significa  qualsivoglia  grandezza  ad  arbitrio,  purché 

P 

però  sia  omogenea  ai  termini  della  proporzione  data  y.  • 

Q 


Scolio.  — È manifesto,  che  in  virtù  della  definizione  XXXI  la 
A ■ P 

g è la  radice  quarta  della  proporzione  data  ^ ; perchè  secondo  questo 

A p 

corollario  la  -=  moltiplicata  tre  volte  per  se  medesima  produce  la  y.  ■ 

E generalmente  è chiaro  altresì  per  la  medesima  definizione  XXXI, 
che  se  la  A sarà  la  prima  di  tante  grandezze  intermedie  tra  gli  antece- 
di 

denti  V,  e P,  quante  unità  contiene  il  numero  n,  la  stessa  -g  sarà  la 

B 

P 

radice  del  grado  n + 1 della  proporzione  data  — ; perchè  in  vigore  di 

Q 

jl 

ciò,  che  si  è insegnato  in  questo  corollario,  la  -g  sarà  tante  volte  mol- 

B 

p 

tiplicata  per  se  stessa,  ad  effetto  di  produrre  la  --  , quante  unità  con- 

y 

tiene  il  numero  n. 
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y 

Corollario  IV  dedotto  dal  III,  — Se  in  cambio  di  -y  si  fosse  presa 
P 

■p  , gli  antecedenti  intermedj  sarebbero  stati  tutti  eguali  all’antecedente  P 
p 

della  proporzione  data yr  , per  poter  essere  tra  loro  in  proporzione  geo- 

y 

v 

metrioa  continua:  e per  la  stessa  ragione,  se  in  luogo  di  y si  fosse 

Q 

presa  -q  , i conseguenti  intermedj  sarebbero  stati  tutti  eguali  al  con- 

P 

seguente  Q della  proporzione  data  • 

y 

Y 

Scolio.  — Se  nel  cercare  la  y si  prenderà  qualche  altra  espres- 

V 

sione  della  proporzione  d’ egualità  differente  da  — , come  sarebbe  per  oa- 
y * a 

gion  d’esempio  ^ , la  proporzione  y , che  si  troverà  operando  nel  modo 

A 

espresso  nel  III  corollario,  sarà  eguale  alla  proporzióne  p trovata  me- 


diante l’assunzione  di  y • 


. V 


Imperciocché  pel  III  corollario  dall’assunzione  di  y si  avrà 


P A A A 
Q ~ B X B X ~B  ’ 6C’ 


, ,.  T . , P a a a P „ . 

e dall  assunzione  di  ~ si  avra  77  = r X t X t 1 ec.  ma  e uguale  a se 
I (j  0 0 0 Q 

medesima;  adunque  pel  corollario  IV  del  teorema  XLII  = =-*-. 

Jj  b 


A C 

Corollario  V.  — Esprimano  p , e -y  due  proporzioni  in  generale, 
E C 

e la  proporzione  y sia  eguale  a y ; io  dico,  che  sussiste  questa  propor- 

....  A B A B 
zionahtà  ..  ? , v 

E 0 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Poiohè  si  suppone  y = y , 


IO  — Tomo  I. 
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A E A C 

sarà  pel  corollario  Vili  de’  principj  — ~ — i adunque  pel  corol- 


lario IV  del  teorema  XXIX  é..B 


A B 
E'F  " C'  D 


A.  G H E 

Teorema  XLIX.  — Date  quattro  proporzioni  -5  > > 7=  > -=  tali, 

ti  ±J  G t 

che  l’antecedente  A della  prima  sia  all’antecedente  G della  seconda,  come 
il  conseguente  E della  quarta  è al  conseguente  G della  terza,  e il  con- 
seguente B della  prima  sia  al  conseguente  D della  seconda,  come  l’an- 
tecedente F della  quarta  è all’antecedente  li  della  terza;  io  dico,  che 
A C H F 
B'D'G'E' 

Non  è necessario,  che  i conseguenti  delle  due  ultime  proporzioni 
sieno  omogenei  agli  antecedenti  delle  due  prime. 

Prima  dimostrazione.  — I.  Si  à per  l’ipotesi  A . C : : E . G,  e pel 

AG  H H 

teorema  III  • yj  ::  A . C,  siccome  pel  teorema  IX  -=•—  ::  E.  G\  adun- 
fi  fi  G fi 

AG  H H 

que  pel  corollario  XII  de’  principj  si  avrà  : : —,  • • 

fi  fi  g hi 

II.  Si  à per  l’ipotesi  B . D : :F  . H , cioè  convertendo  D . B : : H . F , 

G G HE 

e pel  teorema  IX  • — : : D * B , siccome  pel  teorema  III  ■=  * vf  : : H F : 

fi  1)  fi  fi 

OC  H F 

adunque  pel  corollario  XII  de’ principj  sarà 

fi  jj  hi  fi 
A G H H 

III.  O dimostrato  nel  primo  punto,  che  - ^ : : - * — > e ò dimo- 

fi  fi  G E 

O G H F 

strato  nel  secondo  punto,  che  d V.  : ; ^ ■ --  ; adunque  per  1’  egualità 

fi  fi  fi  fi 

ordinata  ^ Il  che  dovea  dimostrarsi. 

fi  fi  G E 


Seconda  dimostrazione. 
A C 


I.  Per  la  supposizione  A-G  ::E-G;  ma 
F F 
G 'E 


pel  teorema  III  -=  • -=  : : A ■ C > e pel  teorema  IX  : E ■ G ; adunque 

fi  fi  G hi 

1 il  • YTT  A » • ■ ■ A C F F 

pel  corollario  XII  de  pnncip]  ^j*]g  :'q'e' 

II.  Per  la  supposizione  B- D:\F-H,  e convertendo  D ■ B : : H ■ F ; 
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C C H F 

ma  pel  teorema  TX  D-B , e pel  teorema  III  pr  •—  ::H-F; 

B D G G 

O O H F 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  ' q” 

A.  G F F 

III.  Si  è provato  nel  primo  punto,  che  -g  • Jj  • • q ' ]jj  > e si  ® pro- 
, , . C C H F 

vato  nel  secondo  punto,  che  ^ • j-  : : • pr  ; adunque  per  1 egualità  per- 

BUG  G 

A 0 H F 

turbata  •-=  . Il  che  dovea  dimostrarsi. 

B D G F 

Terza  dimostrazione.  — In  virtù  delle  supposizioni,  e del  precedente 

AG  E O 

teorema  XLVIII  si  à questa  proporzionalità  ^ -ri  : : r poiché  si 

b L)  h ti 

suppone  A - G : : E G , e B-  D : : E -H  ; ma  pel  corollario  V del  teo- 
E G H F 

rema  XXIX  si  à vr  • „ : : pr  ' jt  l adunque  pel  corollario  XI  dei  prin- 
h ti  (jc  E 


. A G_  H F 
B D'  ' G ' É 


cipj  ^ . Il  che  dovea  dimostrarsi. 


A E 


B F 


Quarta  dimostrazione.  — Si  à per  la  supposizione  ^ — 6 j)~Jj  > 

laonde  pel  corollario  Vili  de’ principj  si  avrà  questa  proporzionalità 


AB  E F 

g'd:: g'h 


; e pel  corollario  IV  del  teorema  XXIX  si  avrà  eziandio 


AG  E G . . tt  , , , yyty  E G H F 

: in  ' fr  i ma  poi  corollario  V del  teorema  XXIX  — • : : 77  • -5  , 

B u h ti  h a g e 

AG  H F 

adunque  pel  corollario  XI  de’ principi  r-—:  . Il  che  dovea  dimo- 

B L)  (jt  E 

strarsi. 


Corollario  I,  che  contiene  un  modo  di  trovare  la  quarta  propor- 

A g H 

zionale  dopo  le  tre  proporzioni  date  -=•  > y-  > pr  • — Per  assegnare  la  quarta 

BUG 

proporzionale  dopo  le  tre  proporzioni  date  ^ ^ > 77  . si  prenda  la 

BUG 


F 


quarta  proporzione  -=  tale,  che  il  suo  antecedente  F sia  quarto  propor - 

zionale  dopo  il  conseguente  D della  seconda  proporzione,  il  conseguente  B 
della  prima  proporzione,  e l’antecedente  H della  terza  proporzione,  e 

E 

tale  ancora,  che  il  conseguente  E della  medesima  proporzione  -=  sia 

h 
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quarto  proporzionale  dopo  l’antecedente  G della  seconda  proporzione, 
l’antecedente  A della  prima  proporzione,  e il  conseguente  G della  terza 

proporzione,  e così  la  proporzione  ^ sarà  quale  si  desidera. 

Jo 

Imperciocché  avendosi  per  la  costruzione  D . B : : H . F , e C . A : : G . E 
si  avrà  convertendo  B . D : : F . H , ed  A .0  : : E . G,  e pel  presente  teo- 

A G H F 


rema  sussisterà  questa  proporzionalità 


B D'G'E 


Corollario  II,  che  contiene  un  modo  di  moltiplicare  qualunque 

et  c 

proporzione  per  qualunque  altra.  — Per  moltiplicare  insieme  , 

x 

si  prenda  la  proporzione  d’egualità  — (x  denota  qualsisia  grandezza  omo- 
genea ad  a),  indi  assumasi  la  proporzione  tale,  che  sia  quarta  prò- 
x et  c 

porzionale  dopo  — ■ jr  ’ ~J  > tale>  c^e  il  8U0  antecedente  / sia  quarto 

X O Ci 

proporzionale  dopo  b ,x  , c , e che  il  suo  conseguente  (e)  sia  quarto  pro- 
porzionale dopo  a , x ,d , poiché  per  l’antecedente  corollario  si  avrà 

x et  c f 

questa  proporzionalità  — — : : • - e per  le  definizioni  XXI,  e XXII 

x o et  e 

f et  o 

~ sarà  il  prodotto  di  moltiplicato  per  ■ 


Teorema  L.  — Se  ^ sta  a %- , come  —,  sta  a ~ . e se  di  più  A 

B D F H r 

sta  a C , come  E sta  a G ; io  dico,  che  B sta  a D , come  F sta  ad  H. 


Dimostrazione.  — Assumasi  pel  postulato  la  grandezza  8 tale,  che 
si  abbia  questa  proporzionalità: 

(1)  B . D : : F . 8 . 

Sarà  dunque  pel  teorema  XLVIII 


A C_mmS  G 
B ’ D':  F'  8 


(2) 
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Poiché  si  è supposto 

(j  (jT 


ma  si  è anche  supposto 


A G "E_  G 
B D'F  H 


Adunque  pel  teorema  I,  saranno  eguali  i quarti  termini  delle  due 

G G 

proporzionalità  (2)  e (3),  cioè  sarà  ^ ^ > e conseguentemente  pel  co- 

sollario  XXI  de’  principi  sarà  8 eguale  ad  H ; ponendo  pertanto  nella 
proporzionalità  (1)  in  luogo  di  S la  sua  eguale  H , si  avrà  pel  corol- 
lario IX  de’  principi  B . D : : F . H . Il  che  dovea  dimostrarsi. 


A A A A 

Corollario  I.  — Se  -=■  sta  ad  —,  come  y?  sta  ad  — ; io  dico,  che 

Jj  U L)  E 

B sta  a G , come  D sta  ad  E . 

Imperciocché  è chiaro,  che  A sta  ad  A , come  A sta  ad  A pel  co- 
rollario VII  de’  principi;  adunque,  ec. 

A A A A 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  l’ipotesi  -g  ■ ^ ; 

A A A A 

pel  teorema  IX,  e trasponendo  C . B : : ^ ; e parimente  E.D::~^—, 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  G . B : : E . D , e convertendo 
B.C  : :D.  E . 


Corollario  II.  — Se  sta  a -=,  come  „ sta  a ■=  ; io  dico,  che 
Jj  JJ  E £ 

B sta  a D , come  E sta  ad  F . 

Imperciocché  pel  corollariGjVIII  de’  principi  A sta  a C , come  A sta 
a G ; adunque,  ec. 


Corollario  III. 


„ A E G G ......  n 

Se  -g  = , e jj  ~ # e se  di  piu  A sta  a C , 


' F’  D H 

come  E sta  a G ; io  dico,  che  B sta  a D , come  F sta  ad  H . 

Imperciocché  per  la  supposizione,  e pel  corollario  Vili  de’  principi 
A C E G 

sarà  =-  • 7T  : : -=  • ; adunque  pel  presente  teorema  B . D : : F . H . 

i>  JJ  £ H 

A E 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  l’ipotesi  ^ ^ , e 
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B F A E 0 G 

convertendo  ^ : per  l’ipotesi  = q > e p = Jj > adunque  per  l’egua- 

B F 

lità  ordinata  y-  = -r-  • 

1)  tL 


A C E G 

Teorema  LI.  — Se  ^ sta  a — come  — sta  a yr  , e se  di  più  B 

B 1)  Jf  li 

sta  a D,  come  F sta  ad  H;  io  dico,  che  A sta  a C,  come  E sta  a G. 


Dimostrazione.  — Prendasi  pel  postulato  la  grandezza  S tale,  che 
abbiasi  questa  proporzionalità: 


(1) 


A C : : E -8. 


(2) 


(3) 


E pel  teorema  XLVIII  si  avrà: 

A <7  . E S 

B'  D'  FH' 

B E 

Poiché  si  è supposto  -=r  = -=  ; ma  si  è supposto  ancora 

UH 

A C_  # G_ 

B D " F H 


Adunque  in  virtù  del  teorema  I 
G 


S 


H quarto  termine  della  proporzio- 
nalità (2)  è uguale  a ~ quarto  termine  della  proporzionalità  (3)  ; e 

quindi  pel  corollario  XXI  de’  principi  S sarà  eguale  a G:  di  modo  che. 
sostituendo  nella  proporzionalità  (1)  in  cambio  di  S la  sua  eguale  G, 
ne  risulterà  pel  corollario  IX  de’  principi  A C : : E G.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 


A C 

Corollario  I.  — Se  ^ sta  a , 

B B 


come  — sta  ad  ~ ; io  dico,  che 


F F 

A sta  a C,  come  D sta  ad  E;  perchè  pel  corollario  VII  de’  principi  B 
sta  a B,  come  F sta  ad  F. 


. A <7  . D E 
B B " F ' F’ 

^ • J)  Jj] 

e pel  teorema  III,  e trasponendo  A C : : , come  pure  D ■ E : : • — ; 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  A-C  ::D ■ E. 


Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  l’ipotes 

A C 
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Corollario  II.  — Se  ~ sta  a ^ , come  sta  ad  ~ ; io  dico,  che 
AG  A G 

B sta  a D,  come  E sta  ad  F. 

Imperciocché  pel  corollario  Vili  de’  principj  A sta  a C,  come  A 
sta  a G ; adunque,  ec. 

A E CG 

Corollario  III.  — Se  ^ = -p, , e — = e se  di  più  B sta  a D,  come 

x>  h Va 

F sta  ad  H;  io  dico,  che  A sta  a <7,  come  E sta  a G. 

Imperciocché  per  la  supposizione,  e pel  corollario  Vili  de’  principj 


si  6 quiadi  Per  questo  teorema  A.C  :: E.G. 


A E 


Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  l’ipotesi  = = — , e 

JS  J 

B F G G D H 

=-  = = , come  pure  per  l’ ipotesi  ^ = -5  e convertendo  77  = 77  ; adunque 

Va  Va  L/  (J 

A F 

per  l’egualità  ordinata  ^7  = ^7  • 


A 

B 


H 


,F 


Teorema  LII.  — Se  ^ sta  a come  ^ sta  ad^,  e se  di  più 


A sta  a C , come  E sta  a G ; io  dico,  che  B sta  a D,  come  F sta  ad  H. 

Dimostrazione.  — Si  pigli  pel  postulato  la  grandezza  S in  modo, 
che  si  abbia  questa  proporzionalità. 

(1)  BDr.FS, 

e pel  teorema  XLTX  sarà 


(2) 


AG  S_  F 
B D"  G'  E ' 


ed  essendo  per  la  supposizione 
(3) 


A G_  H F 
B'D'G'E 


saranno  eguali  pel  teorema  I i terzi  termini  delle  due  proporzionalità 

S H 

(2),  e (3),  vale  a dire  sarà  77  = 77,  e in  vigore  del  corollario  XXI  de’ 

Cr  (jt 

principj  S sarà  eguale  ad  H;  di  modo  che  la  surrogazione  di  H in 


TEORIA  GENERALE 


vece  di  S nella  proporzionalità  (1)  darà  pel  corollario  IX  de’  principi 
B.D  Il  che  doveva  dimostrarsi. 

A.  C H F 

Altra  dimostrazione.  — Avendosi  per  l’ipotesi  : — • = , ed 

±>  u (x  e 

H F E G 

avendosi  pel  corollario  V del  teorema  XXIX  , si  avrà  pel 

Gr  E -b  M 

AG  E G 

terzo  punto  del  corollario  XI  de’  principi  — ma  per  la  sup- 

posizione A.C  ::  E .G;  adunque  pel  teorema  L B.D  : : F .11.  Il  che  doyea 
dimostrarsi.  -T  V. 

A C H F 

Corollario  I.  — Se  sta  a — , come  — sta  ad  —7  ; io  dico,  che 

Jj  ±J  C ii. 

B starà  a D,  come  F ad  H. 

Imperciocché  pel  corollario  Vili  de’  principi  A sta  a C,  come  A 
a G ] adunque,  ec. 

A A H F 

Corollario  II.  — Se  sta  ad  jr,  come  — sta  ad  -=■  ; io  dico,  che 

B 1)  1 1 

B starà  a D,  come  F ad  II. 

Impercioochè  pel  corollario  VII  de’  principi  A sta  ad  A,  come  I 
ad  I ; adunque,  ec. 

A A H F 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Si  suppone  • — : : — • — , 

A A 

ma  pel  teorema  IX,  e trasponendo  D.B  — , e pel  teorema  III,  e 
H F 

trasponendo  H . F : : — • — ; adunque  pel  corollario  XII  de’  principi 
D.B  ::H.F,  e convertendo  B.D  ::F.H. 


A G H F 

Teorema  LUI.  — Se  ^ sta  a ^ , come  sta  ad  =- , e se  di  più 

Ji  1)  (.t  E 

B sta  a D,  come  F sta  ad  H ; io  dico,  che  A sta  a C,  come  E sta  a G. 


Dimostrazione.  — Assumasi  pel  postulato  la  grandezza  S tale, 
che  sia 


A.C  ::E.S ; 
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si  avrà  pel  teorema  XLIX 

A C H F 

(2)  b‘d::s'é 

e perchè  abbiamo  supposto 


(3) 


A C^:.H  F_ 

b"d'g'e 


i terzi  termini  delle  due  proporzionalità  (2),  e (3)  saranno  eguali  pel 

H.H 

teorema  I,  cioè  si  avrà  ^ , e pel  corollario  XXI  de’  principi  sarà 

8 — G ; laonde  sostituendo  nella  proporzionalità  (1)  la  G in  cambio  di 
8,  che  gli  è eguale,  si  vedrà  essere  A.C  : : E .G.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

A C H F 

Altra  dimostrazione.  — Essendo  per  l’ipotesi  e(l  essendo 

H F E O 

pel  corollario  V del  teorema  XXIX  q-  ^ ^ H1  sara  P6^  *erzo  punto 

A C E 0 

del  corollario  XI  de’  principi  -g  • ^ ■ — ; ma  per  la  supposizione 

B.D::F.H\  adunque  pel  teorema  LI  A.C  ::  E.G.  Il  che  dovea  di- 
mostrarsi. 


Corollario  I.  — Se  -g  sta  a —,  come  „ sta  a — ; io  dico,  che  A 
Jj  u (t  hd 

starà  a C,  come  E a G. 

Imperciocché  pel  corollario  Vili  de’  principi  B sta  a D , come  B 
a D;  adunque,  ec. 


Corollario  II.  — Se  -g  sta  a g,  come  sta  a — ; io  dico,  che  A 

±>  Jj  6r  f 

starà  a C,  come  F a G. 

Imperciocché  pel  corollario  VII  de’  principi  B sta  a B,  come  D 
sta  a D. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Abbiamo  supposto 


A C D D 

b'b::g‘f’ 


A C 

ma  pel  teorema  III,  e trasponendo  A-C\  : g-  ■ ^ , e pel  teorema  IX,  e traspo- 
nendo F . G : : ~ ^ ; adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  A .C  : : F . G. 

(jr  _r 
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Teorema  LIV.  — Sia  una  serie  di  qualsivoglia  numero  di  propor- 

. . , t A B G D 

zioni  da  una  parte,  v.  g.  -=  , ^ -r  , ec.  : 

_r  tr  H 1 

E una  serie  di  egual  numero  di  proporzioni  dall’altra,  v.  g.  j-  , — , 
-jr  > y > ec->  tali,  che  la  prima  proporzione  ~ della  prima  serie  sia  eguale 
alla  prima  proporzione  della  seconda  serie;  la  seconda  proporzione  ^ 

della  prima  serie  sia  eguale  alla  seconda  proporzione  — della  seconda 

G 

serie;  la  terza  proporzione  — della  prima  serie  sia  eguale  alla  terza  prò- 

H 


porzione  -r  della  seconda  serie,  e così  sempre,  ec. 

tv 


E di  più  l’ antecedente  A della  prima  proporzione  della  prima  serie 
stia  all’antecedente  B della  seconda  proporzione  della  prima  serie,  come 
l’ antecedente  a della  prima  proporzione  della  seconda  serie  sta  all’  ante- 
cedente b della  seconda  proporzione  della  seconda  serie,  e similmente 
abbiasi  B . C : : b . c,  come  pure  C . D : : c . d,  ec.; 

Io  dico,  che  la  somma  degli  antecedenti  delle  proporzioni  della  prima 
serie  sta  alla  somma  de’  conseguenti  delle  medesime  proporzioni,  come 
la  somma  degli  antecedenti  delle  proporzioni  della  seconda  serie  sta 
alla  somma  de’  conseguenti  delle  proporzioni  stesse,  vale  a dire 


A + B+C  + D,  ec.  _a  + b + c + d,  ec. 
F + G + H + 1,  ec.  ~f  + g + h + i,  ec. 


Dimostrazione. 


I.  Poiché  per  l’ipotesi 

jj 


a B 

7’  6 G 


= — , come 

g 


pure  A.Bwa.b  sarà  pel  corollario  III  del  teorema  L F.G::f.g. 

E poiché  si  suppone  ^ = — , e -g.  = , come  pure  B . C : :b . c,  sarà 

(r  g il  ri 

eziandio  pel  corollario  TU  del  teorema  L H .G:  :h  . g. 

Si  proverà  similmente,  che  H . I : :h  .i,  e che  i conseguenti  di  tutte 

le  proporzioni  della  prima  serie  saranno  del  pari  proporzionali  ai  conseguenti 

di  tutte  le  proporzioni  della  seconda  serie,  presi  con  lo  stesso  ordine. 

ttt',.-'  j ■ i ••  AaBbCcDd 

II.  Di  piu  avendosi  per  la  supposizione  -s  = -r  , = — , — = — , ^-  = -r 

B b G c JJ  d 1 i 
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ai  avrà  per  l’egualità  ordinata  6 conseSuen*e’ 

mente  in  virtù  del  corollario  I del  teorema  II  sarà 


A B G D a b 

J — I — f H — v + “F  — “ H r H r 

I I I I t l l 


cioè  per  l’assioma  Vili. 

A + B -(-  G -{-  D a + b + c + d 

a)  — 7 — = — r — , 

III.  Ora  essendosi  provato  nel  primo  punto  di  questa  dimostrazione, 
F f G g H h „ j.  , F f G g 

. G g H h I % r ° I i I i 

H b 

— = — ; adunque  pel  corollario  I del  teorema  II  si  à altresì 

F G H I f g h i 

T + T+  T + T = ^+  ^ + -r+^> 

1 I 1 1 i il  i 

■ \ i,  . itttt  F + G + H + 1 f + g + h + i , -,  ■ 

cioè  per  r assioma  Vili  =■ , e convertendo 

1 l 


K ' F + G+H+I  f + g + h+i’ 

E quindi  paragonando  le  due  proporzionalità  (1),  e (2)  l’egualità 
ordinata  fa  conoscere 

A + B + C + D a + b +c  +d 
1 ’ F+G  + H+I- f + g + h + i' 

Egli  è visibile,  che  con  lo  stesso  metodo  si  dimostrerà  il  teorema 
in  qualsivoglia  numero  di  proporzioni,  che  costituiscono  le  due  serie; 
adunque  il  teorema  è generalmente  vero. 


Corollario  I.  — Se  al  primo  antecedente  della  proporzionalità  (3) 
si  aggiungano  dalla  parte  di  A una,  o più  grandezze,  v.  g.  R,  8,  e al 
secondo  antecedente  della  stessa  proporzionalità  (3)  si  aggiungano  dalla 

parte  di  a altrettante  grandezze,  v.  g.  r,  s tali  che  sia  ^ = — . ^ = — ; 
io  dico,  che  sussiste  questa  proporzionalità: 

R+S  + A+  B+C-  + 1)  r+5+a+à+c+d 

()  F + G + H+I  " = f + g+h  + i~  » 
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Imperciocché  si  proverà  similmente  per  l’egualità  ordinata  che 


R 


8 
I " 


s A 

7’ 7 


a B 

7' 7 


b 0 
i ’ I 


e si  mostrerà  del  pari 


R + S- 


■ A + B -)-  C + D r — s — )—  cs  — (—  & — c — {— 

Z = i 


Si  vedrà  ancora,  come  nella  dimostrazione  del  teorema,  essere  sus- 

I t- 

sistente  la  proporzionalità  (2),  cioè  — — — = — - = -, — - — ; • adunque 

F + G + H+I  f+g+h  + t’  4 

per  l’egualità  ordinata  sussiste  anche  la  proporzionalità  (4). 


Corollario  II.  — Se  al  primo  antecedente  della  proporzionalità  (3) 
si  aggiungano  dalla  parte  di  D una,  o più  grandezze,  v.  g.  T,  V,  e al 
secondo  antecedente  della  medesima  proporzionalità  (3)  si  aggiungano  dalla 

parte  di  d altrettante  grandezze,  v.  g.  t,  u,  tali  che  sia  ~ ~ = - ; 

1 t v u 

io  dico  esser  vera  questa  proporzionalità: 

A+B+C+D+T+V  a + b + c+d  + t + u 


(5) 


F+G+H+I 


f + ff + h + i 


Imperciocché  essendo  per  l’ipotesi  ~ ~ ^ ~ > sarà  convertendo 

V u T t . . . . D d . ,, 

= y’  = d ’ 6 adendosi  per  la  supposizione  j = si  avra  per  1 e- 

V u T t 

gualità  ordinata  r = . , = — > e in  vigore  del  corollario  I del  teo- 

Iti* 


rema  II  sarà  — 
ovvero 


(6) 


V T u 


t 


+ . ; cioè  per  l’assioma  Vili 

i 


T + V t+u 


V + T u + t 


Ma  nella  dimostrazione  del  teorema  si  è provata  la  proporziona- 


lità (1),  vale  a dire 


A + B + G + D Ot  + b -(-  c -(-  d 


; adunque  in  vigore  del 


corollario  I del  teorema  II  si  ottiene: 

A+B+G+D 
_ |_ 


T+V' 

] a c ~\~  d ^ 

t -\~u 

I 

i 

i 
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E quindi  per  l’ assioma  Vili  si  vede  essere: 

A+B+G+D+T+V  a+b+c  + d + t + u 

I - j 

ma  nella  dimostrazione  del  teorema  si  è provata  la  proporzionalità  (2), 

/ j 

cioè  = — — — = — - = v , • adunque  per  l’ egualità  ordinata  si  vede 

F + G + H+I  f + g+h  + i’  H 

sussistere  anche  la  proporzionalità  (5). 


Corollario  III.  — Se  al  primo  antecedente  della  proporzionalità  (3) 
si  aggiungano  dalla  parte  di  A una,  o più  grandezze,  v.  g.  R,  S,  e al 
secondo  antecedente  della  stessa  proporzionalità  (3)  si  aggiungano  dalla 
parte  di  a altrettante  grandezze,  v.  g.  r,  s;  e se  di  più  al  primo  ante- 
cedente della  proporzionalità  (3)  si  aggiungano  nel  medesimo  tempo 
quante  grandezze  si  vogliano  dalla  parte  di  D,  v.  g.  T,  V ; e al  secondo 
antecedente  della  stessa  proporzionalità  (3)  si  aggiungano  altrettante 
grandezze,  v.  g.  t,  u;  (il  tutto  còme  sopra);  vaierà  questa  proporzio- 
nalità : 


.#  + $ + ^4  +B  + C + D + T + V T + s+(x  + b + c+d+t  + u 

()  f+g~hTT  ="  f+g+h+i 

Imperciocché  per  la  proporzionalità  (6)  provata  nella  dimostrazione 

T — {—  V t H-  u 

del  corollario  II  si  à T e per  la  proporzionalità  (2)  provata 

1 i 

T 

nella  dimostrazione  del  teorema  si  à ancora 
adunque  per  l’egualità  ordinata  si  vede  essere 
ma  nel  corollario  I si  è dimostrato 


F+G  + H+I  f + g+h  + i’ 
T+V  t + u 

F + G + H +1  ~ f + g + h + i’ 
D t + s+o>+b+c+d 


F + G + H+I  f + g+h  + i ’ 

e perciò  in  vigore  del  corollario  I del  teorema  II,  l’aggregato  delle  due 

T+V 


F+G+H+I 


sarà  eguale  all’aggre- 


. . R+S+A+B+C+D 

proporzioni  F ■ G H + ! ’ 6 

, j ii  i.  j . . r + s +(t + b + c+d 

gato  delle  altre  due  proporzioni = — ; > e , , 

° f+g+h+i  f+g+h+i 

per  l’assioma  Vili  sussiste  la  proporzionalità  (7). 


t + u 


. ; adunque 


Scolio.  — Ogni  attento  lettore  conoscerà,  che  questi  tre  corollarj 
si  provano  nella  medesima  guisa  in  qualunque  numero  di  proporzioni, 
che  costituiscono  le  due  serie,  e in  qualsivoglia  numero  di  grandezze, 
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che  si  aggiungono  agli  antecedenti  della  proporzionalità  (3),  o s’aggiun- 
gano queste  grandezze  dalla  parte  destra  degli  antecedenti,  o dalla  parte 
sinistra,  ovvero  dall’una,  e l’altra  parte,  e conseguentemente  questi  tre 
corollari  sono  generalmente  veri. 

Nel  presente  teorema,  e nei  tre  corollari  precedènti  si  contiene  la 
proposizione  seconda  del  libro  d’ Archimede  delle  Sferoidi,  e delle  Conoidi 
distintissimamente  dimostrata. 


Corollario  IV.  — Convertendo  le  proporzionalità  (3),  (4),  (5),  e (7)  gli 
antecedenti  diventano  conseguenti,  e i conseguenti  antecedenti;  adunque 
se  si  danno  ipotesi  tali,  che  attribuiscano  ai  conseguenti  ciò,  che  nel  teo- 
rema, e he’  tre  corollarj  suddetti  si  è attribuito  agli  antecedenti,  ne  risulterà 
la  dimostrazione  d’un  altro  teorema,  e di  tre  suoi  corollarj,  corrispondenti 
al  teorema  qui  dimostrato,  e ai  tre  corollarj,  che  lo  sieguono.  Per  altro 
potrebbero  dimostrarsi  anche  direttamente  V altro  teorema,  che  accenno  in 
questo  corollario,  e i tre  suoi  corollarj  con  raziocinj  simili  a quelli,  che 
si  sono  impiegati  per  provare  il  teorema  LTV,  e i tre  corollarj  di  esso: 
al  quale  effetto  in  vece  di  valersi,  conforme  si  è fatto  del  corollario  III 
del  teorema  L,  dovrebbesi  far  uso  del  corollario  III  del  teorema  LI. 


Corollario  V.  — Se  le  due  serie  di  proporzioni  ~ ' 79  > v?  > t ’ oc. 

Jf  (x  H 1 

a b c d . , A . . . a B 

-r>  ec.  sono  tali,  che  sia  maggiore,  ovvero  minore  di  -r  ; 

f g h i F 66  f ’ G 

sia  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  — ; ^ sia  maggiore,  ov- 

Q 

vero  respettivamente  minore  di  > e così  sempre,  ec. 


E tali  ancora,  che  si  abbiano  queste  proporzionalità 


B 


a B 

b’C ' 


b 
c ’ 


C c ..  , A + B + C -\-D,  ec.  , 

e cosi  sempre,  ec.  io  dico,  che  — — sarà  maggiore, 


D d 

ovvero  respettivamente  minore  di 


F + G + H+I,  ec. 
-b  + c+d,  ec. 


f + g + h + i,  ec. 

Imperciocché  si  concepisca  in  virtù  del  postulato,  che  i conseguenti 
delle  proporzioni  della  prima  serie  sieno  accresciuti,  ovvero  respettiva- 
mente diminuiti  in  modo,  che  le  proporzioni  suddette  divengano  eguali 
alle  proporzioni  corrispondenti  della  seconda  serie:  s’immagini  per  cagion 

d’esempio  = — > e similmente,  ec.  si  avrà  in  virtù  di 

F+y  f G+z  g 
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questo  teorema 


yrpr  , ^ ; — - eguale  ad  , ed  essendo  pel  corol- 
la ± y)  + (G  ± z)  & f+g  F 


lario  XIX  de’  principj  ^ maggiore,  ovvero  respettivamente  mi- 


F + G,  ee. 


nore  di 
rema  II 


A + B,  ec. 


(F  + y)  + (G  + z),  ec. 
A+B,  ec. 


sarà  eziandio  pel  corollario  VI  del  teo- 


F + G,  éc. 


maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di 


. a + b,  ec. 


f + g,  ec. 


Corollario  VI.  — Sede  due  serie  di  proporzioni  sono  come  nel 

A 

F 


A B C D a b c d . . A 

precedente  corollario  ec.  -r  > — — > ec.  tali,  che  sia 

FGHIifgni 


a B 


maggiore,  ovvero  minore  di  — > ^ sia  maggiore,  ovvero  respettivamente 

minore  di  — ; ^ sia  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  e 
cosi  sempre,  ec. 

E tali  ancora,  che  si  abbiano  queste  proporzionalità 

F f G g H h 
G~  g ’ H h’  I ~ i’ 


e cosi  sempre. 
Io  dico,  che 


A+B  +C  + D,  ec. 
FTgTiT+I,  ec. 


sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente 


. a+b  + c+d,  ec. 


minore  di  , 

f + g+h+i,  ec. 

Imperciocché,  in  virtù  delia  prima  supposizione,  e convertendo  si  à 

F 

pel  corollario  VI  del  teorema  XXIX  minore,  ovvero  respettivamente 

l 

maggiore  di  L , ^ minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  di  ^ mi- 
nore, ovvero  respettivamente  maggiore  di  — , e così  sempre,  ec.  adunque 

c 

1 „ • , , F+G  + H + I,  ec.  . . 

pel  corollario  precedente  \+T^D~ec  sar“  minore>  ovvero  respetti- 

vamente  maggiore  di  ; poiché  gli  antecedenti  della  prima 

di  queste  due  proporzioni  si  suppongono  proporzionali  agli  antecedenti 
della  seconda  proporzione  presi  per  ordine,  ec.  e perciò  convertendo  pel 
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corollario  VI  del  teorema  XXIX  si  vedrà  essere 


A +B+C+D,  ec. 


giore,  ovvero  respettivamente  minore  di 


. a -\-  b - 


F + G + H 
c + d,  ec. 


I,  ec. 


mag- 


f + g+h+  i,  ec. 


Scolio.  — Questo  corollario  potrebbe  dimostrarsi  direttamente  di 
una  maniera  simigliante  a quella,  che  si  è tenuta  in  dimostrare  il  co- 
rollario che  lo  precede,  e perciò  eseguire;  dovrebbero  in  vigore  del  po- 
stulato concepirsi  diminuiti,  ovvero  respettivamente  accresciuti  gli  ante- 
cedenti delle  proporzioni  della  prima  serie  in  maniera,  che  le  suddette 
proporzioni  divenissero  eguali  alle  proporzioni  corrispondenti  della  seconda 

, vi  . • A t ! , ^ B X 

serie,  v.  g.  dovrebbe  immaginarsi  — ^ eguale  ad  -j  come  pure  — ^ — 

eguale  a e similmente,  ec.  indi  istituire  il  raziocinio,  come  appunto 

si  è fatto  nel  corollario  V,  e in  vece  di  adoperare  il  corollario  XIX 
de’  principj,  ivi  citato,  valersi  del  corollario  XVII  de’  principi . 

Questo  teorema  LIV,  e i suoi  corollari  IV,  V,  e VI  comprendono 
il  teorema  XXXVII,  e il  suo  corollario. 


Teorema  LV.  — Le  due  proporzioni  date  ^ sieno  eguali,  e sieno 

date  le  due  grandezze  E,  F;  io  dico,  che  sussiste  questa  proporzionalità 
A C_  F E 
E'  F " DB’ 

Le  sei  grandezze  A,  B,  C,  D,  E,  F debbono  essere  omogenee. 


Dimostrazione.  — Avendosi  per  l’ipotesi  A.B..C.D,  si  avrà 
permutando,  A . C ::  B . D;  ma  E . F . ::  E . F pel  corollario  VITI  de’  prin- 

A.  C F F 

cipi;  adunque  pel  teorema  XLIX  -=r  11  che  dovea  dimo- 

E i D B 

strarsi. 

Altra  dimostrazione.  — Si  è provato  nella  prima  dimostrazione,  che 

77  = ^ ; adunque  pel  corollario  Vili  de’  principi  ^ ^ ^ ~ ; ma  pel 

O JJ  0 h E h 

4 0 A E 

corollario  II  del  teorema  XXIX  :=  sta  a — , come  77  ad  77,  e pel  co- 

E E Osi 

F Fi  E F 

rollano  VII  dello  stesso  teorema  XXIX  — sta  ad  -g , come  — ad  — ; 

D h>  Eh 
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adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  ■ -g  . ^ c^e  dovea  di- 

mostrarsi. 


Definizione  XXXIV.  — Dicesi,  che  qualunque  proporzione 


G 

H 


si  divide  per  qualunque  proporzione  — , quando  si  trova  una  nuova 

Q C 

proporzione  j-  tale,  che  la  proporzione  dividente  ^ stia  alla  proporzione 

0 z 

dividendo  — , come  la  proporzione  d’egualità,  v.  g.  — sta  alla  propor- 
ri  Zi 

Q Q 

zione  jr , cioè  la  proporzione  j-  deve  esser  tale,  che  abbiasi  questa  pro- 

. ....  C G Z Q 

porzionalita: 

E la  nuova  proporzione  % , eh’ è il  quarto  termine  della  soprascritta 

Li 

0 c 

proporzionalità,  chiamasi  il  quoziente  di  = divisa  per  . Questo  quo- 

ri  U 


ziente  si  esprime  ancora  così 


. G C 


H ' D 


Scolio.  — I.  Da  questa  definizione  immediatamente  si  deduce,  che 
se  una  proporzione  è divisa  per  un’altra  ad  essa  eguale,  il  quoziente, 
che  ne  risulta,  è la  proporzione  d’egualità. 

C G Z Q 

Imperocché  supponendo  questa  proporzionalità  -=r  • -=  : :=•=-,  se  la 

D ri  Zi  Li 

^ è uguale  alla  , anche  la  % dev’essere  eguale  alla  pel  corol- 
U ti  Zi  Li 

lario  X de’ principi  (di  modo  che  Q deve  essere  eguale  ad  L per  lo 

C 

stesso  corollario  X de’ principi);  ma  per  questa  definizione  XXXIV  ^ 

G 0 

è la  proporzione  dividente,  la  proporzione  dividendo,  e ~ il  quoziente: 

Li  Li 

adunque,  ec. 

A 

II.  Qualunque  proporzione  g divisa  per  la  proporzione  d’egualità, 


Il  — Tomo  I. 
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z 


v.  g per  ^ dà  una  quoziente  eguale  alla  medesima  proporzione  di- 


visa -g  • 

Imperciocché  ter  la  definizione  presente  sarà  % , ma  pel 

Zj  Jj  Zj  Jj 

corollario  Vili  de’  principj  % ■ ^ ^ ; adunque  essendo  i primi  tre 

termini  della  penultima  proporzionalità  eguali  ai  primi  tre  termini  del- 
l’ultima (mentre  sono  i medesimi),  sarà  ancora  per  teorema  I il  quarto 

Q A 

termine  -=•  di  quella  eguale  al  quarto  termine  -=  di  questa,  cioè  il  quo- 
Jj  Jj 

ziente  sarà  eguale  alla  proporzione  divisa  -=  • 

l> 

C G Z 0 

III.  Trasponendo  la  proporzionalità  j-  ■ : : — . — , ne  viene  que- 

J)  ti  Zj  Jj 

Z Q C G 

st’  altra  ^ ' ~L:’  D'  H*  a^unclue  Per  1®  definizioni  XXI  e XXII  la  prò- 
G 0 

porzione  dividendo,  ^ è il  prodotto  del  quoziente  j-  moltiplicato  per  la 

Q 

proporzione  dividente  ~ , e conseguentemente  pel  teorema  XXIII  la 
0 

proporzione  dividendo  ^ è anche  il  prodotto  della  proporzione  divi- 

C Q 

dente  moltiplicata  pel  quoziente  ■=-  • 

JJ  Li 


A H 

Teorema  LVI.  — Esprimano  ~ , ed  — due  proporzioni  date,  i 

Jts  jfr 

termini  di  una  delle  quali  possono  essere  non  omogenei  ai  termini  del- 
l’altra, e sieno  le  quattro  grandezze  X,  Y,  T,  S tali,  che  abbiasi 
X_A  H A T_H  A A H 
F~B’Y~b'’B~f'’  ed  S~F‘ 

A 

Io  dico,  che  il  quoziente  della  proporzione  data  ~ divisa  per  l’altra 

H AH 

proporzione  data  -=  ; cioè  •=  : — è uguale  a ciascuna  delle  quattro  prò- 
.b  Jj  L 

.......  X F A S 

porzioni  infrascritte  JJ  ’ y ’ T ’ B ' 
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Dimostrazione.  — Per  la  definizione  XXXIV  si  à 

H A Z_  A H 
(*)  F‘  B " Z'  B ' F' 

Pel  corollario  I del  teorema  IV  si  à 

H X H X 

f'f:hh' 


Pel  teorema  Vili  si  à 


(3) 


H H F F 
F‘  Y 'F' Y' 


Pel  corollario  V del  teorema  IX  si  à 

T A A A 

(4)  bb'a't 

E finalmente  pel  teorema  Vili  si  à 

A A S S 

(5)  S B ' S B 


Dopo  queste  premesse  si  rifletta,  che  i tre  primi  termini  ordinata- 
mente  fresi  delle  proporzionalità  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  sono  eguali  tra 
loro;  mentre  i loro  primi,  e secondi  termini  sono  eguali  per  l’ipotesi,  o 
comuni,  e i terzi  termini  di  esse  sono  eguali  pel  corollario  VII  de’  prin- 
cipi ; adunque  pel  teorema  I gli  ultimi  termini  delle  stesse  proporzionalità 


sono  eguali,  cioè  il  quoziente 


AH 
B 'F 

....  X F A 8 

proporzioni  infrascritte  ~g  \ y*  T ’ B 


è uguale  a ciascuna  delle  quattro 
• Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio,  che  contiene  quattro  maniere  di  dividere  qualsivoglia  propor- 
zione per  qualsivoglia  altra  proporzione.  — Potendosi  pel  postulato  sempre 

assumere  le  due  grandezze  X,  ed  Y tali,  che  si  abbia  ^ ^ , ed  y ^ 


F 
T H 

e le  altre  due  grandezze  T,  ed  S tali,  che  si  abbia  £,  = p 


B ’ 
, A H 
ed  S ~ F’ 
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è manifesto,  che  dal  presente  teorema  nascono  quattro  maniere  di  divi- 
dere qualunque  proporzione  g per  qualunque  altra  y ■ 


Corollario,  — I.  Comparando  insieme  le  due  proporzionalità  (1), 
e (2)  si  proverà  con  un  modo  somigliante  a quello,  che  si  è tenuto 

X AH 

nella  dimostrazione  del  teorema,  che  se  = è uguale  ad  : — , anche 

tL  ri  Jf 

^ sarà  eguale  ad  ^ * 

II.  Come  anche  confrontando  le  due  proporzionalità  (1),  e (3)  si 

F , . AH  H 

-y  e uguale  ad  g : y , ancora  y 

A 


proverà  nella  medesima  guisa,  che  se  è uguale  ad  ^ , ancora 


sarà  eguale  ad 


B 


III.  Similmente  col  paragone  delle  due  proporzionalità  (1),  e (4)  si 
dimostrerà,  che  se  y è uguale  ad  g anche  g sarà  eguale  ad  ^ • 

IV.  E finalmente  dalla  comparazione  delle  due  proporzionalità  (1), 

e (6)  si  trarrà  un  modo  consimile  di  mostrare,  che  se  g è uguale  ad 

AH  A , . , H 

]7  ’ p > ancora  -g  sara  eguale  ad  — • 


Teorema  LVII.  — Il  quoziente  di  qualunque  proporzione  divisa 
per  qualunque  altra  è uguale  al  prodotto,  che  risulta  dalla  proporzione 
dividendi  moltiplicata  per  la  dividente  presa  al  rovescio. 

G ■ C 

Dimostrazione.  — Sia  g la  proporzione  dividendo,  g la  proporzione 
G C 

dividente , e g : g il  quoziente;  la  proporzione  dividente  presa  al  rovescio 

. D 
sara  • 

G 

^ . , G G . , G D ...... 

Dee  provarsi,  che  g : g e uguale  a g x g > e ciò  si  farà  nella  se- 
guente guisa. 

Per  la  definizione  XXXIV  si  e permutando 

U tL  Zj  tL  U 
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G Z G G C i,  . v , , . yyty  c z z d 

j-,  ■ r.  ::  tj's  ;-h  ! ma  pel  corollario  V del  teorena  XXIX  ::  ; 

U Zj  rL  ti  JJ  UZj  ZjU 


adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  ^ • 


G a 
H D 


Z_  D 

z'c 


, e trasponendo 


Z D G G C . A . , Z G 

w > indi  nuovamente  permutando  7=  — 

Zi  U M H U Zj  H 


d g c 
c'  c ' d ’ 


ma 


ner  le  definizioni  XXI,  e XXII  adunque  pel  teo- 

Zj  il  C H (J 


T G G G D 
rema  I 


Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Altra  dimostrazione.  — Per  l’ipotesi,  e per  la  definizione  XXXIV 
si  à questa  proporzionalità: 


(1) 


C G Z G G 
DH  Z'H  D' 

Y G 

Prendasi  pel  postulato  --  eguale  a — : e pel  corollario  I del  teo- 

D ri 

rema  IV  si  avrà  questa  seconda  proporzionalità: 

(2)  £.I..£.I. 

K ' D D G C’ 


ma  i tre  primi  termini  della  proporzionalità  (1)  sono  eguali  ai  tre  primi 

C G 

della  proporzionalità  (2),  mentre  — è comune,  jj  è uguale  per  la  costru- 
Y Z G 

zione  ad  ^ > e ^ è uguale  a pel  corollario  VII  de’  principj;  adunque 

pel  teorema  I sono  eguali  i quarti  termini  d’ ambedue  le  proporziona- 
lità (1),  e (2). 

II.  Pel  corollario  I del  teorema  IV  si  à questa  terza  proporzionalità  : 


(3) 


D Y D Y 
D' D ::  C'C' 


E per  le  definizioni  XXI,  e XXII  si  à questa  quarta  proporzio- 
nalità: 

D G D G D 
D H ” G H X (7  ’ 


(4) 


i tre  primi  termini  della  quale  sono  eguali  ai  tre  primi  termini  della  pro- 
porzionalità (3);  attesoché  ~ è comune,  per  la  costruzione  è uguale 

JJ  JJ 
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Y D 

ad  — > e -q  è comune;  adunque  pel  teorema  I i quarti  termini  d’ am- 
bedue le  proporzionalità  (3),  e (4)  sono  eguali,  cioè  ~ x ^ = • 

H C C 

0 C Y 

III.  Nel  primo  punto  ò provato,  che  -=  : = e nel  secondo 

HDL 

G D Y 

punto  ò provato,  che  R x ^ ; adunque  pel  corollario  XI  de’  prin- 

. . G C G D T1  , , 

cip]  R : --  — - x y • 11  che  dovea  dimostrarsi. 


6 D 

Corollario  I.  — Pel  teorema  XX HI,  il  prodotto  — x 77  è uguale 

H (j 

D G G G 

al  prodotto  77  X 75  ; adunque  il  quoziente  : -=r  è uguale  anche  al  prò- 
L il  M U 

, D G 
dotto  -gX  H- 


Corollario  II,  che  contiene  molte  maniere  di  dividere  qualunque 
; proporzione  per  qualunque  altra  proporzione.  — Se  si  à da  dividere  qua- 
lunque proporzione  ^ per  qualunque  proporzione  si  moltiplichi  ~ 

D D G 

C ’ ovvero  y per  R 

finizione  XXI,  e nel  corollario  II  del  teorema  XLVIII,  e nel  corollario  II 
del  teorema  XLTX,  e il  prodotto  che  risulterà  da  questa  moltiplicazione, 


per  — j ovvero  per  v con  i modi  esposti  nello  scolio  annesso  alla  de- 


sarà il  quoziente  di  % divisa  per  ~ • 
M L) 


Corollario  III.  — Due  proporzioni  tra  loro  eguali  divise  per  due 
proporzioni  tra  loro  eguali  danno  quozienti  eguali. 

Rappresentino  R • ed  y le  due  proporzioni  eguali  dividende,  sic- 

I s 

come  — > ed  y le  respettive  dividenti  eguali,  sarà  pel  teorema  presente 


R 


MB..  . ..  M . I 0 T ...  . . 

R X y il  quoziente  di  R divisa  per  y > ed  X sara  il  quoziente  di 


P ~ 8 

O ..  . 8 , 8 

p divisa  per  y > ma  essendo  per  1 ipotesi  R — y sara  ancora  conver- 
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R T 

tendo  -y  — ~s  > adunque  pel  corollario  I del  teorema  XXIV  il  quoziente 
lo 

M R . 0 T , ■ , 

N Xj  sarà  eguale  al  quoziente  p x ^ ’ mentre  si  e supposto  essere 

M __  0 
N ~P' 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  la  definizione  XXXIV 
si  anno  le  due  proporzionalità  infrascritte  ::  ^ ' J{  ' ®d 

^ ^ ~ • p : ^ > ma  per  l’ipotesi  sono  eguali  tra  loro  respettivamente 

i primi,  e i secondi  termini  d’ambedue  queste  proporzionalità,  e i terzi 

M I 

termini  di  esse  sono  identici;  adunque  pel  teorema  I ^ ' p ’ fluart° 

0 s 

termine  della  prima  proporzionalità,  è uguale  ad  ^ ^ quarto  termine 

della  seconda. 


Corollario  IV.  — Dividendo  una  proporzione  per  un’altra,  che 
abbia  il  medesimo  conseguente,  ne  viene  per  quoziente  una  terza  pro- 
porzione, che  à per  suo  antecedente  l’antecedente  della  dividenda,  e per 
suo  conseguente  l’antecedente  della  dividente;  imperciocché,  se  si  divide 


A 

B 


per  il  quoziente  sarà 
ti 


A B 

B~  C’ 


che  pel  teorema  XXII  è uguale  ad 


A 

C' 


Corollario  V.  — E quindi,  se  dividesi  una  proporzione  per  se  me' 

desima.  il  quoziente  sarà  la  proporzione  d’egualità. 

^ A A A B , A B A 

Perche  -g  ' — 

rema  XXII. 


= p X -7  per  questo  teorema,  ed  ■=  X -r  = -j  pel  teo- 
xj  li  A ti  A A 


Corollario  VI.  — Laonde  se  si  dividerà  una  proporzione  per 
un’altra  ad  essa  eguale,  ne  risulterà  un  quoziente  eguale  alla  propor- 
zione d’egualità. 


Imperciocché,  sia 


a A 
b =B 


il  quoziente  -=  : sarà  eguale  al  prodotto 
ti  0 


Ab  AB 

— x — e questo  al  prodotto  ^ X — pel  corollario  VII  del  teorema  XXIV ; 


B 
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AB  A 

ma  B X A ® uSuale  ad  -j-  > come  si  è veduto  nel  corollario  precedente; 

A a A 

adunque  pel  corollario  I del  teorema  II  ^ : y sarà  eguale  ad  -j  • 


Corollario  VII.  — Se  dividesi  una  proporzione  per  un’altra,  che 
abbia  il  medesimo  antecedente,  ne  proviene  per  quoziente  una  terza 
proporzione,  la  quale  à per  suo  antecedente  il  conseguente  della  pro- 
porzione dividente,  e per  suo  conseguente  à il  conseguente  della  propor- 
zione dividendo,. 


A A AD 

Imperciocché  J—  divisa  per  dà  per  quoziente  x -j  > che  pel 


D 
D A 


DA  DA 

teorema  XXIII  è uguale  a — x > ed  essendo  pel  teorema  XXII  — x-g 


eguale  a ^ . ne  siegue  pel  corollario  XI  de’  principi,  che  ^ x -j 

A il , , D 

B ' D \ 6 uguale  a ^ 


cioè 


Teorema  LVIII.  — Se  quattro  proporzioni  sono  proporzionali,  anche 
rovesciate,  e prese  col  medesimo  ordine  saranno  proporzionali. 


Dimostrazione.  — Le  quattro  proporzioni  proporzionali  sieno  le 

..  A C E G , , B D F H „ . „ 

seguenti  ■=  ■ ~ , dee  provarsi,  che  -=•  • : : ■=  ■ ■ Del  corollario  V 

E JJ  h il  A C h <jt 

A 1 * -y  yty  a C D B . , , , D B A 0 

del  teorema  XXIX  -=  • : : tt  • i » cioè  trasponendo  • -r  : : -=  • , e per 

B D C A C A B D 


E G 


E G 


la  stessa  ragione  77  • v;  > cioè  trasponendo  — ■ — ma  si  sup- 

h H il  h (jt  h h Jtl 

A C E G , . „ . YTT  , , . . . D B H F 

pone  g'  Jj'p  ' jj’  adunque  pel  corollario  XII  de  principj  g-  • -j  : 


e finalmente  convertendo 


B D F_  H 
A' G':  E' G 


Scolio.  — Da  questo  teorema  si  può  desumere  un’altra  dimostra- 
zione del  teorema  LI. 


Dee  provarsi, 
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a D,  come  F sta  ad  H;  la  A starà  alla  C,  come  la  E alla  G.  Ciò  si 
dimostrerà  nel  seguente  modo. 

A C E G 

Poiché  per  la  supposizione  abbiamo  — , avremo  pel  pre- 

li  1)  Jt  ti. 

B D F H 

sente  teorema  — • : : =■  • -pr , ma  per  l’ipotesi  abbiamo  ancora  B.D::F.H; 

AL  E (jt 

adunque  pel  teorema  L avremo  A . C : : E . G.  Il  che,  ec. 


Teorema  LIX.  — Quattro  proporzioni,  che  sono  tra  loro  propor- 
zionali moltiplicate  termine  a termine,  e col  medesimo  ordine  per  altre 
quattro  proporzioni,  che  sieno  anch’esse  proporzionali  fra  loro,  formano 
quattro  prodotti  proporzionali. 


Dimostrazione.  — Le  lettere  A,  E,  0,  V rappresentino  le  quattro 

A 0 

proporzioni,  cosicché  si  abbia  ^ = y , e le  lettere  o,  c,  o,  u rappresentino 

le  altre  quattro  proporzioni,  talché  sia  — = — • Dee  provarsi  l’ infra- 

C U 

scritta  proporzionalità  Aa  ■ Ee  : : Oo  ■ Vu  • 

I.  Denoti  I la  proporzione  d’egualità,  e prendasi  il  prodotto  delle 
due  proporzioni  A,  a,  come  pure  il  prodotto  dell’altre  due  propor- 
zioni E,  e;  e così  si  avranno  queste  due  proporzionalità  /•  A : :a-Aa , 

I.  ^4  et 

ed  / .E:\e.Ee,  e pel  teorema  XLVIII  si  avrà  eziandio  = ■ — ; di 

LE  c Ec 

« Aa 

maniera  che  in  virtù  delle  definizioni  XXI,  e XXII  la  proporzione  -=- 

Ec 

è il  prodotto  di  ^ , moltiplicata  per  — , cioè  ~ ^ x — , e conseguente- 
E £ Ec  E c 

Aid 

mente  in  virtù  della  definizione  XXTII  la  stessajproporzione  — è com- 

Ec 

posta  delle  due  proporzioni  ^ , ed  — • 

E e 

II.  Similmente  prendendo  il  prodotto  delle  due  proporzioni  O > ed  o , 
e il  prodotto  dell’altre  due  proporzioni  V > u , si  avranno  le  due  propor- 
zionalità seguenti  I ■O.  -.o-Oo,  ed  l ■ Vr.u  ■ Vu,  e il  teorema  XLVIII 

farà  parimenti  conoscere  y ::  ^ ~ ; onde  per  le  definizioni  XXI, 
e XXII  la  proporzione  ^ è il  prodotto  di  ^ moltiplicato  per  — , e 
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quindi  per  la  definizione  XXIII  è 


composta  di 


O 

V 


e di  — ; e perciò 

u 


essendo  per  l’ipotesi  le  proporzioni  •=  , 

£j 


componenti  la  proporzione 


^ eguali  alle  proporzioni  respettive  ~ , ed  , componenti  l’altra  pro- 
porzione ~ , ne  siegue  pel  I corollario  del  teorema  XXIV,  che  — = ^ ■ 


Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  LX.  — Quattro  proporzioni,  che  sono  tra  loro  propor- 
zionali, divise  termine  a termine,  e col  medesimo  ordine  per  altre  quattro 
proporzioni,  che  sieno  anch’esse  proporzionali  formano  quattro  quozienti 
proporzionali. 

Dimostrazione.  — Sieno  l’ infrascritte  due  proporzionalità 


B D G P b d p 
C'  F"  H Q’  6 V f':h'q> 

, . . B . b D ,.  . d G . 

dee  provarsi,  cùe  ( divisa  per  — sta  a divisa  per  -7  > come  divisa 
o c a f h 

per  sta  a ^ divisa  per  cioè  in  vigore  del  teorema  LVII  dee  pro- 

. ....  B c D f G h P q . 

varsi  questa  proporzionalità:  ,-'^X  ,::„X  • X — ; il  che  si 

CbFdHgQp 

farà  agevolmente,  poiché  essendo  proporzionali  per  la  supposizione  le 
. . b d g p 

quattro  proporzioni  — > -j  > > — > sussisterà  ancora  pel  teorema  L VI  II 

quest’ altra  proporzionalità  ^ ^ ’ e Per  l’antecedente  teorema  il 

prodotto  £ X y starà  al  prodotto  ~ X — > come  il  prodotto  ~ x al 
P g 

prodotto  t;X  — • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Q V 


AG  E G B 

Teorema  LXI.  — Se  -=  sta  a y > come  sta  a > e se  — sta  a 

Jlj  IJ  Jf  Ja  1 

I)  E H. 

— ; come  ^ sta  ad  ^ ; e se  di  più  A sta  a C,  come  E sta  a (?;  io  dico, 

K L M’  r > ’ 

che  / sta  a K,  come  L sta  ad  M. 
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Dimostrazione.  — In  virtù  delle  due  prime  supposizioni,  e del 
teorema  LIX. 

A B x CD  E F OH 

(!)  -g  X j sta  a p X g » come  ^ x ^ sta  a ^ X ^ • 


ma  pel  teorema  XXII 

G H O 

BX  I I;DXK  Ki  FX  L L;  6 HXM~M> 


adunque  ponendo  nella  proporzionalità  (1)  grandezze  eguali  in  luogo 

ma  per  la  terza 


4.  O E G 

d’eguali  sarà  pel  corollario  IX  de’  principi  y • ^ ::  ■. 


supposizione  di  questo  teorema  si  à A.Cv.E.G;  adunque  pel  teo- 
rema L I . K ::L  . M.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


n « A C E 4 0 T K 

Corollario.  — se  „ sta  a come  — sta  a TT  ; se  -=  sta  a , 

JJ  U Jj  £1  />  JJ 

come  ^ sta  ad  ~ ; e se  di  più  A sta  a C,  come  E sta  a G;  io  dico, 
-t  £1 


che  I sta  a K,  come  L sta  ad  M. 

Imperciocché  essendo  per  la  seconda  ipotesi  di  questo  corollario 

I K L M , . T,yTTT  B D F H , 

ri'  « : : 77  • 'ut  • aara  ancora  pel  teorema  LVlii  -=-•-=  ::-=r  • ■ , ; adunque,  ec. 

B D F N r I K L M'  ^ 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Dividasi  la  proporziona- 
lità della  prima  ipotesi  per  la  proporzionalità  della  seconda  ipotesi,  e in 
virtù  del  teorema  LVII,  e del  teorema  LX  si  otterrà  quella  medesima 
proporzionalità  segnata  (1)  nella  dimostrazione  del  teorema  presente;  di 
modo  che  rimarrà  dimostrato  nella  stessa  guisa  anche  questo  corollario. 


Definizione  XXXV.  — Una  serie  di  grandezze,  che  sono  in  pro- 
porzione geometrica  continua  chiamasi  progressione  geometrica,  e questa 
dicesi  crescente,  se  il  suo  primo  termine  è minore  del  secondo,  e decre- 
scente, se  il  suo  primo  termine  è maggiore  del  secondo. 


Teorema  LXII.  — I termini  di  una  progressione  geometrica  presi 
con  ordine  inverso  (talché  il  primo  divenga  l’ultimo,  e l’ultimo  primo) 
sono  in  progressione  geometrica. 
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Dimostrazione.  — Sia  per  cagion  d’esempio  l’infrascritta  progres- 
sione geometrica  A,  B,  C,  D,  E,  F ; trasponendo  sarà  il  penultimo  ter- 
mine E della  progressione  all’ultimo  F,  come  l’antipenultimo  D al 
penultimo  E,  adunque  convertendo  sarà  l’ultimo  termine  F al  penultimo 
E,  come  il  penultimo  E all’antipenultimo  D. 

Similmente,  trasponendo,  l’antipenultimo  termine  D starà  al  pe- 
nultimo E,  come  il  termine  C,  che  precede  l’antipenultimo,  sta  all’an- 
tipenultimo D,  e convertendo  il  penultimo  termine  E starà  all’antipe- 
nultimo D,  come  l’antipenultimo  D sta  al  termine  C,  che  precede 
l’ antipenultimo. 

Ma  simigliante  prova  si  applica  evidentemente  a tutti  i termini 
della  progressione  presi  con  ordine  inverso;  adunque  il  teorema  è gene- 
ralmente vero. 


Teorema  LX1II.  — Sia  una  progressione  geometrica  di  qualunque 
numero  di  termini,  v.  g.  A,  B,  G,  D,  e prendasi  qualunque  grandezza 
0 ad  essi  omogenea;  io  dico,  che  le  tre  serie  infrascritte  sono  anch’esse 
in  progressione  geometrica. 


A B G_  D 
0 ’ 0 ’ 0 ’ 0' 

OOOO 
A’ B’ C ’ D' 

O O 0 0 
D:  C ’ B ’ A 


Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  l’ipotesi  A .B  : : B .C,  e pel 
AB  B 0 

teorema  III  jy  q '■■A.B,  come  pure  q-q  B.C ; adunque  pel  corol- 

ì • ytt  > ...AB  B O 

lario  XII  de  pnncipj  q'q  -'-q'q’ 


Similmente  per  l’ipotesi  B .0  : : C .D,  e pel  teorema  III  ^ ^ : : B.C, 
C D 

come  anche  q‘q  O.D ; adunque  pel  corollario  XII  de’  principi 
B 0_  t G D 

oo::oo' 
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Egli  è evidente,  che  col  medesimo  raziocinio  si  proverà  lo  stesso  in 
qualsivoglia  numero  di  termini,  che  costituisca  la  progressione;  adunque 
la  prima  parte  del  teorema  è generalmente  vera. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Per  l’ipotesi  A.B..B.G , e 

convertendo  B.A  : :C .B,  ma  pel  teorema  IX  ^ : :B  . A,  ed  ^ ^ : \ G .B\ 

A £>  ±>  L> 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principj  ^ ^ ^ ~ 

Similmente  per  l’ ipotesi  B . G : : G . D,  e convertendo  G . B \ \ D . G; 

ma  pel  teorema  IX  ed  :D.G;  adunque  pel  corol- 

Ij  L/  G U 

. . YTT  , , ...OO  00 
lario  XII  de  principe  gAQ::  q'j)' 

Lo  stesso  si  mostrerà  in  qualunque  numero  di  termini,  formando  il 
medesimo  raziocinio;  adunque  anche  la  seconda  parte  di  questo  teorema 
è generalmente  vera. 

Dimostrazione  della  terza  parte.  — Per  l’ipotesi  B . C : : G . D,  e tras- 
ponendo G . D:  :B  . G ; pel  teorema  IX  ^ ~ : : G . D,  ed  ^ ^ : : B . G ; 

U G (j  -D 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principj  '■  ■y  ^ ' 

Similmente  per  l’ipotesi  A . B::B  .C , e trasponendo  B . G ::  A . B ; 

pel  teorema  IX  ^ ^ : : B . G , ed  ~~  : A . B ; adunque  pel  corol- 

, . YTT,,  ...  0 0 0 0 

lano  XII  de  principj  yg-'g'^' 

Lo  stesso  discorso  proverà  la  medesima  cosa  in  qualunque  numero 
di  termini,  de’  quali  costar  possa  la  progressione;  adunque  anche  la 
terza  parte  del  teorema  è vera  generalmente. 

Altra  dimostrazione  della  terza  parte.  — Si  è provato  nella  seconda 

parte  essere  ^ ^ ^ ^ progressione  geometrica;  adunque  pel  teo- 

T vTT  .0  0 0 0 

rema  LX1I  anche  g'  q’ g ’ ^ sono  m progressione  geometrica. 


Corollario.  — Giacché  ^ ^ ^ ^ sono  progressione  geome- 


trica per  la  prima  parte  di  questo  teorema;  anche 
ranno  in  progressione  geometrica  pel  teorema  LXII. 


D C B A 
0’  0 ’O’  0 


sa- 
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Teorema  LXIV.  — Il  primo  termine  di  una  progressione  geome- 
trica decrescente  meno  il  secondo  sta  al  secondo,  come  il  primo  termine 
meno  l’ ultimo  sta  alla  somma  di  tutti  i termini  della  progressione  senza 
il  primo. 


Dimostrazione.  — Sia  per  esempio  la  seguente  progressione  geo- 
metrica decrescente  A,B,G,D,E,F,  si  avranno  queste  proporzioni, 


A B 

B ’ C 


ODE 
D’  E’  F 


tutte  eguali  fra  loro; 


onde  pel  corollario  II  del  teo- 


rema XXXVI  sarà  la  A alla  B , come  A + B + C + D+  E a 


B+C+D+E+F, 

e dividendo  A — B sarà  alla  B , come 

A + B + C + D + E — B — C — D — E — F 

a B+C+D+E+F)  ma  per  l’assioma  V 

A+B  + C + D + E — B — C — D — E — F 

è lo  stesso,  che  A — F , adunque  A — B sta  a B , come  A — F sta  a 
B+C+D+E+F . 

Chiaramente  si  scorge,  che  questa  dimostrazione  à luogo  in  qua- 
lunque numero  di  termini,  che  costituisca  la  progressione;  adunque  il 
teorema  è generalmente  vero. 


Teorema  LXV.  — Il  primo  termine  di  una  progressione  geometrica 
decrescente  diminuito  dal  secondo  sta  al  primo  termine  intiero,  come  il 
primo  termine  meno  l’ultimo  sta  alla  somma  di  tutti  i termini  della 
progressione  senza  l’ultimo. 

Avvertimento.  — In  avvenire  l’espressione  A, B,C,D, E, F,  ec. 
V significherà  tutti  i termini  di  qualunque  progressione  geometrica,  di 
modo  che  A sarà  il  primo  termine  di  essa,  B il  secondo,  ec.,  ed  V l’ul- 
timo, e la  lettera  S dinoterà  la  somma  di  tutti  i termini  della  progres- 
sione, cioè  sarà  S = A+  B + C + D + E + F,  ec.  + V . 

Dimostrazione.  — In  virtù  del  teorema  precedente  si  à questa 
proporzionalità  : A — B . B : : A — V . S — A ; adunque  per  la  composizion 
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conversa  di  proporzione,  cioè  per  la  seconda  parte  del  teorema  XXXIV 
sussiste  quest’ altra  proporzionalità: 

(1)  A-B.(A-B)+B  ::A-V.(A-  V)  + (S-A). 

Ma  per  l’assioma  V l’espressione  A—B+B  è uguale  ad  A , e la 
espressione  A — V + S — A è uguale  ad  S — V , adunque  ponendo  nella 
proporzionalità  (1)  in  luogo  di  queste  due  espressioni  i loro  valori,  si 
rende  manifesta  la  proporzionalità,  che  segue: 

(2)  A-B.A  ::A-V  .S-V. 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — Se  la  progressione  decrescente  contiene  un  numero  infinito 
di  termini,  egli  è visibile,  che  l’ultimo  termine  V sarà  infinitamente 
piccolo,  vale  a dire  sarà  incomparabile  per  la  sua  piccolezza  a qualsi- 
voglia grandezza  finita,  di  modo  che  lo  stesso  termine  V rispetto  al 
termine  A , e molto  più  rispetto  alla  somma  di  tutti  i termini  della 
progressione,  potrà  considerarsi  come  nullo. 

Corollario.  — La  somma  di  tutti  i termini  di  una  progressione 
geometrica  decrescente  continuata  in  infinito  è uguale  ad  una  grandezza, 
che  sia  terza  proporzionale  dopo  il  primo  termine  diminuito  del  secondo, 
e il  primo  termine  intiero. 

Imperciocché  considerando  come  nullo  l’ultimo  termine  V della  pro- 
gressione geometrica  decrescente  continuata  in  infinito,  la  proporziona- 
lità (2)  del  presente  teorema  diviene  l’infrascritta:  A — B . A : : A . 8 . 


Teorema  LXVI.  — Il  primo  termine  di  una  progression  geometrica 
decrescente  sta  al  secondo,  come  la  somma  di  tutti  i termini  della  pro- 
gressione senza  l’ultimo  sta  alla  medesima  somma  senza  il  primo. 

m 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  LXV  si  k A — B . A : : A — V.S  — V, 
e invertendo  A.  A — B::S — F . A — V ; ma  pel  teorema  LXIV  si  à 
A—B.B  ::  A — V . S — A;  adunque  per  l’ egualità  ordinata 

(1)  A .B  ::  S-V  .S-A  . 


Il  che  dovea  dimostrarsi. 
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Corollario.  — Se  la  progressione  geometrica  decrescente  si  conce- 
pisca continuata  in  infinito;  io  dico,  che  il  primo  termine  della  stessa 
progressione  sta  al  secondo,  come  la  somma  di  tutti  i termini  di  essa 
sta  alla  medesima  somma,  diminuita  dal  primo  termine. 

Imperciocché  annullando  in  virtù  del  precedente  scolio  nella  pro- 
porzionalità (1)  di  questo  teorema  la  grandezza  V , infinitamente  pìccola, 
si  ottiene  la  proporzionalità,  che  segue  : A . B : : S . S — A . 

Scolio.  — Qui  può  inferirsi  il  seguente 

Teorema.  — Rappresentino  A , B , G , D , E , F , ec.  i termini  di 
qualsivoglia  progressione  geometrica  decrescente;  io  dico,  che  le  diffe- 
renze di  essi  termini,  v.  g.  A—  B,B  — C,C  — I)  , ec.  serbano  fra  di 
loro  la  medesima  proporzione,  che  regna  fra  i suddetti  termini: 

Dee  provarsi,  che  A — B .B  — G : : A . B , e che 

B — G . C — D : : B . C , 

e così,  ec. 

Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  abbiamo  A.B:  :B.C , e B.G:  :C.D ; 
adunque  pel  teorema  XXXII  l avremo  A -B  . A : : B — G . B,  ed  anche 
B — G . B : : G — D . C ; e permutando  le  due  ultime  proporzionalità 
avremo  altresì 

A-B  . B — G ::  A.B  . 


B—G  . C — D : : B .G  . 
E similmente,  ec.;  adunque,  ec. 


Teorema  LXVII.  — Sieno  due  progressioni  geometriche  decrescenti 
costituite  da  qualunque  numero  di  termini  (non  essendo  nè  anche  ne- 
cessario, che  il  numero  de’ termini  di  una  sia  eguale  al  numero  de’ ter- 
mini dell’altra)  e queste  progressioni  abbiano  ambedue  una  medesima 
grandezza  per  secondo  termine;  io  dico,  che  la  proporzione,  che  passa 
tra  il  primo  termine  della  prima  progressione  diminuito  del  secondo 
termine  comune,  e il  primo  termine  della  seconda  progressione  dimi- 
nuito anch’esso  del  secondo  termine  comune,  è composta  della  propor- 
zione, che  passa  tra  il  primo  termine  della  prima  progressione  diminuito 
dell’ultimo  termine  di  essa,  e la  somma  di  tutti  i termini  della  medesima 
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prima  progressione  senza  il  primo,  e della  proporzione,  che  à la  somma 
di  tutti  i termini  della  seconda  progressione  senza  il  primo  verso  il 
primo  termine  della  stessa  seconda  progressione  diminuito  dell’ultimo 
termine  di  essa. 


Avvertimento.  — Il  secondo  termine  comune  si  chiami  B , il  primo 
termine  della  prima  progressione  si  chiami  A , ed  FI’  ultimo  termine 
della  medesima,  e la  somma  di  tutti  i suoi  termini  si  chiami  S ; ma  il 
primo  termine  della  seconda  progressione  si  chiami  (a),  l’ultimo  suo  ter- 
mine ( u ),  ed  (s)  la  somma  di  tutti  i termini  della  stessa  seconda  pro- 
gressione. 

A 2? 

Dovrà  provarsi,  che  la  proporzione g è composta  delle  due  pro- 

. . A — V , a — a 

porzioni  ? od  

8 — A a —u 


Le  due  serie  8,  ed  s possono  esser  costituite  di  qualsivoglia  numero  - 
di  termini,  e non  è punto  necessario,  che  il  numero  de’  termini  di  una 
serie  sia  eguale  al  numero  de’  termini  dell’altra. 


Dimostrazione.  — Pel  teorema  XXII,  e per  la  definizione  XXIII 

^ — g è composta  delle  due  proporzioni  —g—  » e g ^g  . e pel  teo- 

A j{  a y 

rema  LXIV  la  proporzione  — è uguale  alla  proporzione  - ma 

u o — A 


essendo  per  lo  stesso  teorema  LXIV 


B 


a — B a- 


'• 9 


B s — a 
a — a 


è invertendo  la  pro- 


porzione - — g eguale  alla  proporzione  - — - ; adunque  pel  teorema  XLTII 

t > ed 


A fi  A V 

la  proporzione  — g è composta  delle  due  proporzioni  g- 


s — a 

a — u 


Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Corollario . — Se  le  due  progressioni  considerate  in  questo  teo- 
rema s’intendono  continuate  in  infinito,  si  riguardino  come  nulli  i ter- 
mini V,  ed  u ultimi  delle  due  progressioni  ( i quali  sono  incomparabil- 

A B 

mente  piccoli),  e si  vedrà,  che  la  proporzione  ^ è composta  delle 

a — tt 

, . . A , s — a 

due  proporzioni  g — -j  , ed  g-  - 


12  — Tomo  I. 
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Teorema  LXV1II.  — Sieno  due  progressioni  geometriche  decrescenti , 
e abbiano  ambedue  una  medesima  grandezza  per  primo  termine; 

Io  dico,  che  la  proporzione,  che  passa  tra  il  primo  termine  comune 
diminuito  del  secondo  termine  della  prima  progressione,  e il  primo  ter- 
mine comune  diminuito  del  secondo  termine  della  seconda  progressione 
è composta  della  proporzione,  che  à il  primo  termine  comune  diminuito 
dell’ultimo  termine  della  prima  progressione  verso  la  somma  di  tutti  i 
termini  della  prima  progressione  senza  l’ultimo,  e della  proporzione,  che 
à la  somma  di  tutti  i termini  della  seconda  progressione  senza  l’ultimo 
verso  il  primo  termine  comune  diminuito  dell’ultimo  termine  della  se- 
conda progressione. 


Avvertimento.  — Il  primo  termine  comune  dicasi  A,  il  secondo 
termine  della  prima  progressione  B,  l’ultimo  termine  F,  ed  S la  somma 
di  tutti  i termini  della  prima  progressione  : il  secondo  termine  poi  della 
seconda  progressione  si  dica  (6),  l’ultimo  termine  di  essa  (u),  ed  (s)  la 
somma  di  tutti  i suoi  termini. 

^4 £ 

Dee  provarsi,  che  la  proporzione  r è composta  delle  due  prò- 

A — 0 

. . A — V , s — u 

porzioni  -= -T7  ? ed  . 

r S~V  A—u 

Le  due  serie  S,  ed  s possono  esser  costituite  di  qualsivoglia  numero 
dì  termini,  e non  è punto  necessario,  che  il  numero  de’  termini  d’una 
sia  eguale  al  numero  de’  termini  dell’altra. 


Dimostrazione, 


La  proporzione  ^ ^ è composta  delle  due  pro- 


^4 g A 

porzioni  > ed  -, =-  pel  teorema  XXII,  e la  definizione  XXIII; 

il  il  — 0 

. . A—B , , A— F , 

ma  la  proporzione  — — e uguale  alla  proporzione  ^ y pel  teo- 
rema LXV,  pel  qual  teorema  anche  — , - è uguale  ad  — --  > cioè 


convertendo,  la  proporzione 


s — u 
s — u 


^ è uguale  alla  proporzione  ^ 
A — B 


quindi  pel  teorema  XLIII  la  proporzione  ^ è composta  delle  due 
. A — V 


proporzioni 


-TT , ed  4 — — ■ Il  che  dovea  dimostrarsi. 
S—V  A—u 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


179 


Corollario.  — Se  si  concepisce,  che  le  due  progressioni  conside- 
rate nel  teorema  presente,  sieno  continuate  in  infinito,  l’ annullamento  di 
V > u ultimi  termini  delle  due  progressioni  (i  quali  sono  infinitamente 


'piccoli)  farà  conoscere,  che  la  proporzione 


A—B 

A—b 


è composta  delle  due 


q s ' ^q g 

proporzioni  g , ed  g , cioè  per  la  definizione  XXIII,  che  -j — ^ è uguale 

•^4  s ^ 

al  prodotto  di  g , ed  -g  , ovvero  pel  teorema  XXIII,  che  g — ^- = X , 

^q g 8 

e quindi  pel  teorema  XXII  , e finalmente  convertendo,  e poscia 

A. — b o 

. S A—b 

trasponendo  — =— — -g  - 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  corollario  del  teo- 
A-B  A 


rema  LXV,  si  vede  essere 


A - = -y,  e cioè  trasponendo,  indi  convertendo. 


(1) 


S _ A 

A—B 


e per  lo  stesso  corollario  si  à ~ , cioè  trasponendo  g — » si  para- 

goni ora  quest’ ultima  proporzionalità  con  la  proporzionalità  (1),  e si 
renderà  manifesto  per  l’ egualità  perturbata,  che  — = — — ~ ■ 

8 A — i) 


Teorema  LXTX.  — Se  in  una  progressione  geometrica  si  prendono 
quattro  termini  tali,  che  tra  il  primo  di  essi,  e il  secondo  si  frappon- 
gano tanti  termini,  quanti  tra  il  terzo,  e il  quarto;  io  dico,  che  il  primo 
de’  quattro  termini  assunti  sta  al  secondo,  come  il  terzo  al  quarto. 

Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  il  primo  termine  assunto  gli  altri 
frapposti,  che  lo  seguono,  e il  secondo  termine  assunto  fanno  un  ordine 
di  grandezze;  siccome  il  terzo  termine  assunto,  gli  altri  frapposti,  che 
lo  seguono,  e il  quarto  termine  assunto  fanno  un  altr’ ordine  di  gran- 
dezze, in  maniera,  che  si  ànno  tante  grandezze  da  una  parte,  quante 
dall'altra  e la  prima  grandezza  del  prim’ordine  sta  alla  sua  seconda, 
come  la  prima  grandezza  del  second’ ordine  sta  alla  seconda  sua:  la  se- 
conda grandezza  del  prim’ordine  sta  alla  sua  terza,  come  la  seconda 
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grandezza  del  second’ordine  sta  alla  terza  sua:  e così  sempre,  finché  si 
giunga  da  una  parte  al  secondo  termine  assunto,  e dall’altra  al  quarto 
termine  assunto;  adunque  per  l’egualità  ordinata  il  primo  de’  termini 
assunti  sta  al  secondo  di  essi,  come  il  terzo  de’  termini  assunti  sta  al 
quarto  de’  medesimi. 

Corollario  I.  — Se  in  una  progressione  geometrica  si  pigliano  tre 
termini  tali,  che  dal  primo  di  essi  al  secondo  si  frappongano  tanti  ter- 
mini, quanti  tra  il  secondo,  ed  il  terzo,  i tre  termini  assunti  saranno  in 
proporzione  geometrica  continua;  imperciocché  il  secondo  de’  termini 
assunti  fa  figura  di  ultima  grandezza  nel  'primo  ordine,  e di  prima  gran- 
dezza nel  secondo  ordine,  di  modo  che  la  dimostrazione  del  teorema 
presente  si  adatta  egualmente  anche  a questo  caso. 

Corollario  II.  — Se  in  una  progressione  geometrica  si  prendano 
quanti  termini  si  vogliano,  i quali  sieno  tra  loro  egualmente  distanti, 
cioè,  abbiano  tra  loro  un  egual  numero  di  termini  intermedj;  la  serie 
de’  suddetti  termini  assunti  sarà  anch’essa  una  progressione  geometrica. 

Questo  secondo  corollario  segue  dal  primo  evidentemente. 


Teorema  LXX.  — La  proporzione  di  due  termini  fra  loro  distanti 
di  una  progressione  geometrica  è uguale  al  prodotto  della  proporzione 
dì  due  termini  prossimi,  moltiplicata  per  se  stessa  tante  volte,  quanti 
sono  i termini  frapposti  tra  i due  termini  distanti;  v.  g.  in  questa  pro- 

gressione  A,  B,  C,  D,  E , F,  ec.  la  proporzione  di  ^ è uguale  ad 

A A A , B 

BXBXH  ’ ec*  e uguale  a pX 

Dimostrazione.  — I.  Per  le  definizioni  XXI,  XXII,  e XX ITI  il  pro- 
dotto della  proporzione  di  due  termini  prossimi,  moltiplicata  per  se  stessa 
un  certo  numero  di  volte,  è una  proporzione  composta  di  tante  propor- 
zioni tra  loro  eguali  (mentre  tutte  sono  le  stesse)  quante  più  una  si  è 
fatta  la  medesima  moltiplicazione. 

II.  La  proporzione  poi  di  due  termini  distanti,  pel  teorema  XXII, 
per  la  definizione  XXIII,  e per  l’ipotesi,  è composta  di  proporzioni 
eguali  tra  loro,  ed  eguali  alle  proporzioni,  che  compongono  il  suddetto 
prodotto  espresso  nel  primo  punto:  e in  oltre,  essa  è composta  di  tante 
proporzioni  più  una  quanti  sono  i termini  frapposti  tra  i due  termini 


B B 


c c c 


X , ed  è uguale  anche  a 
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distanti;  adunque  tante  sono  le  proporzioni  componenti  la  proporzione  di 
due  termini  distanti,  ec.  quante  sono  le  proporzioni  ad  esse  eguali,  e 
che  ad  esse  corrispondono,  le  quali  compongono  il  prodotto  espresso  nel 
primo  punto,  e conseguentemente  pel  corollario  TI  del  teorema  XLII, 
la  proporzione  di  due  termini  distanti,  ec.  è uguale  alla  proporzione  di 
due  termini  prossimi  moltiplicata  per  se  stessa  tante  volte,  ec.  Il  che 
dovea  dimostrarsi. 


Teorema  LXXI.  — Sia  qualunque  progressione  geometrica  A,  B, 
C,  D.  E,  ec.  e concepiscasi  tra  A,  B qualunque  numero  di  grandezze 
in  proporzione  geometrica  continua  in  modo,  che  il  primo  termine  di 
tal  progressione  sia  A,  e l’ultimo  B;  egual  numero  di  grandezze,  pari- 
mente in  proporzione  geometrica  continua,  si  concepisca  tra  B,  e C in 
maniera,  che  B sia  il  primo,  e G l’ultimo  termine  di  questa  nuova  pro- 
gressione, il  simile  facciasi  tra  C,  e D , tra  D,  ed  E,  ec. 

Io  dico,  che  i termini  A,  B,  C,  D,  E,  ec.  della  progressione  primi- 
tiva con  le  grandezze  fra  essi  interposte  formano  una  progressione  geo- 
metrica. 


Dimostrazione.  — Si  designi  con  X quella  grandezza  frapposta 
tra  A,  e B,  la  quale  dee  precedere  immediatamente  B,  e si  esprima 
con  Y quella  grandezza  frapposta  tra  B,  e G,  la  quale  dee  seguire  im- 
mediatamente B. 

Indi  si  consideri,  che  essendo  in  egual  numero,  ed  in  progressione 
geometrica  continua  le  grandezze  intermedie  tra  A,  e B,  e le  grandezze 
intermedie  tra  B,  e C,  sarà  per  la  definizione  XXVIII,  e pel  teorema 

precedente  ~ egualmente  moltiplice  di  jj  > che  ~ di  ~ ; adunque  per  lo 
scolio  annesso  alla  definizione  XXIX  -5  è ugualmente  summoltiplice  di 


A 

B 


B 


B 


B 


che  u di  — ; ma  per  la  supposizione  jt  ® uguale  a ; adunque 
Y C Jj  L> 


pel  corollario  IV  del  teorema  XLII  ^ è uguale  a y > e conseguente- 
mente designando  coi  punti  le  grandezze  frapposte  tra  A,  e B,  e tra 

B,  e G ; l’infrascritta  serie:  A X,  B,  Y C è una  progressione 

geometrica. 

È chiaro,  che  il  simile,  e nella  stessa  maniera  si  proverà  di  tutti  i 
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termini  della  progressione  primitiva,  e delle  grandezze  fra  essi  inter- 
poste; adunque  il  teorema  è generalmente  vero. 

Definizione  XXXVI.  — Dico,  che  una  grandezza  A si  moltiplica 
per  un’  altra  B,  quando  si  assume  una  grandezza  arbitraria  Z,  e si 
prende  un’  altra  grandezza  P tale,  che  si  abbia  questa  proporzionalità: 

Z-A  ::  B.P. 

Chiamo  unità  assunta  la  prima  grandezza  di  questa  proporzionalità, 
cioè  la  Z,  presa  ad  arbitrio , e chiamo  prodotto  la  grandezza  P,  che  è 
quarta  proporzionale  dopo  la  grandezza  arbitraria  Z,  la  grandezza  A 
moltiplicanda,  e la  grandezza  B moltiplicante. 

Il  prodotto  P si  esprime  ancora  così,  AB  scrivendo  semplicemente 
la  grandezza  moltiplicanda  avanti  la  moltiplicante. 

Scolio.  — I.  Secondo  quest’  idea  generale  della  moltiplicazione, 
possono  moltiplicarsi  tra  loro  anche  le  grandezze  di  specie  differente, 
e in  tal  caso  l’unità  assunta  Z dev’essere  omogenea  alla  grandezza  da 
moltiplicarsi  A ; ma  il  prodotto  AB  è sempre  una  grandezza  omogenea 
alla  grandezza  B,  che  moltiplica. 

II.  In  questo  medesimo  caso,  se  la  grandezza  moltiplicante  B fosse 
un  numero,  sarebbe  più  proprio  di  assumere  l’unità  arbitraria  Z in  modo, 
che  essa  fosse  commensurabile  alla  grandezza  moltiplicanda  A ; e questo 
acciò  il  prodotto  AB  riuscisse  un  numero  razionale,  conforme  è B,  il 
quale  è la  grandezza  moltiplicante. 

ili.  Ma  se  la  grandezza  da  moltiplicarsi  A fosse  un  numero,  sarebbe 
allora  più  a proposito  l’assumere  Vunità  naturale,  invece  dell’unità  arbi- 
traria ; benché  per  altro  qualsivoglia  numero  sia  valevole  a far  la  figura 
dell’unità  assunta  secondo  la  presente  definizione. 

IV.  Similmente,  se  la  grandezza  da  moltiplicarsi  A fosse  una  pro- 
porzione, sarebbe  più  a proposito  di  prendere  per  unità  la  proporzione 
d’ egualità,  invece  di  qualunque  altra  proporzione  arbitraria,  conforme 
si  è da  me  fatto  nel  presente  trattato,  quantunque  ogni  proporzione 
sia  idonea  a far  le  veci  d’unità  assunta  a tenore  di  questa  medesima 
definizione, 

V.  Quando  si  paragonano  tra  loro  due  prodotti  v.  g.  AB , e CD , 
dee  prendersi  una  sola  grandezza  arbitraria  per  unità  assunta,  e for- 
mare queste  due  proporzionali  tà  Z . A : : B . AB  , e Z . C : : D . CD  ; ov- 
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vero  debbono  prendersi  per  unità  assunte  due  grandezze  arbitrarie  tra 
loro  eguali,  poiché  se  l’unità  assunte  fossero  tra  loro  di  valore  diverso, 
si  vedrebbe  sempre  variare  la  proporzione  di  esse,  e ì due  prodotti  AB, 
e CD  non  serberebbero  fra  loro  una  proporzione  fìssa,  e costante. 

VI.  Allorché  due  prodotti,  v.  g.  AB,  e CD  sono  paragonati  insieme, 
è necessario,  che  le  due  grandezze  moltiplicate  A,  e G sieno  omogenee 
tra  loro,  altrimente  l’unità  arbitraria,  che  serve  per  uno  de’ prodotti, 
e dev’essere  omogenea  alla  grandezza  moltiplicanda,  non  potrebb’ esser 
la  medesima,  ovvero  eguale  a quella,  che  serve  per  l’altro  prodotto,  se- 
condo che  esige  l’articolo  precedente. 

È parimente  necessario,  che  sieno  tra  loro  omogenee  anche  le  due 
grandezze  moltiplicanti  B,  e D ; poiché  i prodotti  sono  della  medesima 
specie  delle  grandezze  moltiplicanti. 

VII.  Il  prodotto  di  qualsivoglia  numero  di  grandezze,  benché  non 
omogenee  tra  loro,  è una  grandezza  pura  omogenea  all’ultima  delle 
grandezze  moltiplicanti  : v.  g.  {AB)  C è una  grandezza  pura  omogenea 
alla  C ; (ABC)  D è una  grandezza  pura  omogenea  alla  D,  e così,  ec. 

Vili.  Quantunque  le  tre  grandezze  A,  B,  C fossero  omogenee  tra 
loro,  non  è punto  necessario,  che  per  formare  il  prodotto  (AB)  C sia 
presa  la  medesima  unità  assunta,  che  serve  per  formare  il  prodotto  AB; 
attesoché  nella  moltiplicazione  di  AB  per  C il  prodotto  AB  può  consi- 
derarsi come  una  grandezza  pura. 

Il  sìmile  dee  dirsi  di  qualunque  numero  di  grandezze  omogenee. 

IX.  Se  l’unità  assunta  Z moltiplica  qualsivaglia  grandezza  G , il 
prodotto,  che  ne  risulta,  è la  stessa  grandezza  G ; conciosiachè  per 
questa  medesima  definizione,  Z . G : : Z . GZ  ; ma  pel  corollario  Vili 
de’  principj  Z . G : : Z . G ; adunque  pel  teorema  I GZ  quarto  termine 
della  penultima  proporzionalità  è uguale  a G quarto  termine  dell’  ultima. 

X.  Se  l’unità  assunta  Z è moltiplicata  per  qualunque  grandezza  G , 
il  prodotto,  che  ne  viene,  è la  stessa  grandezza  G ; perchè  per  la  pre- 
sente definizione  Z . Z : : G . ZG  ; ma  pel  corollario  VII  de’  principi 
Z .Z  : : G .G  ; adunque  pel  teorema  I,  i quarti  termini  di  queste  due 
proporzionalità  sono  eguali,  cioè  ZG  ==  C. 

XI.  E quindi,  se  l’unità  assunta  Z è moltiplicata  per  se  medesima 
quante  volte  si  vorrà,  il  prodotto  è sempre  eguale  alla  semplice  unità 
assunta  Z ; purché  per  formare  i diversi  prodotti  di  Z moltiplicata  per 
la  medesima  quante  volte  si  vorrà,  assumasi  sempre  la  stessa  unità 
arbitraria. 
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Avvertimento.  — In  avvenire  la  lettera  Z significherà  sempre  la 
unità  assunta;  e quando  si  dirà,  che  l’unità  assunta  dev’essere,  o è la 
medesima,  s’intenderà,  che  l’unità  assunta  dev’essere,  o è una  grandezza 
medesima,  ovvero  una  grandezza  eguale;  poiché  dall  'identità  dell’unità 
assunta,  ovvero  dall’egualità  delle  unità  assunte  derivano  le  medesime 
conclusioni. 


Teorema  LXXII.  — Se  due  grandezze  omogenee  sono  moltiplicate 
per  due  grandezze  tra  loro  eguali  (che  possono  essere  di  specie  diversa 
dalle  moltipllcanti);  io  dico,  che  i due  prodotti,  che  ne  risultano,  sono 
tra  loro  come  le  grandezze  moltiplicate. 


Dimostrazione.  — Sieno  moltiplicate  A,  e C per  le  due  grandezze 
eguali  B,  e b;  dee  provarsi,  che  AB-Cb  ::  A ■ C. 

Abbiamo  due  ordini  di  grandezze,  cioè  A,  Z,  Z,  G da  una  parte, 
ed  AB,  B,  b,  Cb  dall’altra  tali,  che  la  'prima  A del  prim’ ordine  è alla 
sua  seconda  Z,  come  la  prima  AB  del  second’ ordine  è alla  sua  se- 
conda B;  poiché  per  la  definizione  XXXVI  Z ■ A::B  ■ AB,  e convertendo 
A-  Z ::  AB-B. 

In  oltre  la  seconda  Z del  prim’ordine  sta  alla  sua  terza  parimente  Z, 
come  la  seconda  B del  second’  ordine  è alla  sua  terza  b pel  corollario  VII 

Z Ti 

de’  principi,  mentre  ambedue  le  proporzioni  , e -=-  sono  d’egualità.  In 

Z b 

fine  la  terza  Z del  prim’ordine  è alla  sua  quarta  G,  come  la  terza  b del 
second’ ordine  è alla  sua  quarta  Cb,  e ciò  per  la  definizione  XXXVI; 
adunque  per  l’egualità  ordinata  la  prima  A dell’ordine  primo  sta  alla 
sua  ultima  G,  come  la  prima  AB  dell’ordine  secondo  sta  alla  sua  ul- 
tima Cb,  e trasponendo  AB-Gb  ..A  G. 


Corollario.  — Se  la  grandezza  moltiplicata  A sarà  eguale,  ovvero 
maggiore,  o minore  dell’altra  grandezza  moltiplicata  G,  anche  il  pro- 
dotto AB  sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del- 
l’altro prodotto  Gb. 

E versavice  se  il  prodotto  AB  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o mi- 
nore dell’altro  prodotto  Gb,  anche  la  grandezza  moltiplicata  A sarà 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  dell’altra  grandezza 
moltiplicata  G : tutto  ciò  in  virtù  del  corollario  X de’ principi . 
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Teorema  LXXIII.  — Se  due  grandezze  eguali  sono  moltiplicate  per 
due  grandezze  tra  loro  omogenee,  cioè  una  delle  eguali  per  una  delle 
omogenee,  e l’altra  delle  grandezze  eguali  per  l’altra  delle  omogenee; 

Io  dico,  che  i due  prodotti,  che  ne  risultano,  sono  tra  loro  come  le 
grandezze  moltiplicanti,  le  quali  possono  essere  di  specie  diversa  dalle 
moltiplicate. 

Dimostrazione.  — Le  due  grandezze  eguali  B,  b sieno  moltiplicate 
per  due  grandezze  A,  C tra  loro  omogenee,  cioè  B per  A,  e b per  C; 
dee  provarsi,  che  BA.bC  ::  A.C. 

Si  à per  la  definizione  XXXVI  Z.B  ::  A.BA,  e Z.b::C.bC,  cioè 
trasponendo  A . BA  : : Z.B , e C . bC  ::  Z.b;  ma  pel  corollario  Vili  de’  prin- 
cipi %'B  ■.\  Z.b;  adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  A.BA  ::C.bC, 
e permutando  A.C  ::  BA.bC,  e trasponendo  BA.bCwA.C.  Il  che  dovea 
dimostrarsi 

Corollario.  — Se  la  A sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore 
della  C,  anche  BA  sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 
nore di  bC. 

E versavice,  se  BA  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  bC  ; 
anche  A sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  C : 
tutto  questo  pel  corollario  X de’  principi. 


Teorema  LXXIV.  — Siano  F , e G due  grandezze  omogenee  tra 
loro,  ed  / , e g due  altre  grandezze  omogenee  tra  loro  (potendo  però  essere 
di  specie  diversa  dalle  due  prime);  sia  in  oltre  F maggiore,  ovvero  mi- 
nore di  G,  e sia  / maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  g; 

Iodico  primieramente,  che  il  prodotto  Ff  è maggiore,  ovvero  re- 
spettivamente minore  di  Og; 

le  dico  secondariamente,  che  il  prodotto  fF  è maggiore,  ovvero  re- 
spettùamente  minore  del  prodotto  gO. 

Limostrazione  della  prima  parte.  — Pel  corollario  del  teorema  LXXII 
il  pr«dotto  Ff  è maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  del  pro- 
dotte Gf  : pel  corollario  del  teorema  LXXIII  il  prodotto  Gf  è maggiore, 
ovve:o  respettivamente  minore  del  prodotto  Gg-,  adunque  tanto  più  il 
prodotto  Ff  sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  del  pro- 
dotti gG.  Il  che  dovea  dimostrarsi  in  primo  luogo. 
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Dimostrazione  della  seconda  parte. — Pel  corollario  del  teorema  LXXIII 
il  prodotto  fF  è maggiore  ovvero  respettivamente  minore  del  pro- 
dotto fO:  pel  corollario  del  teorema  LXXII  il  prodotto  fO  è maggiore, 
ovvero  respettivamente  minore  del  prodotto  gO;  adunque  tanto  più  il 
prodotto  fF  sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  del  pro- 
dotto gO.  Il  che  dovea  dimostrarsi  in  secondo  luogo. 


Teorema  LXXV.  — Sieno  i due  prodotti  tra  loro  eguali  AD  ,FG 
formati  con  una  medesima  unità  assunta  Z;  io  dico,  che  se  la  gran- 
dezza A componente  il  primo  è maggiore,  ovvero  minore  della  gran- 
dezza F componente  il  secondo;  l’altra  grandezza  D componente  il  primo 
sarà  minore , ovvero  respettivamente  maggiore  dell’altra  grandezza  G 
componente  il  secondo. 

Scolio.  — In  virtù  delle  supposizioni  di  questo  teorema,  e degli 
articoli  primo,  sesto,  e settimo  dello  scolio,  che  precede  il  teorema  LXX I T , 
le  due  grandezze  A . ed  F debbono  essere  omogenee  tra  loro,  e le  altre 
due  grandezze  D,  e G omogenee  fra  loro,  ma  quelle  possono  essere  di 
specie  diversa  da  queste. 

Dimostrazione.  — Se  la  grandezza  D non  fosse  minore,  ovvero 
respettivamente  maggiore  della  grandezza  G,  la  D sarebbe  eguale,  o 
maggiore,  ovvero  respettivamente  eguale,  o minore  della  G;  ma  se  D 
fosse  eguale,  o maggiore  di  G,  il  prodotto  AD  dovrebb’ essere  mag- 
giore del  prodotto  FG  pel  corollario  del  teorema  LXXII,  o pel  teo- 
rema LXXIV,  il  che  si  oppone  all’ipotesi. 

E se  D fosse  eguale,  o minore  di  G,  il  prodotto  A D dovrebb’essere 
minore  del  prodotto  FG  pel  medesimo  corollario  del  teorema  LKXII,  o 
per  lo  stesso  teorema  LXXIV  (poiché  in  tal  caso  A è supposta  minore 
di  F)  il  che  è parimenti  contrario  alla  supposizione  di  AD  eguale 
ad  FG;  adunque  la  D esser  dee  minore,  ovvero  respettivamente  mag- 
giore della  G.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario  I.  — TI  prodotto  P sia  composto  di  due  grandeize  A, 
e D omogenee  tra  loro;  io  dico,  che  se  una  delle  grandezze  compcnenti, 
v.  g.  A è maggiore,  ovvero  minore  del  prodotto  P,  l’altra  grandezza 
componente  D è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  dell’uiità  Z 
assunta  per  formare  il  medesimo  prodotto  D. 
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Imperciocché  per  l’articolo  IX  dello  scolio,  che  precede  il  teo- 
rema LXXII,  il  nuovo  prodotto  P Z,  che  nasce  dal  moltiplicare  il  primo 
prodotto  P per  l’unità  assunta  Z è uguale  al  medesimo  prodotto  P,  dì 
modo  che  essendo  per  la  supposizione  il  prodotto  A D eguale  al  pro- 
dotto P,  ne  segue  che  i due  prodotti  AD,  e PZ  sono  tra  loro  eguali, 
ma  si  suppone  A maggiore,  ovvero  minore  di  P;  adunque  D è minore, 
ovvero  respettivamente  maggiore  dell’unità  assunta  Z,  poiché  in  questo 
corollario  P fa  figura  di  F,  e Z di  G. 

Corollario  II.  — Se  il  prodotto  P composto  delle  due  grandezze 
A,  e D,  ed  espresso  nel  corollario  antecedente  è maggiore,  ovvero  minore 
dell’unità  assunta  Z,  e se  di  più  una  delle  grandezze  componenti  il 
prodotto  P,  v.  g.  la  A è maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  del 
medesimo  prodotto  P;  io  dico,  che  l’altra  grandezza  componente  D è 
minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  della  grandezza  componente  A. 

I.  Imperciocché  per  l’ipotesi  il  prodotto  P è maggiore,  ovvero  minore 
dell’unità  assunta  Z,  cioè  l’unità  assunta  Z è minore,  ovvero  respetti- 
vamente maggiore  del  prodotto  P,  ma  nell’antecedente  corollario  si  è 
mostrato,  che  la  D è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  dell’unità 
assunta  Z ; adunque  la  D è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore 
del  prodotto  P. 

II.  In  oltre  per  l’ipotesi  la  A è maggiore,  ovvero  respettivamente 
minore  del  prodotto  P,  cioè  il  prodotto  P è minore,  ovvero  respettiva- 
mente maggiore  della  grandezza  componente  A;  ma  si  è provato  nel 
primo  punto,  che  l’altra  grandezza  componente  D è minore,  ovvero 
respettivamente  maggiore  del  prodotto  P,  adunque  la  stessa  grandezza 
componente  D è minore,  ovvero  respettivamente  maggiore  della  gran- 
dezza componente  A. 

Definizione  XXXVII.  — Se  una  grandezza  si  moltiplica  una  volta 
per  se  medesima,  il  prodotto  chiamasi  seconda  dignità  della  medesima 
grandezza,  e se  una  grandezza  si  moltiplica  due,  tre,  quattro  volte,  ec. 
per  se  medesima,  il  prodotto,  che  ne  viene,  dicesi  respettivamente  terza, 
quarta,  quinta  dignità,  ec.  della  stessa  grandezza,  e così  in  infinito, 
desumendo  il  grado  della  dignità  dal  numero  delle  volte  più  uno,  che 
la  grandezza  sì  è moltiplicata  per  se  medesima. 

Definizione  XXXVIII.  — Quando  una  grandezza  (a)  moltiplicata 
una  volta  per  se  medesima,  ne  produce  un’  altra  A , quella  dicesi  radice 
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seconda  di  questa,  e quando  (a)  moltiplicata  due,  tre,  quattro  volte  per 
se  medesima,  produce  la  A,  dicesi,  che  è respettivamente  la  radice  terza, 
quarta,  quinta,  ec.  della  A desumendo  il  grado  della  radice  dal  numero 
delle  volte  più  uno,  che  la  (a)  dee  moltiplicarsi  per  se  medesima  ad 
effetto  di  produrre  la  A. 


Teorema  LXXVT.  — Sieno  due  prodotti,  v.  g.  EFG,  ec.  ed  efg,  ec. 
formati  di  qualsivoglia  numero  di  grandezze  (purché  tante  sieno  le  gran- 
dezze, che  formano  il  primo,  quanto  quelle,  che  formano  il  secondo);  e 
le  grandezze  E,  F,  G,  ec.  delle  quali  è formato  il  primo  prodotto,  sieno 
eguali,  ovvero  maggiori,  o minori  delle  corrispondenti  grandezze,  delle 
quali  è formato  il  secondo,  cioè  delle  e,  /,  g,  ec.  ordinatamente  prese. 

Io  dico,  che  il  primo  prodotto  EFG,  ec.  è uguale,  ovvero  respetti- 
vamente maggiore,  o minore  del  secondo  efg,  ec. 

Scolio.  — Dalle  supposizioni  del  teorema  ben  si  comprende,  ohe 
ciascuna  grandezza  costituente  il  primo  prodotto  EFG,  ec.  dev’essere 
omogenea  alla  grandezza,  che  gli  corrisponde  nel  secondo  prodotto  efg,  ec. 
cioè  la  E alla  e,  la  F alla  /,  la  G alla  g,  ec.  altrimente  le  grandezze, 
delle  quali  è formato  il  primo  de’  due  suddetti  prodotti,  non  potrebbero 
essere  uguali,  ovvero  maggiori,  o minori  delle  corrispondenti  grandezze 
ordinatamente  prese,  delle  quali  è formato  il  secondo  prodotto. 

Dimostrazione.  — Per  la  definizione  XXXVI,  e per  l’articolo  VII 
dello  scolio,  che  gli  è annesso,  il  prodotto  di  qualunque  numero  di  gran- 
dezze è anch’esso  una  grandezza  pura  omogenea  all’ultima  delle  gran- 
dezze moltiplicanti;  ciò  posto  pel  corollario  del  teorema  LXXIT,  ovvero 
pel  corollario  del  teorema  LXXIV,  EF  sarà  eguale,  ovvero  respettiva- 
mente maggiore,  o minore  di  ef,  come  pure  EFG  sarà  eguale,  ovvero 
respettivamente  maggiore,  o minore  di  efg,  e così  EFG,  ec.  sarà  eguale, 
ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  efg,  ec.  qualunque  esser 
possa  il  numero  delle  grandezze,  che  formano  i due  prodotti.  TI  che 
dovea  dimostrarsi. 

Corollario  I.  — Se  qualsivoglia  grandezza  E è uguale,  ovvero  mag- 
giore, o minore  di  qualunque  altra  grandezza  (e);  anche  qualsisia  dignità 
di  E sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  una 
dignità  simile  di  (e):  cioè  EE  sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  mag- 
giore, o minore  di  ee,  così  EEE  di  eee,  ed  EEEE,  ec.  di  eeee,  ec. 
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Corollario  IT.  — Se  una  grandezza  è uguale,  ovvero  maggiore,  o 
minore  di  un’altra,  la  radice  di  qualunque  grado  della  prima  sarà  eguale, 
ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della  radice  simile  della  seconda. 

Rappresentando  con  EE,  ovvero  con  EEE,  oppure  con  EEEE,  ec. 
la  grandezza,  di  cui  la  E è radice  respettivamente  seconda,  terza,  ec.  e 
designando  con  ee,  ovvero  con  eee,  oppure  con  eeee,  ec.  la  grandezza,  di 
cui  la  (e)  è la  radice  simile , divien  manifesto,  che  se  EE , ovvero  EEE, 
oppure  EEEE , ec.  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 
della  corrispondente  ee,  overo  eee,  oppure  eeee,  ec.  anche  la  radice  E sarà 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  (e)  radice  simile, 
altramente  la  E sarebbe  maggiore,  o minore,  ovvero  respettivamente 
eguale,  o minore,  oppure  eguale,  o maggiore  della  (e),  ed  elevando  queste 
grandezze  E , ed  (e)  alla  dignità  seconda,  terza,  quarta,  ec.  sarebbe  EE, 
o EEE,  oppure  EEEE,  ec.  maggiore,  o minore,  ovvero  respettivamente 
eguale,  o minore,  oppure  eguale,  o maggiore  della  correlativa  ee,  o sia  eee, 
o sia  eeee,  ec.  e ciò  pel  corollario  precedente,  il  che  distruggerebbe  l’ipo- 
tesi; adunqu'e,  ec. 


Teorema  LXXVIL.  — Date  due  proporzioni,  i termini  di  una  delle 
quali  possono  essere  di  specie  diversa  dai  termini  dell’altra;  iodico,  che 
le  medesime  due  proporzioni  sono  tra  di  loro,  come  l’antecedente  della 
prima,  moltiplicato  pel  conseguente  della  seconda,  è al  conseguente  della 
prima  moltiplicato  per  l’antecedente  della  seconda. 


Dimostrazione  . 


Sieno 


varsi  questa  proporzionalità 


A 
B 
A C_ 
B'  D 


C 


e ^ le  due  proporzioni,  dee  pro- 


AD  . BC. 


Si  moltiplichino  l’antecedente  A,  e il  conseguente  B della  prima 
proporzione  pel  conseguente  D della  seconda,  e il  primo  prodotto  AD 
starà  al  secondo  BD,  come  la  A sta  alla  B pel  teorema  LXXIT,  cioè 

, A AD 
sara  R - BJj  ■ 


Si  moltiplichi  il  conseguente  B della  prima  proporzione,  prima  per 
l’antecedente  C,  e poi  pel  conseguente  D della  seconda,  e pel  teo- 
rema LXXIII,  il  primo  di  questi  due  prodotti,  cioè  BC  starà  al  se- 


condo BD,  come  la  C alla  D,  cioè  sarà 


C BC 

D ~ BD  ’ 


laonde  pel  corol- 
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A C AD  BC 

lario  VITI  de’  principi  sussiste  questa  proporzionalità  -5-  — 

B D BD  BD 

ma  pel  teorema  III  ::  AD . BO\  adunque  pel  corollario  XI 

4 (j 

de’ principi  ^ • ::  AD  . BC.  II  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolto.  — Nella  proporzionalità  ~ : AD  . BC  si  paragonano  in- 

sieme i due  prodotti  AD,  e BC  ; adunque  nel  formare  ambidue  deve 
assumersi  la  stessa  unità  arbitraria , giusta  l’articolo  quinto  dello  scolio, 
che  precede  il  teorema  LXXII. 


Corollario  I.  — Date  due  proporzioni,  i termini  di  una  delle  quali 
esser  possono  di  specie  diversa  dai  termini  dell’altra;  io  dico,  che  le 
medesime  proporzioni  sono  tra  loro,  come  il  conseguente  della  seconda 

A 0 

moltiplicato  pel  conseguente  della  prima,  cioè  ^ ^ : : DA  . CB. 

C A 

Imperciocché  pel  presente  teorema  jr  • : : CB  . DA  ; adunque  con- 


A C 
vertendo  • - 
B D 


: : DA  . CB. 


Questo  corollario  potrebbe  anche  provarsi  immediatamente  d’una 
maniera  similissima  a quella,  che  si  è tenuta  in  dimostrare  il  teorema. 


Corollario  II.  — In  virtù  del  corollario  X de’principj,  se  il  pro- 
dotto AD  , oppure  DA  degli  estremi  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o 

4 

minore  del  prodotto  BC  , oppure  CB  de’  medj  ; anche  la  proporzione  ~ 

lJ 

sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  della  propor- 


C 

zione  • 


A 


E all’  incontro,  se  la  proporzione  sarà  eguale, 


ovvero  maggiore, 


(j 

o minore  della  proporzione  — , 


anche  il  prodotto  AD  degli  estremi  sarà 


eguale  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  de]  prodotto  BC  dei 
medj,  e il  prodotto  DA  degli  estremi  sarà  uguale,  ovvero  respettiva- 
mente maggiore,  o minore  del  prodotto  GB  de’ medj. 
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Scolio.  — Qui  cade  in  acconcio  di  provar  positivamente  l’infra- 
scritto teorema,  che  fu  dimostrato  negativamente  nello  scolio  annesso 
al  corollario  V del  teorema  II. 


Teorema.  — Posta  questa  proporzionalità: 

A . B : : B . A ; 

Io  dico,  che  la  A è uguale  alla  B . 


Dimostrazione.  — Pel  presente  corollario  II  si  avrà  AA  eguale 
a BB  ; adunque  pel  corollario  II  del  teorema  LXXVI,  la  A sarà  eguale 
alla  B.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

A C 

Corollario  III.  — I.  Se  le  proporzioni  e — sono  tali,  che  C sia 

B D 

eguale  a B , cioè,  che  si  abbia  A . B : :B  .D,  cosicché  la  B sia  media 
proporzionale  tra  la  A , e la  B , è manifesto,  che  ponendo  nel  teorema, 
e nel  suo  primo  corollario  la  B invece  della  C , che  ora  gli  vien  supposta 
eguale,  si  vedranno  sussistere  le  due  proporzionalità  seguenti 


IL  Laonde  in  vigore  del  corollario  X de’principj,  se  il  prodotto  AD, 
oppure  il  prodotto  DA  degli  estremi  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o 

A 

minore  del  prodotto  BB  , la  g sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  mag- 
gióre, o minore  della  g • 

E all’incontro,  se  la  g-  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore 

B 

della  g anche  il  prodotto  AD  ; oppure  il  prodotto  DA  degli  estremi 


sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del  prodotto  BB . 
III.  E quindi  se  il  prodotto  AD,  oppure  DA  degli  estremi  è uguale 

A B 

al  prodotto  BB,  ne  siegue,  che  g è uguale  a g . vale  a dire,  che  la  B 

è media  proporzionale  tra  la  d,  e la  D. 

jl  b 

E se  = è uguale  a = > cioè  se  la  B è media  proporzionale  tra  la  A, 
e la  D,  ne  siegue  all’incontro,  che  il  prodotto  AD,  oppure  DA  degli 
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estremi  è uguale  al  prodotto  BB , seconda  dignità  della  media  propor- 
zionale B. 


Scolio,  per  gl'intendenti  del  calcolo  differenziale.  — Piacemi  di 
esporre  qui  una  maniera  di  trovare  per  via  d’analisi  il  teorema  XL. 


Problema.  — Le  lettere  a,  e 6 rappresentino  due  grandezze  date, 
ed  omogenee,  e la  lettera  y denoti  qualunque  grandezza  omogenea  alla 
medesima  a,  e b;  egli  è chiaro,  che  l’aggregato  delle  due  proporzioni 
a y . , a y , . , 

— > y > cioè  — + ora  e maggiore,  ora  e minore  secondo  la  vana  quan- 

tità  della  grandezza  y:  ed  è chiaro  altresì  che  l’aggregato  + — può 

crescere  in  infinito,  poiché  se  la  y diviene  infinita,  la  proporzione  ^ 
diverrà  infinitamente  piccola  in  sequela  del  corollario  XIX  de’  principi, 

y 

e la  proporzione  y diviene  infinitamente  grande  in  conseguenza  del  co- 
rollario XVII  de’  principi  , adunque  l’aggregato  — + ^ sarà  in  tal  caso 
una  grandezza  infinita. 

Ciò  posto,  si  chiede,  che  si  determini  un  valore  di  y tale,  che  l’ag- 
gregato — sia  un  minimo,  cioè  sia  tale,  che  chiamando  m quel  va- 

y 

a m 

lore  di  y,  il  quale  si  cerca,  l’aggregato  — + — sia  minore  di  qualunque 


. a y 

aggregato  simile  — + ~ 


Soluzione. 


Differenziando  l’ aggregato 


a y . 

— + > si  ottiene 

y b 


— ady 

¥ 


dy 

b 


e questa  differenziale  dee  supporsi  eguale  a zero,  secondo  i principi  del 

calcolo  differenziale,  di  modo  che  si  avrà  . d’onde  nasce  fatte 

o y- 


le  debite  operazioni 


y2dy 

by1 


àbdy 
by 2 ’ 


e da  quest’ultima  equazione  divisa  per  dy, 
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e moltiplicata  per  by2,  risulta  quest’  §,ltra  y~  = ab,  cosicché  chiamando  m 
il  valore  di  y,  che  ne  proviene  sarà  m2  = ab,  cioè  ab  = m2;  ma  pel 


primo  punto  del  corollario  ITI  si  ha  questa  proporzionalità 


a m 
m b 


::  ab  . m2, 


adunque  essendosi  trovato,  che  ab  deve  essere  nel  caso  nostro  eguale 
ad  rrì1,  ne  siegue  per  terzo  punto  del  corollario  III,  che  anche  ^ sarà 

4M 

eguale  ad  , cioè  che  la  m deve  essere  media  proporzionale  tra  la  a, 
e la  b,  affinchè  l’aggregato  ~ ^ sia  un  minimo , cioè  sia  minore  di 

d y 

qualunque  aggregato  simile  — + --  > come  appunto  si  è dimostrato  nel 

teorema  XL.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Nella  soluzione  di  questo  problema  ò supposto,  che  la  proporzione 


dy 


XJ 

b sia  la  differenza  della  proporzione  — e che  la  proporzione 


ady 


ne- 


gativamente presa,  cioè  — sia  la  differenza  della  proporzione  ~ : nello 

scolio  annesso  al  corollario  IV.  del  teorema  CVI  addurrò  la  ragione  di 
queste  due  supposizioni. 

Altro  scolio.  — Inserirò  in  questo  luogo  anche  il  seguente  teo- 
rema per  gl’intendenti  del  calcolo  analitico. 


Teorema.  — Sia  la  proporzionalità  A B :•  F-G,  i termini  della 
quale  debbono  essere  tutti  omogenei;  io  dico,  che  il  quadrato  della  semi- 
differenza degli  estremi  accresciuto  del  prodotto  de’  medj,  è uguale  al 
quadrato  della  semisomma  degli  estremi.  E che  il  quadrato  della  semi- 
differenza de’  medj  accresciuto  del  prodotto  degli  estremi,  è uguale  al 
quadrato  della  semisomma  de’  medj. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  chiami  S la  somma,  e D la 
differenza  di  A,  e di  0,  si  avranno  queste  due  equazioni  A + O — S, 
e + A'-fG  = Tj.  Aggiungasi  la  seconda  alla  prima,  e se  ne  dedurrà  A, 

ovvero  G eguale  a — S + D.  Sottraggasi  la  seconda  dalla  prima,  e se 

Z Zi 

ne  trarrà  G,  ovvero  respettivamente  A eguale  a — \>D.  Quindi  il 

z z 

prodotto  AG  degli  estremi  sarà  sempre  eguale  a 


1 - 1 ” 

— S -f-  — D 

4 S—^-D 

> cioè  a 1 4 S2  — \ D2 

2 2 J 

[_  2 2 j 

1 |_4.  4 J 

13  — Tomo  I, 
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Ma  per  la  seconda  parte  del  corollario  II  del  presente  teorema  LXXVII 
il  prodotto  BF  .de’  medj  è uguale  ad  AB  ; adunque  BF  è uguale  a 


|s2-^-.Z)2 

4 4 


e conseguentemente 


-D2  + BF  = ]-D2  + 
4 4 


1 S2—±D2 

4 4 


= 4^ 


Che  è la  prima  parte. 

Altra  dimostrazione  della  prima  parte. 


+ A +0 


+ BF  è uguale 


ad  (A2 — 2 AG  + G2  + 4,BF)  divisi  per  4.  Pongasi  in  luogo  di  BF  il  pro- 
dotto AB,  che  gli  è uguale,  e l’ultima  espressione  diverrà  (..42  + 2 AB  + B2) 

A +G1 2 


divis.  per  4,  vale  a dire 


2 


Adunque 


+ BF- 


G 


Il  che  doveva  primieramente  dimostrarsi. 

Le  dimostrazioni  della  seconda  parte  non  sono  diverse  da  quelle 
della  prima,  in  cui  si  contiene  visibilmente  quest’ altro  teorema. 

Sia  la  proporzionalità  continua  A ,B  ::B  .G;  io  dico,  che  il  qua- 
drato della  semidifferenza  degli  estremi  accresciuto  del  quadrato  del  ter- 
mine medio  è uguale  al  quadrato  della  semisomma  degli  estremi.  In  ter- 


mini analitici 


'±A  + Q' 


+ -B3  = 


A +& 


Potrebbero  ambidue  i teoremi  esporsi  ancora  così: 

I.  Il  quadrato  della  differenza  degli  estremi  più  il  quadruplo  del  pro- 
dotto de’  medj  è uguale  al  quadrato  della  somma  degli  estremi. 

II.  Il  quadrato  della  differenza  degli  estremi  più  il  quadrato  del 
doppio  termine  medio  è uguale  alla  somma  del  quadrato  degli  estremi. 

Corollario  IV,  che  insegna  una  maniera  di  ridurre  due  proporzioni 
ad  un  medesimo  conseguente,  senza  cangiarne  il  valore.  — Dal  tenore 
della  dimostrazione  di  questo  teorema  apparisce  il  modo  di  ridurre  ad 


un  medesimo  conseguente  due  proporzioni 


A C 


(senza  mutarne  il  va- 


lore) benché  i termini  dell’ una  non  sieno  omogenei  ai  termini  dell’altra. 
Ciò  si  ottiene  moltiplicando  i termini  della  prima  pel  conseguente 

della  seconda,  donde  nasce  è uguale  ad  ~ pel  teorema  LXXII,  indi 
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moltiplicando  il  conseguente  della  prima  pe’  termini  della  seconda,  donde 
BC  C 

viene  gg  eguale  a — pel  tèorema  LXXIIT. 

Il  simile  si  otterrà,  se  il  conseguente  D della  seconda  propor- 
zione si  moltiplicherà  pe’  termini  della  prima  ~ , mentre  si  avrà 

a B DB 

A 

eguale  ad  g pel  teorema  LXXIII,  e se  i termini  della  seconda  propor- 

ci 4 

zione  g si  moltiplicheranno  pel  conseguente  B della  prima  g ; poiché 
CD  C 

ne  verrà  gg  = g pel  teorema  I.XXII. 

Corollario  V,  che  contiene  un  modo  di  aggiungere  una  'proporzione 
ad  uri  altra,  e di  sottrarre  una  proporzione  da  un'altra.  — I.  Se  si  vorrà 
. C „ A , . AD  + BC 

aggiungere  la  — alla  g prendasi  — gg ; mentre  quest’ultima  propor- 

zione sarà  per  l’ assioma  Vili  eguale  ad  gg  + cioè  sarà  eguale  ad 

A C 

n + n pel  corollario  IV. 
li  D 

Prendasi  ancora  — *-g^— , e similmente  per  l’assioma  Vili  e pel 
corollario  IV  si  avrà  la  somma  desiderata. 

II.  Se  poi  si  vorrà  sottrarre  la  g dalla  g si  prenda  ^ ^BÌJ^  ’ 

poiché  questa  proporzione  per  l’assioma  VII  è uguale  ad  gg — g-^j, 
4 C 

cioè  ad  '-55  — — pel  corollario  IV. 

B 1) 

Si  prenda  anche  ^^gg , e parimente  per  l’assioma  VII,  e pel 
corollario  IV  si  avrà  la  differenza,  che  si  desidera. 


A.  C E G 

Teorema  LXXVIIT.  — Sieno  le  quattro  proporzioni  g,  g,  g,  g 

. A C E A ^ u.  ..  . 

tali,  che  -=  stia  a come  -=  sta  a io  dico,  che  moltiplicata  per 
B D £ ri  O 

F B ..  ..  E 

— è ugnale  a --  moliplicata  per  ^ • 

H D ir 
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Le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D debbono  essere  tra  loro  omo- 
genee, e le  quattro  grandezze  E,  F,  G,  H debbono  essere  omogenee 
tra  loro. 


Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  ^ ^ ~ ; adunque  pel  corol- 

A.  C E F 

lario  IV  del  teorema  XXIX  ^ ^ ^ , e conseguentemente  pel  co- 


B D 


G H' 

A F 


B E 


rollario  II  del  teorema  precedente  = è uguale  a x >Y  ■ Il  che 

C ri  JJ  (jt 

dovea  dimostrarsi. 


Teorema  LXXIX.  — Se  due  grandezze  sono  omogenee,  e l’unità 
assunta  è la  medesima;  io  dico,  che  il  prodotto  della  prima  grandezza 
moltiplicata  per  la  seconda  è uguale  al  prodotto  della  seconda  molti- 
plicata per  la  prima. 

Dimostrazione.  — Sieno  M,  ed  N le  due  grandezze  omogenee,  dee 
provarsi,  che  MN  — NM. 

Per  l’ipotesi,  e per  la  definizione  XXXVI  Z . M : : N . MN,  e per- 
mutando Z . N ::  M . MN  ; parimente  per  la  supposizione,  e per  la  defi- 
nizione XXXVI  Z . N : : M . NM  ; adunque  pel  teorema  I i quarti  ter- 
mini delle  due  proporzionalità  sono  eguali,  cioè  MN  = NM.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 

Avvertimento.  — In  avvenire  io  prenderò  indifferentemente  il  pro- 
dotto della  prima  grandezza  per  la  seconda,  e il  prodotto  della  seconda 
per  la  prima,  e non  sempre  citerò  questo  teorema  LXXIX. 


Teorema  LXXX.  — Le  lettere  A,  B,  C,  D,  F dinotino  cinque 
grandezze  in  generale,  le  due  prime  delle  quali,  cioè  A,  B sieno  omo- 
genee tra  loro,  e le  tre  ultime  C,  D,  F sieno  omogenee  tra  loro;  io  dico, 
che  sussiste  questa  proporzionalità: 

AC  C A D 

bd'  f::  B'  f' 


Dimostrazione.  — Pel 


teorema  LXXVII 


AC  C 
BD  ' F 


: ACF . BDC  ; 


ma  pel  teorema  LXXIX  CF  = FC  ; adunque  pel  corollario  del  teo- 
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rema  LXXIII  ACF  — AFC  : e quindi  in  virtù  del  corollario  IX  de’prin- 
4 Q C 

cipj  sar & ‘fi  • -p:  : AFC  . BDC  . Essendo  in  oltre  pel  teorema  LXXII 

AFC  . BDC  : : AF  . BD  , sarà  eziandio  pel  corollario  XI  de’  principi 
4C  C AD 

-gjj  • ~ : : AF . BD . Ora  pel  teorema  LXXVII  ^ • y : : AF  . BD  ; adunque 

per  lo  stesso  corollario  XI  de’  principi  si  avrà  ; ; ^ ^ . j)  che 

dovea  dimostrarsi. 


„ „ A , D , AC  . C AC 

Corollario.  — Se  ^ e uguale  a = , sara  ^ eguale  a , e se  _ ^ 
B 6 F BD  R F BD 

CAD 

è uguale  a -=  , sarà  ~ eguale  a - • Tutto  ciò  in  vigore  del  corollario  X 
r £>  t 

de’  principi. 


Teorema  LXXXI.  — Il  prodotto  di  quante,  e quali  grandezze  omo- 
genee si  vogliano  è uguale  ad  ogni  altro  prodotto  delle  medesime,  qua- 
lunque ordine  si  osservi  nel  moltiplicarle  insieme,  purché  non  si  cangi 
il  valore  dell’unità  assunta. 

Dimostrazione.  — La  dimostrazione  di  questo  teorema  non  diffe- 
risce punto  da  quella  del  teorema  XLV,  nè  qui  fa  d’uopo  di  replicarla. 

Basta  solo  il  considerare,  che  il  prodotto  di  qualunque  numero  di 
grandezze  omogenee  equivale  ad  una  'pura  grandezza  omogenea,  e il  so- 
stituire nell’ accennata  dimostrazione  del  teorema  XLV  la  voce  grandezza 
in  luogo  di  proporzione;  in  cambio  poi  di  citare,  come  ivi  si  fa,  il  teo- 
rema XXIII,  si  citi  il  teorema  LXXIX;  in  vece  del  primo  corollario 
del  teorema  XXIV  si  citi  il  corollario  del  teorema  LXXI,  e in  luogo 
del  corollario  VII,  del  teorena  XXIV,  si  citi  il  teorema  LXXII;  come 
pure  in  cambio  del  primo  corollario  del  teorema  XXIX  si  citi  il  corol- 
lario Il  del  teorema  LXXVII. 

Corollario  I.  — Due  prodotti  formati  di  qualunque  numero  di 
grandezze  omogenee  sono  eguali  tra  loro  (purché  l’unità  assunta  in  for- 
marli sia  la  medesima,  ovvero  sempre  eguale); 

Se  tante  sono  le  grandezze,  che  formano  il  primo  prodotto,  quante 
quelle,  che  formano  il  secondo,  e se  in  oltre  a ciascuna  delle  grandezze 
formanti  il  primo  prodotto  corrisponde  nel  secondo  una  grandezza  eguale, 
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benché  non  sia  disposta  col  medesimo  ordine  tra  le  altre  grandezze,  che 
formano  lo  stesso  prodotto. 

La  pruova  di  questo  corollario  è simile  alla  dimostrazione  del  teo- 
rema XLVI,  purché  in  luogo  della  voce  proporzione  sostituiscasi  la  voce 
grandezza,  e in  cambio  dei  teoremi  XLII,  e XLV  si  citino  respettiva- 
mente  i teoremi  LXXVI,  e LXXXI. 

Corollario  II.  — Ciò,  che  risulta  dal  moltiplicare  una  grandezza 
pel  prodotto  di  più  grandezze,  è uguale  al  prodotto  della  grandezza 
moltiplicata,  e di  ciascuna  delle  grandezze  componenti  il  prodotto  molti- 
plicante (ordinatamente  prese),  v.  g.  a ( efg , ec.)  è uguale  ad  axexfxg,  ec., 
imperciocché  equivalendo  il  prodotto  (efg,  ec.)  ad  una  grandezza  pura. 

Si  à per  questo  teorema  a (efg,  ec.)  eguale  ad  (efg,  ec.)a;  ma 
(efg,  ec .)a  è uguale  ad  exfxg X,  ec.  a,  ed  exfxgX,  ec.xo  è uguale 
ad  axexfxgx,  ec.,  adunque  a (efg  ec.)  è uguale  ad  axexfxg,  ec. 

Corollario  III.  — Ciò,  che  risulta  dal  moltiplicare  un  prodotto 
di  più  grandezze  per  un  altro  prodotto  di  più  grandezze,  è uguale  al 
prodotto  di  ciascuna  delle  grandezze  componenti  il  prodotto  moltipli- 
cato, e di  ciascuna  delle  grandezze  componenti  il  prodotto  moltipli- 
cante (ordinatamente  prese);  v.  g.  (abc,  ec.)  (efg,  ec.)  è uguale  ad 
axbxc,  ec.  xexfxg,  ec. 

Imperciocché  considerando  il  prodotto  (abc,  ecc.)  come  una  gran- 
dezza pura,  sarà  pel  corollario  II  (abc,  ec.)  (efg,  ec.)  eguale  ad  (abc,  ec.) 
exfxg.  ec.  mentre  la  (a)  del  corollario  II  può  significare  il  prodotto 
(abc,  ec.)  del  corollario  presente;  ma  (abc,  ec.)  exfxg,  ec.  è uguale  ad 
axbxc,  ec.  xexfxg,  ec.;  adunque  (abc,  ec.)  (efg,  ec.)  è uguale  ad 
axbxc,  ec.  exfxg , ec. 

Scolio.  — È superfluo  l’avvertire,  che  il  prodotto  a (efg,  ec.)  con- 
siderato nel  corollario  II  è uguale  a qualunque  prodotto  delle  gran- 
dezze a,  e,  f,  g,  ec.  in  qualunque  modo  disposte. 

E che  il  prodotto  (abc,  ec.)  (efg,  ec.)  considerato  nel  corollario  III 
è uguale  a qualsivoglia  prodotto  delle  grandezze  a,  b,  c,  ec.  e,  f,  g,  ec. 
disposte  in  qualsivoglia  maniera:  tutto  ciò  in  virtù  di  questo  teorema. 

Corollario  IV.  — Ciò,  che  risulta  dal  moltiplicare  tra  loro  quanti 
prodotti,  e di  quante  grandezze  si  vogliano,  può  sempre  ridursi  al  pro- 
dotto di  ciascuna  delle  grandezze  componenti  i diversi  prodotti,  che  si 
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moltiplicano  fra  di  loro;  v.  g.  (ab,  ec.)  (e/,  ec.)  (hi,  ec.)  è uguale  ad 
a X ò,  ec.  X e x /,  ec.  x h x i,  ec. 

Imperciocché  pel  corollario  III  (a&,  ec.)  (e/,  ec.)  è uguale  ad  o x 6,  ec. 
X e x /,  ec.;  adunque  (oò,  ec.)  (e/,  ec.)  (Ai,  ec.)  è uguale  ad  (a  x b,  ec. 
X e X /,  ec.)  (A  X i,  ec.),  e per  lo  stesso  corollario  III  quest’ ultima 
espressione  è uguale  ad  a x b,  ec.  x e x /,  ec.  x A x i,  ec.  ; adunque 
(ab,  ec.)  (e/,  ec.)  (hi,  eC.)  è uguale  ad  a X b,  ec.  X e x /,  ec.  X A X'  i,  ec. 
similmente  si  procederà  per  dimostrare  gli  altri  casi  più  composti  in  infinito. 

Qui,  e in  tutti  gli  altri  casi,  à luogo  una  riflessione  simigliante  a 
quella  dello  scolio,  che  precede  il  corollario  presente. 


Corollario  V.  — Se  cambiando  in  diverse  maniere  tutte,  le  gran- 
dezze componenti  un  prodotto  totale , formansi  di  esse  grandezze  diversi 
prodotti  parziali,  che  presi  insieme  includono  tutte  le  grandezze  compo- 
nenti il  prodotto  totale,  e non  ne  includono  altre;  io  dico,  che  tutti  i 
suddetti  prodotti  parziali  moltiplicati  fra  loro,  formano  un  nuovo  pro- 
dotto eguale  al  pristino  prodotto  totale. 

Imperciocché  pe’  corollari  II,  ITI,  e IV,  che  precedono  moltipli- 
cando insieme  tutti  questi  prodotti  parziali,  ne  nascerà  un  prodotto  di 
tutte  quelle  grandezze,  che  compongono  il  prodotto  totale,  e questo  nuovo 
prodotto  sarà  sempre  eguale  pel  presente  teorema  al  pristino  prodotto 
totale.  Un  esempio  particolare,  e semplice  renderà  sensibile  la  verità  di 
questo  corollario:  sia  abcdef  il  prodotto  totale , e i prodotti  parziali  sieno 
(d),  ed  (eafbc),  ovvero  (cba),  ed  (edf),  oppure  (da),  ed  (ab),  ed  (fc),  e 
così,  ec. 

Io  dico,  che  abcdef  = d (eafbc)  = (cba)  (edf)  — (da)  (ab)  (fc),  e così,  ec. 


Corollario  VI.  — Rappresentino  n,  ed  m due  numeri  intieri,  e 
sia  n maggiore  di  m,  che  può  denotare  anche  l’unità. 

Se  due  proporzioni  ^ sono  composte  di  un  numero  n di  prò- 
jj  a 

porzioni  per  ciascuna  in  maniera,  che  (n  — m)  proporzioni  componenti 

A a 

di  sieno  eguali  ad  (n  — m)  proporzioni  componenti  di  -=■  ; 

JL/  a 

A a 

Io  dico,  che  ^ sta  ad  ^ come  il  prodotto  delle  m residue  propor- 
zioni componenti  di  ^ sta  al  prodotto  delle  m residue  proporzioni  com- 
ponenti di  ~ ■ 
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Dimostrazione  di  questo  corollario.  — Pel  corollario  precedente  (con- 
siderando in  virtù  del  primo  teorema  le  proporzioni  come  grandezze)  il 

A 1 

prodotto  totale  di  tutte  le  proporzioni  componenti  di  — I cioè  per  la  de- 

.4  \ 

finizione  XXIII,  la  proporzione  — 1 equivale  al  prodotto  parziale  delle 

( n — m)  proporzioni  componenti  di  — moltiplicato  per  l’altro  prodoDto 

A 

parziale  delle  m residue  proporzioni  componenti  la  stessa  ^ : similmente, 
il  prodotto  totale  di  tutte  le  proporzioni  componenti  di  ~ |cioè  per  la 
definizione  XXIII,  la  proporzione  equivale  al  prodotto  parziale  delle 
(n  — m)  proporzioni  componenti  di  ~ moltiplicato  per  l’altro  prodotto 

parziale  delle  m residue  proporzioni  componenti  la  medesima  ~ • 

E qui  si  noti  bene,  che  in  vigore  del  citato  precedente  corollario 
> A 

le  (n  — m)  proporzioni  componenti  di  — possono  esser  disposte  nel  loro 

prodotto  parziale,  e ancora  nel  prodotto  totale  delle  proporzioni,  il  quale 

. A 

è equivalente  alla  — > possono,  dico,  esser  disposte  con  qualunque  or- 
dine anche  diverso  dall’  ordine,  che  le  proporzioni  \{n  — m)  componenti 
di  ~ tengono  nel  loro  prodotto  parziale,  e ancora  nel  prodotto  totale 

delle  n proporzioni,  il  quale  è equivalente  alla  - 

Ora  pe’  due  primi  articoli  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXII, 

A 

il  prodotto  delle  ( n — m)  proporzioni  componenti  di  — , il  prodotto  delle 

A 

m residue  proporzioni  componenti  della  medesima  — , il  prodotto  delle 
(n  — m)  proporzioni  componenti  di  ^ , e il  prodotto  delle  m residue  pro- 
porzioni componenti  della  stessa  ^ , equivagliono  ad  altrettante  propor- 
zioni pure. 
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Adunque  — può  considerarsi  come  composta  di  due  proporzioni,  una 


delle  quali  è il  prodotto  delle  ( n — m)  proporzioni  componenti  di  ^ > e 

A 

l’ altra  è il  prodotto  delle  m residue  proporzioni  componenti  di  • 

E parimenti  — può  considerarsi  come  composta  di  due  proporzioni, 


una  delle  quali  è il  prodotto  delle  ( n — m)  proporzioni  componenti  di 


. a 


d 


l’altra  lo  è delle  m residue  componenti  di  --  - 

Ma  per  l’ipotesi,  e pel  teorema  XLII,  ovvero  pel  teorema  XLVI, 

q 

il  prodotto  delle  ( n — m ) proporzioni  componenti  di  ~ è uguale  al  pro- 
dotto delle  ( n — m)  proporzioni  componenti  di  ~ ■ 

A.  a 

Adunque  pel  teorema  XXTV  ^ sta  ad  -j  , come  il  prodotto  delle 
m residue  proporzioni  componenti  di  — sta  al  prodotto  delle  m residue 
proporzioni  componenti  di  ~ Il  che  do vea  dimostrarsi. 


Scolio.  — La  proposizione  generale  espressa  in  questo  corollario  è 
importante  pel  molto  uso,  che  può  farsene  in  dimostrare  le  proposizioni 
della  geometria  sintetica.  0 pertanto  stimato  a proposito  di  darne  una 
dimostrazione  chiara,  ed  esatta. 

• 4 

Corollario  VII.  — Se  nel  caso  del  precedente  corollario  — fosse 
eguale  ad  —■  , anche  il  prodotto  delle  m residue  proporzioni  componenti 

(h 

A 

di  j}  sarebbe  eguale  al  prodotto  delle  m residue  proporzioni  componenti 
di  —,  e ciò  pel  corollario  X de’  principj. 

Cu 


Scolio.  — I.  Quando  m rappresenta  l’unità,  in  vece  di  dire  ne’  due 

^4 

antecedenti  corollari  : il  prodotto  delle  m residue  proporzioni  di  — > ov- 
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a A 

vero  di  g dovrà  dirsi:  la  proporzione  residua  di  . ovvero  res  petti  va- 

mente  di  : e similmente,  quando  ( n — m)  è uguale  all’unità,  in  cambio 

A 

di  dire:  il  prodotto  delle  (n — m)  proporzioni  componenti  di  , ovvero 
di  ~ , dovrà  dirsi,  la  ^proporzione  componente  di  ~ , ovvero  di  * • 

Ct  JJ  CL 

II.  Per  additare  con  un  esempio  l’uso  del  corollario  VII,  e per  con- 
seguenza del  corollario  VI,  da  cui  deriva,  dimostrerò  il  seguente 


Teorema.  — Rappresentino  A . B : : C . D,  ed  a .b  ' : c . d due  pro- 


porzioni in  modo,  che  sia  ’ e 7'~~  ’ *°  ^co>  c^e 


B b 


= c , lu  uluu’  sara  ’ 


. , C 

e'06  D 


e 

d 


Dimostrazione.  — Per  la  definizione  XXIII,  e pel  teorema  XXII 

4 4.  B C a 

la  ^ è composta  delie  tre  proporzioni  ~ ’ q ’ jj  ’ e ® composta 

delle  tre  proporzioni  e Per  l’ipotesi  la  proporzione  ^ com- 

ponente di  ^ è uguale  alla  proporzione  ~ componente  di  — • 

A.  a 

Oltre  di  ciò  ^ per  l’ipotesi  è uguale  ad  g ; adunque  pel  coroi- 
di G 

lario  VII  precedente,  il  prodotto  parziale  ^ delle  due  residue  pro- 
porzioni ^ , e ^ componenti  di  ~ è uguale  al  prodotto  parziale  ® Xg 

delle  due  residue  proporzioni  , e g componenti  di  g- 

Ma  pe’  due  primi  articoli  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXII 
i due  prodotti  ~ x B'  <'d?xl  equivagliono  a due  proporzioni  pure;  ed 

essendo  per  l’ipotesi  ^ , ed  ~^  — g il  prodotto  ^ equivale  alla 

A C a c 

proporzione  duplicata  di  ~ , ovvero  di  — , come  pure  il  prodotto  — x ^ 
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CL  C 

equivale  alla  proporzione  duplicata  di  y , ovvero  di  -=  per  la  defini- 

0 Cb 

zione  XXVIII. 


■A  Cb 

Adunque  per  la  definizione  XXIX  ^ , ed  sono  proporzioni  sud- 

C c 

duplicate  di  proporzioni  eguali,  e così  jr  , e — , e conseguentemente  pel 

JLJ  Cb 

A a C 

corollario  IV  del  teorema  XLII  ^ è uguale  ad  , come  anche  — è 

B b Jj 


Q 

uguale  a ■ Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Questo  teorema  è lo  stesso,  che  il  lemma  XIV,  o sia  ultimo  del 
Mesolabo  di  Francesco  Renato  Slusio,  dimostrato  da  me  esattamente. 

In  quest’esempio,  dei  due  numeri  n,  ed  m espressi  nel  corollario  VI, 
il  primo  è uguale  a 3,  e il  secondo  a 2,  di  modo  che  (n — ra)  è uguale 
all’  unità. 


A 

Teorema  LXXXII.  — Se  la  proporzione  = è in  qualunque  modo 


E O*  (j 

moltiplice  di  - , e la  proporzione  n è ugualmente  moltiplice  di  u ; io 
.b  JJ  H 


c , 


G 


A C bi 

dico,  che  gXjj  è ugualmente  moltiplice  di  y x 


. E G 
F XH' 


DlMOS  T RAZIONE . 


F ~ F 

e pel  corollario  del  teorema  LXXII  si  otterrà 


0.  A E E . . C G G 

Sia  ^ = y X y , ec.  sara  peri  ipotesi  2)==#x#’ec-’ 


A C 
BXD~ 


E E 
FXF’  6C‘ 


G G 
HXH’  6C- 


ma  pel  corollario  TI  del  teorema  LXXXI 


E E 1 

G G 

bxF’ec-J 

L HXH’e°\ 

E E G G 
~FXF’  6C'  HXH 


ec. 


, A C E E G G 

adunque  = ec'  H X H ’ ec- 

Di  più  pel  teorema  XLV 

E E G G E G E G 

F x J ’ 6C'  H X H ’ e°'  ~ FX  HX  FX  H’  BC‘ 
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e perciò  4 x 4 ===  4 X 4 X 4 x 7;  , ee.;  finalmente  pel  corollario  V dell’an- 


tecedente teorema 


fi  fi  F H F H 
E G 


FXH 


1 

! 


^ GT 

XH 


EGEO 

ec.  = — X-^x  pXrg  , ec.;  adunque 


4 C 

5 xzr 


E G 
FXH 


E Gl  A C , . A . 

— x -jj  I ec.  ; e per  conseguenza  ^ X e tanto  mol- 

tiplice  di  4x4,  quanto  4 di  4 , e 4 di  4 • Il  che  dovea  dimostrarsi. 
-b  ri  ri  Jb  D H 


Teorema  LXXXIII  — Sia  qualunque  numero  di  proporzioni  date; 
io  dico,  che  la  proporzione,  la  quale  à per  antecedente  il  prodotto  di 
tutti  gli  antecedenti  delle  proporzioni  date,  ordinatamente  fresi,  ed  à 
per  conseguente  il  prodotto  di  tutti  i conseguenti  delle  medesime  ordi- 
natamente presi,  è uguale  al  prodotto  di  tutte  le  proporzioni  date:  e 
dico  insieme,  che  il  prodotto  di  qualunque  numero  di  proporzioni  date 
è uguale  ad  una  proporzione,  che  à per  antecedente  il  prodotto  di  tutti 
gli  antecedenti  delle  proporzioni  date  ordinatamente  presi,  ed  à per 
conseguente  il  prodotto  di  tutti  i conseguenti  delle  medesime  ordinata- 
mente  presi. 


a o q 

Sieno  per  cagion  d’esempio  j- > - > -j  , ec.  le  proporzioni  date,  dee 

. ace,  ec . a c e . 

provarsi,  che  = -j-  X -r  X -7 , e versa  vice,  che 

r bdf,  ec.  b d f 


a c e 
b xd  xT‘°  - 


ace,  ec. 
bdf,  ec. 


Dimostrazione.  — I.  Assumasi  per  unità  la  grandezza  arbitraria  z 
omogenea  ai  due  termini  a,  e 5,  indi  si  consideri,  che  per  la  definizione 
XXXVI  sussistono  queste  due  proporzionalità  z . a ::  c . ac,  z .b  : :d  .bd; 
adunque  pel  teorema  XLVIII  si  à 

za  c ac 

(1>  l"F:'d’bd’ 

ma  per  la  definizione  XXI  si  vede  essere 

z a c a c 
J"b:'d'b'Xd’ 


(2) 
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adunque  paragonando  i quarti  termini  delie  proporzionalità  (1),  e (2)  si 

, ' T ac  a c , a c ac 

a pel  teorema  1 f3=T-Xir,ed-1-XT-  = r^- 
1 bd  b d l d od 


II.  Similmente  prendasi  per  unità  la  grandezza  arbitraria  y omo- 
genea ai  due  termini  oc,  bd,  e per  la  definizione  XXXVI  sussisteranno 
queste  due  proporzionalità  y .ac  ::  e . ace,  ed  y .bd  : : / . bdf,  e quindi  si 
avrà  pel  medesimo  teorema  XLVIII 


(3) 


y ac  e ace  _ 
y bd  ' ' f bdf  ’ 


ma  per  la  definizione  XXI,  e per  l’articolo  II  dello  scolio  annesso  alla 


definizione  XXII  — • 

y 


a c 

TXJ 


a c 

JX~d 


X y , cioè 


<*) 


1 

y 


a c 
bXd 


e a c e 

::j-bxdxj’ 


adunque  paragonando  i quarti  termini  delle  proporzionalità  (3),  e (4).  il 

ace 


teorema  I farà  conoscere 


a c e , , a c e ace 

MrbxdyT  od  anch0  Fxax7=w/' 


III.  La  stessa  maniera  di  arguire  à manifestamente  luogo  in  qua- 
lunque numero  di  proporzioni;  ancorché  i termini  di  alcune  non  fossero 
omogenei  ai  termini  delle  altre ; adunque  il  teorema  è generalmente  vero. 


Scolio.  — Benché  l’unità  assunta  sia  arbitraria,  nientedimeno  è 
stato  necessario  di  assumere  nel  primo  punto  di  questa  dimostrazione 
una  medesima  unità  z nel  formare  i due  prodotti  ac,  bd ; perchè  dovendo 

Q/C 

questi  esser  termini  della  proporzione  ^ , c dovendo  per  conseguenza 

essere  paragonati  insieme,  conveniva  prendere  una  medesima  unità  arbi- 
traria per  formarli  ambedue,  in  conformità  dello  scolio  annesso  alla 
definizione  XXXVI,  e quindi  dalle  due  proporzionalità  z.a::c.ac,  e 

Z CL  C dC 

z .6  ::d  .bd,  ne  è risultata  una  terza  proporzionalità r : : tale, 

z b d bd 

che  il  suo  primo  termine  è una  proporzione  d’egualità;  di  modo  che  in 
virtù  delle  definizioni  XXI,  e XXII  il  suo  quarto  termine  è uguale  al 
prodotto  del  secondo  termine  moltiplicato  pel  terzo. 

Per  la  stessa  ragione  si  è assunta  nel  secondo  punto  una  medesima 
unità  arbitraria  y nel  formare  i due  altri  prodotti  ace,  bdf,  e similmente 
dovrà  operarsi  ne’  casi  simiglianti. 
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Si  noti  però,  ohe  se  le  grandezze  a,  b,  c,  d,  e,  / fossero  tutte  omo- 
genee, potrebbe  la  y esser  la  stessa,  che  la  z,  benché  per  altro  ciò  non 
sia  necessario  a tenore  dell’articolo  Vili  dello  scolio  annesso  alla  defi- 

Z tJ 

nizione  XXXVI , e in  effetti  tanto  — , quanto  — sono  proporzioni 
d’egualità,  e dalla  proporzionalità  ~ ~J  ^ìdj  S*  ^e<^uce  qualmente, 


che  ^ in  virtù  delle  definizioni  XXr,  e XXII  è il  prodotto  di  — mol- 

oaj  L id 

g * 

tiplicato  per  —■ 


ac 


Corollario  1.  — I termini  delle  proporzioni  date  sieno  tutti  omo- 
genei, e l’unità  assunta  nel  formare  il  prodotto  dei  loro  antecedenti,  e 
il  prodotto  dei  loro  conseguenti  sia  sempre  la  medesima;  io  dico,  che  se 
gli  antecedenti  delle  proporzioni  date  si  disporranno  oon  qualunque  or- 
dine nel  loro  prodotto,  e i conseguenti  delle  proporzioni  date  si  dispor- 
ranno anch’essi  con  qualunque  ordine  nel  loro  prodotto;  la  proporzione, 
che  à il  primo  di  questi  prodotti  al  secondo,  sarà  sempre  eguale  al  pro- 
dotto delle  proporzioni  date  ordinatamente  disposte; 

Imperciocché  pel  teorema  LXXXI,  qualunque  ordine  si  osservi  nel 
moltiplicare  insieme  un  certo  numero  di  grandezze  omogenee,  il  prodotto, 
che  ne  risulta  è sempre  eguale;  laonde  il  prodotto  degli  antecedenti, 
qualunque  siasi  la  loro  disposizione,  è sempre  eguale  al  prodotto  dei 
medesimi  antecedenti  ordinatamente  presi;  e il  prodotto  dei  conseguenti, 
qualunque  siasi  la  loro  disposizione,  è sempre  eguale  al  prodotto  de’  me- 
desimi conseguenti  ordinatamente  presi;  adunque  pel  corollario  Vili 
de’  principj  la  proporzione,  che  à qualunque  prodotto  degli  antecedenti 
verso  qualsivoglia  prodotto  de’  conseguenti,  è sempre  eguale  alla  propor- 
zione, che  à il  prodotto  degli  antecedenti  ordinatamente  presi  verso  il 
prodotto  dei  conseguenti  ordinatamenti  presi,  e in  conseguenza  pel  corol- 
lario XI  de’  principi  la  proporzione,  che  à qualunque  prodotto  degli  an- 
tecedenti verso  qualsivoglia  prodotto  de’  conseguenti,  è sempre  eguale 
al  prodotto  delle  proporzioni  date. 

Mi  varrò  dell’esempio,  di  cui  mi  sono  servito  nel  presente  teorema: 

ace 
bdj 
cae 
bfd 


essendosi  provato  nella  dimostrazione  di  esso,  che 
e provandosi  in  questo  corollario,  che  tanto 


è uguale  ad 


a c 
bXdX 


quanto 


eca 

fdb 
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sono  eguali  ad  rj-,  > ne  segue  pel  citato  corollario  XT  de’  principj,  che 
oaj 

cae  , eca  a c e 

tanto  jjj  , quanto  > ec.  sono  eguali  ad  x X y - 

Scolio.  — È visibile,  che  il  presente  teorema,  e questo  corollario 
contengono  diverse  maniere  di  moltiplicare  tra  loro  molte  proporzioni. 


. Corollario  II.  — Se  nel  prodotto  di  qualunque  numero  di  pro- 
porzioni, che  abbiano  omogenei  tutti  i loro  termini,  v.  g.  in  * x ^ X y 

alcune,  o tutte  le  proporzioni  componenti  si  faranno  tra  loro  un  reci- 
proco baratto  de’  proprj  antecedenti,  ovvero  de’  proprj  conseguenti,  in 
modo  che  gli  antecedenti  delle  une  passino  vicendevolmente  ad  essere  an- 
tecedenti dello  altre,  ovvero  i conseguenti  delle  une  divengano  vicende- 
volmente conseguenti  delle  altre,  come  circa  il  presente  esempio  avviene 


c e a 

m x j-  X -t 
b d f 


a c e 
ovvero  in  -=■  x , Xr 
» d f b 


cae 
oppure  in  T x - x y 


ec.; 


Io  dico,  che  ciascuno  de’  nuovi  prodotti  di  proporzioni,  i quali  ri- 
sultano da  questo  reciproco  baratto,  ec.  è uguale  al  primo  prodotto  di 
proporzioni  ordinatamente  prese,  cioè  nel  presente  esempio  al  primo  pro- 
dotto y X y X y ' perchè  in  virtù  di  questo  teorema  ciascuno  de’  nuovi 

prodotti  di  proporzioni,  ec.  è uguale  alla  proporzione,  che  passa  tra  il 
prodotto  di  tutti  gli  antecedenti  di  esse  proporzioni  presi  col  loro  ordine, 
e il  prodotto  di  tutti  i conseguenti  delle  medesime  presi  con  l’ordine 
loro,  ma  pel  precedente  corollario  I,  ciascun  prodotto  degli  antecedenti 
suddetti  verso  ciascun  prodotto  de’  suddetti  conseguenti  à una  propor- 
zione eguale  al  primo  prodotto  di  proporzioni  ordinatamente  prese,  cioè 

nel  presente  esempio,  al  primo  prodotto  di  proporzioni  y x y X y ; 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  ciascuno  de’  nuovi  prodotti  di 
proporzioni,  ec.  è uguale  al  primo  prodotto  di  proporzioni  ordinatamente 

c (z  ci  dee 

prese,  cioè  nel  presente  esempio  tanto  y X y X ^ » quanto  jXy  X yed 

, c a e 
anche  ,x  ,XT 
f a o 


c e 

•X 


ec.  sono  eguali  ad  x -=-  ~ , 
o d f 

Che  poi  sieno  eguali  anche  tra  loro  è cosa  così  chiara  in  virtù  del 
corollario  XI  de’  principj,  ed  anche  del  corollario  I del  teorema  II,  che 
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non  accade  esprimerlo,  siccome  nel  precedente  corollario  non  si  è espressa 
una  simigliante  facilissima  riflessione. 


Corollario  III.  — In  virtù  del  reciproco  baratto,  che  far  si  pos- 
sono de’ loro  antecedenti,  ovvero  de’ loro  conseguenti  le  proporzioni  che 
compongono  un  prodotto,  può  accadere,  che  nel  nuovo  prodotto  s’in- 
contrino delle  proporzioni  d’egualità  formate  dagli  accozzamenti  d'ante- 
cedenti, o di  conseguenti  tra  di  loro  eguali;  in  tal  caso  il  nuovo  prodotto 
di  proporzioni  sarà  eguale  ad  un  terzo  prodotto  di  proporzioni,  più  sem- 
plice, in  cui  manchino  quelle  proporzioni  d’egualità,  e solamente  vi  re- 
stino le  altre  proporzioni  componenti,  le  quali  non  sono  proporzioni 
d’egualità,  e ciò  in  vigore  del  corollario  III  del  teorema  XLVI;  adunque 
pel  corollario  XI  de’  principi  anche  il  primo  prodotto  di  proporzioni 
sarà  eguale  al  terzo  prodotto  di  proporzioni,  che  è più  semplice. 


V.  g.  il  seguente  primo  prodotto  di  proporzioni  ~ x ~ X y-  X — 


può 


cangiarsi  pel  precedente  corollario  II  in  quest’ altro  secondo  prodotto 
ad  esso  eguale  X ~ X y X y , che  essendo  eguale  in  virtù  del  cord- 

C Q 

lario  III  del  teorema  XI/ VI  al  terzo  prodotto  y x y più  semplice,  ne 

segue  pel  corollario  XI  de’  principi,  che  il  primo  prodotto  ~ X y X -y  X 

0 Q 

sarà  eguale  al  terzo  prodotto  più  semplice  y X y-  • 


Corollario  IV.  — Se  una  proporzione,  che  io  chiamerò  primitiva, 
à il  suo  antecedente  formato  dalla  moltiplicazione  di  qualunque  numero 
di  grandezze  omogenee,  ed  ha  il  suo  conseguente  formato  d’egual  nu- 
mero di  grandezze  parimente  omogenee,  v.  g.  ; io  dico,  che  la  me- 

desima  proporzione  primitiva  è uguale  ad  una  proporzione  composta , 

a G & C d g 

che  io  chiamerò  secondaria,  v.  g.  ad  -y  x -r  X -r  , ovvero  a y X -r  X -r , 

d b f d f b 


oppure  a y-  X y X y , ec.  di  tale  natura: 

Che  il  numero  delle  proporzioni,  le  qual'  compongono  la  propor- 
zione secondaria,  sia  eguale  al  numero  delle  grandezze,  che  formano  colla 
loro  moltiplicazione  l’antecedente,  oppure  il  conseguente  (il  che  toma 
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allo  stesso)  della  primitiva  ; e che  tutte  le  grandezze,  che  formano  colla 
loro  moltiplicazione  l’antecedente  della  primitiva,  sieno  distribuite  negli 
antecedenti  delle  proporzioni,  le  quali  compongono  la  secondaria  ; come 
pure  tutte  le  grandezze,  che  colla  loro  moltiplicazione  formano  il  con- 
seguente della  primitiva,  sieno  distribuite  nei  conseguenti  delle  propor- 
zioni, che  compongono  la  secondaria,  in  modo  che  tra  le  grandezze,  le 
quali  formano  l’antecedente  della  primitiva,  niuna  ve  ne  sia,  che  non 
costituisca  l’antecedente  di  una  delle  proporzioni  componenti  la  secon- 
daria, e che  tra  le  grandezze,  le  quali  formano  il  conseguente  della 
primitiva , niuna  ve  ne  aia,  che  non  costituisca  il  conseguente  di  una 
delle  proporzioni  componenti  la  secondaria:  niente  importando  qual  or- 
dine serbino  tra  loro  nella  proporzione  secondaria  le  proporzioni,  che  la 
compongono,  nè  a quale  di  esse  proporzioni  componenti  tocchi  per  an- 
tecedente, ovvero  per  conseguente  più  l’una,  che  l’altra  grandezza,  purché 
sia  una  delle  enunciate; 

Imperciocché  pel  teorema  presente  la  proporzione  secondaria  equi- 
vale ad  una  terza  proporzione,  la  quale  à per  suo  antecedente  il  pro- 
dotto degli  antecedenti  ( ordinatamente  presi)  di  quelle  proporzioni,  che 
compongono  la  secondaria,  ed  à per  suo  conseguente  il  prodotto  dei 
conseguenti  ( ordinatamente  presi)  di  quelle  proporzioni,  che  compongono 
la  secondaria,  ma  pel  teorema  LXXXI  un  tale  antecedente  della  terza 
proporzione  è uguale  all’antecedente  della  primitiva,  e un  tal  conseguente 
della  terza  proporzione  è uguale  al  conseguente  della  primitiva;  adunque 
pel  corollario  Vili  de’  principi  la  terza  proporzione  è uguale  alla  pri- 
mitiva, e conseguentemente  pel  corollario  XI  de’  principi  la  proporzione 
secondaria  è uguale  alla  primitiva. 


. a ce 


V.  g.  nell’esempio  addotto  di  sopra,  in  cui  è la  proporzione  pri- 

udì 

mitiva,  la  proporzione  secondaria  ~ x X è uguale  alla  terza  propor- 


ione 


per  questo  teorema  ; siccome  la  proporzione  secondaria 


c a e 

dxJxb 


Cd€ 

è uguale  alla  terza  proporzione  ^ ; e la  proporzione  secondaria 


c e a 

JXbXd 


14  — Tomo  I. 
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è uguale  alla  terza  proporzione  ^ , e così,  ec.  ; ma  pel  teorema  LXXXT 

ciascuna  delle  soprascritte  terze  proporzioni  à il  suo  antecedente  eguale 
all’antecedente  ace  della  'primitiva,  ed  à il  suo  conseguente  eguale  al 
conseguente  bdf  della  primitiva;  adunque  pel  corollario  VITI  de’ principi 
ciascuna  delle  terze  proporzioni  suddette  è uguale  alla  proporzione  pri- 
dee 

mitiva  =-3-2  ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  ciascuna  delle  so- 
bdf 

prannotate  proporzioni  secondarie  è uguale  alla  primitiva. 


Corollario  V.  — Se  tra  le  grandezze,  che  colla  loro  moltiplica- 
zione formano  l’antecedente  della  proporzione  primitiva,  e tra  le  gran- 
dezze, che  colla  loro  moltiplicazione  formano  il  conseguente  della  mede- 
sima proporzione  primitiva  si  trovano  delle  grandezze  tra  loro  eguali; 

Io  dico,  che  la  proporzione  primitiva  è uguale  ad  una  nuova  pro- 
porzione, che  à per  suo  antecedente  il  prodotto  di  tutte  le  grandezze, 
che  formano  l’antecedente  della  primitiva,  ed  à per  suo  conseguente  il 
prodotto  di  tutte  le  grandezze,  che  formano  il  conseguente  della  pri- 
mitiva; a riserva  però  di  quelle  grandezze  tra  loro  eguali,  che  si  tro- 
vano neO.’ antecedente,  e insieme  nel  conseguente  della  proporzione  primi- 
tiva; poiché  queste  istesse  tra  loro  eguali  non  debbono  entrare  (secondo 
questo  corollario)  ne’ prodotti  respettivi,  che  formano  l’antecedente,  e il 
conseguente  della  nuova  proporzione,  e si  considerano,  come  se  non  fos- 
sero nella  proporzione  primitiva. 


Sia  per  cagion  d’esempio  la  proporzione  primitiva  > nel  di 

cui  antecedente  la  a è contenuta  due  volte,  e due  volte  la  /,  e nel  di 
cui  conseguente  la  a è contenuta  due  volte,  e una  volta  la  /;  io  dico, 
che  la  suddetta  proporzione  primitiva  è uguale  a questa  nuova  propor- 
zione , che  à i suoi  due  termini  formati  dalle  stesse  grandezze,  che 
oepq 

formano  i due  termini  della  primitiva,  a riserva  di  a,  che  manca  due 
volte,  e di  /,  che  manca  una  volta  in  ambo  i termini  della  nuova  pro- 
porzione. 


Dimostrazione.  — Pel  precedente  corollario  la  proporzione  primi- 
acfdafg 


tiva,  v.  g. 


baefpqa 


è uguale  ad  una  proporzione  composta  secondaria, 


c d f g a a f 

v.  g.  a-r-x  — X — X — X — X — X t > tale,  che  abbia  tra  le  sue  pro- 

nbepqaaf 
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porzioni  componenti  tante  proporzioni  d’egualità,  quante  volte  s’incon- 
trano nell’antecedente  insieme,  e nel  conseguente  della  primitiva  le  gran- 
dezze tra  loro  eguali; 

E in  virtù  del  corollario  TIT  del  teorema  XLVI  la  proporzione  se- 
condaria è eguale  ad  un’altra  proporzione  composta  più  semplice , v.  g.  a 


ed  y , le 


~ X y X --  X y , in  cui  manchino  le  proporzioni  d’egualità  ^ 

quali  hanno  luogo  tra  quelle,  che  compongono  la  proporzione  secondaria ; 
adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  la  proporzione  primitiva  è uguale 
alla  suddetta  proporzione  composta  più  semplice; 

Ma  per  questo  teorema,  e pel  suo  primo  corollario,  la  medesima  pro- 
porzione composta  più  semplice  è uguale  ad  una  nuova  proporzione,  v.  g. 

„ <dfg 


bepq 


che  à per  suo  antecedente  il  prodotto  degli  antecedenti  di  quelle 


proporzioni,  che  compongono  la  stessa  proporzione  composta  più  semplice, 
ed  à per  suo  conseguente  il  prodotto  dei  conseguenti  delle  medesime 
proporzioni,  che  compongono  la  detta  proporzione  composta  più  semplice  ; 
adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  la  proporzione  primitiva , v.  g. 

^aefpq  ® u£ua^e  a onesta,  nuova  proporzione  più  semplice,  v.  g.  a ■ 

I medesimi  raziocini  si  applicano  evidentemente  a qualunque  caso, 
che  possa  esser  compreso  nel  presente  corollario;  adunque  questo  me- 
desimo corollario  è generalmente  vero. 


Corollario  VI.  — La  proporzione  di  due  termini  fra  loro  distanti 
d’una  progressione  geometrica  è uguale  alla  proporzione,  che  hanno  tra 
loro  i termini  prossimi  moltiplicati  tante  volte  per  se  medesimi,  quanti 
sono  i termini,  che  si  frappongono  tra  i due  termini  distanti.  V.  g.  nella 

A A3 

progressione  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ec.  — è uguale  ad  ^3; 

Imperciocché  pel  teorema  LXIX  ^ ^ X ^ X ^ ; ma  pel  teorema 

JJBBB 

4 A 4 A3  A43 

presente  ^ X X ^ ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  ~ =-  ^ , . 


Così,  e per  la  stessa  ragione 


A B 3 


G3 


D G 3 D3 


Corollario  VII,  che  contiene  una  maniera  di  dividere  qualunque 
proporzione  per  un'altra.  — Se  una  proporzione  data  dovrà  dividersi  per 


212 


TEORIA  GENERALE 


€L  T) 

un’altra,  v.  g.  j-  per  — . prendasi  il  prodotto  dell’ antecedente  della  di- 
videndi moltiplicato  pel  conseguente  della  dividente,  indi  prendasi  il  pro- 
dotto del  conseguente  della  dividendo  moltiplicato  per  l’antecedente 
della  dividente;  io  dico,  che  il  primo  di  questi  due  prodotti  verso  il  se- 
condo, cioè  nel  caso  nostro  aq  verso  bp  à una  proporzione,  che  è uguale 

al  quoziente  di  ^ divisa  per  • 


Imperciocché  pel  teorema  XLIX  ® moltiplicata  per  — è il  quo- 

..  a j.  . p aq  , a 

ziente  di  — divisa  per  ~ ; ma  per  questo  teorema  ^ e uguale  ad  ^ 

moltiplicata  per  Jj-  ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  è uguale 

al  quoziente  di  y divisa  per  — • 


Corollario  Vili.  — I termini  di  quante  proporzionalità  si  vogliano 
moltiplicati  per  ordine  fra  loro,  formano  una  nuova  proporzionalità. 

Sieno  le  proporzionalità  4-  = 4- 1 = ~r  I — = — , ec.  sarà  pel  teo- 

o d g i m o 

VT  TT  a / l c h n 

rema  XL1I  -r-  X — X — , ec.  = — x -.  X — , ec.:  ma  per  questo  teorema 

b g m dio 

afl,  ec.  a f l din,  ec.  c h n , , 

= = -r  X — X — , ec.,  e = -rX  — X - , ec adunque  pel  co- 

bgm,  ec.  b g m dio,  ec  .dio 

rollarlo  XII  de’  principi  ° 60 ' 


din,  ec. 
bgm,  ec.  dio,  ec. 


Scolio.  — I due  prodotti  af,  bg  sono  paragonati  tra  loro,  perchè 

si  à x — : adunque  per  l’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla  de- 

bg  b g’ 

finizione  XXXVI,  i due  suddetti  prodotti  debbono  essere  formati  con 
una  medesima  unità  assunta. 

eh/ 

Per  la  stessa  ragione  i due  prodotti  ^ debbono  formarsi  con  una 

medesima  unità  arbitraria;  non  è però  necessario,  che  essa  sia  quella 
medesima,  che  serve  per  la  formazione  di  af,  e di  bg;  anzi  questo  nep- 
pure è possibile,  allorché  i termini  di  non  sono  omogenei  ai  termini 
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di  ■ • , e ciò  pel  primo  articolo  del  citato  scolio:  similmente  i due  pro- 
dotti afl,  e barn  sono  paragonati  insieme,  poiché  si  à ^ =^-  x — X — ; 

bgm  b g m ’ 

adunque  debbono  esser  formati  con  una  medesima  unità  arbitraria;  ma 
non  è punto  necessario,  che  questa  sia  quella,  che  si  assunse  per  for- 
mare i due  prodotti  af,  e bg:  e questo  per  l’articolo  VII  dell’ accennato 
scolio. 

Per  la  stessa  ragione  i due  prodotti  chn , e dio  debbono  concepirsi 
formati  con  una  medesima  unità  assunta,  ma  senza  che  sia  necessario 


di  assumer  quella,  che  servì  per  formare  i prodotti  eh , e di . 

Simili  riflessioni  far  si  debbono  allorché  i prodotti  costano  di  maggior 
numero  di  grandezze. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Secondo  l’ ipotesi  a.b::c.d, 
ed  f.g::h.i,  ma  pel  teorema  LXXII  af.bf::a.b,  come  pure  ch.dh::c.d; 
adunque  pel  corollario  XII  de’  principj  af  . bf : .eh  . dh  ; 

Di  più  pel  teorema  LXXIII  bf  . bg  : : f . g ; e parimente  dh  .di  ::b  . i; 
adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  bf  . bg  : : dh  . di  . 

Si  hanno  pertanto  queste  due  proporzionalità  af  . bf  : : eh  . dh , e 
bf.bg  : : dh  . di;  adunque  per  l’egualità  ordinata  af  . bg  : : eh  . di  . 

Sia  in  oltre  l .m:\n.o,  si  proverà  collo  stesso  raziocinio,  che 
(af)  l . (bg)  m : : (eh)  n . (di)  o,  vale  a dire,  che  afl  . bgm  : : chn  . dio . 

E così  in  qualunque  numero  di  proporzioni. 


Scolio.  — Pel  corollario  Vili  de’  principj  sussiste  questa  propor- 
zionalità: 

(1)  p.  q:\p.q: 
adunque  supposta  quest’ altra  proporzionalità 

(2)  a .b::c  . d, 

ne  segue  in  virtù  del  presente  corollario  Vili,  che  moltiplicando  per 
ordine  i termini  della  proporzionalità  (1)  pe’ termini  della  proporziona- 
lità (2),  ovvero  i termini  della  proporzionalità  (2)  pe’ termini  della  pro- 
porzionalità (1),  si  avranno  respettivamente  le  due  proporzionalità  in- 
frascritte: 

pa  . qb  : : pe  . qd 
ap  .bq:  : cp  . dq. 
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Corollario  IX.  — Se  quattro  grandezze  sono  proporzionali,  anche 
le  loro  dignità  simili  di  qualunque  grado  saranno  proporzionali,  purché 
si  prendano  con  lo  stesso  ordine,  con  cui  stanno  disposte  le  quattro 
grandezze  proporzionali,  delle  quali  esse  sono  dignità  simili; 

Imperciocché  moltiplicando  tante  volte,  quante  si  vorrà  per  loro 
medesimi  i quattro  termini  della  suddetta  proporzionalità,  egli  è appunto, 
come  si  moltiplicassero  per  ordine  tra  loro  i termini  d’altrettante  pro- 
porzionalità, onde  per  l’antecedente  corollario  ne  risulterà  una  nuova 
proporzionalità,  i termini  della  quale  saranno  le  dignità  simili  dei  quattro 
termini  della  prima  proporzionalità. 


Corollario  X.  — Se  quattro  grandezze  sono  proporzionali,  anche 
le  loro  radici  simili  di  qualsivoglia  grado  sono  proporzionali,  purché  si 
prendano  con  lo  stesso  ordine,  con  cui  stanno  disposte  le  quattro  gran- 
dezze proporzionali,  delle  quali  esse  sono  radici. 

Abbiasi  per  cagion  d’esempio  questa  proporzionalità  A ,B::C.D, 
e le  radici,  v.  g.  terze  de’ suoi  termini  sieno  respettivamente  a,  b,  c,  d, 
dee  provarsi,  che  a .b::e  .d  . 

i Essendo  per  l’ipotesi  ai3  = A , b3  = B , c3  = G , e d3  = D , sarà  pel  co- 
rollario  Vili  de’  principj  p = yj  > e ^ — p ; ma  per  questo  teorema 


6 6*6  b3  ’ 


$ 

; adunque  per  la  definizione  XXXI 


o>  c A O 

p , e — sono  radici  simili  delle  due  proporzioni  respettive  -p , e — ; ma 

A G 

si  suppone  ^ ; adunque  pel  corollario  II  del  teorema  XLII,  anche 


a c 
b d 

È visibile,  che  la  stessa  ragione  egualmente  milita  per  tutte  le  ra- 
dici simili  di  qualsivoglia  grado  delle  quattro  grandezze  proporzionali 
A . B : :G.D,  adunque  il  presente  corollario  è generalmente  vero. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Le  lettere  minori  a,  b.  c,  d 
conservino  la  significazione  ad  esse  attribuita  nella  dimostrazione  pre- 
cedente: è chiaro  pel  postulato,  che  vi  è una  grandezza  (la  quale  chia- 
misi t)  tale,  che  salva  questa  proporzionalità  a . b : : c . t,  i tre  primi 
termini  di  cui  elevati  a quella  dignità,  che  richiedesi  per  formare  i pro- 
dotti A,  B , G,  de’  quali  essi  sono  le  respettive  radici  simili,  e parimente 
il  quarto  termine  t alzato  ad  una  dignità  dello  stesso  grado,  finché  ne 
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risulti  un  quarto  prodotto  T,  somministrano  pel  precedente  corollario  IX 
quest’ altra  proporzionalità  A . B : :C  . T ; ma  per  l’ipotesi  si  à eziandio 
A.B-.-.G  .D;  adunque  pel  teorema  I,  i quarti  termini  d’ ambedue  que- 
st’ultime  proporzionalità  sono  eguali,  cioè  T=D,  ed  essendo  per  la  sup- 
posizione t,  e d radici  simili  delle  respettive  grandezze  eguali  T,  e D, 
anche  t è uguale  a d pel  corollario  II  del  teorema  LXXVI;  e perciò  la 
sostituzione  di  d in  vece  della  sua  eguale  t nella  proporzionalità 
a.by.c.t,  farà  conoscere,  in  virtù  del  corollario  IX  de’  principj,  che 
sussiste  questa  proporzionalità  a ,b::c  .d. 


Corollario  XI.  — Se  quattro  grandezze  sono  proporzionali,  anche 
le  loro  radici  simili  di  qualsivoglia  grado , venendo  alzate  ad  una  di- 
gnità di  qualunque  grado,  e prese  con  lo  stess’ ordine,  sono  proporzio- 
nali, purché  tutte  quattro  le  suddette  radici  sieno  elevate  alla  mede- 
sima dignità. 

Corollario  XII.  — E se  quattro  grandezze  sono  proporzionali, 
prendendo  le  radici  di  qualsivoglia  grado  delle  loro  radici  simili  (di 
qualunque  grado  sieno  ancor  queste),  saranno  proporzionali  anche  le 
nuove  radici  delle  radici;  purché  ancora  le  medesimo  nuove  radici  sieno 
simili  tra  loro,  e disposte  col  medesimo  ordine. 


Scolio.  — Il  primo  di  questi  due  ultimi  corollarj  è manifestamente 
compreso  nel  corollario  IX,  e il  secondo  è compreso  nel  corollario  X; 
ciò  è chiaro  ; perchè  nello  stesso  corollario  X si  è dimostrato,  che  o,  b,  c,  d, 
cioè  le  radici  simili  di  A,  B,  G,  D (grandezze  proporzionali)  sono  anche 
esse  proporzionali,  e perciò  le  radici  simili,  ec.  d’altre  radici,  ec.  saranno 
radici  simili  di  grandezze  proporzionali. 


B2  B 

Corollario  XIII.  — La  proporzione  -j-2  è duplicata  di  — ; la  prò 

A A 


B3  . u a 

porzione  j-  è triplicata  di  -j;  la  proporzione  . , è quadruplicata  di  -T,  e 
A A A A 


B 


B*  , 


B 


similmente  in  infinito; 

Imperciocché  pel  teorema  presente 


B2  B B B3  B B B Bi  B B B B 
A2~AXA>  A3~AXAXA’  Ai  = AXAXAXA’ 
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e similmente,  ec.;  adunque  per  la  definizione  XXVIII  - è duplicata 

XX 

B B3  , x 5 54  , , ,.5 

di  -p  e triplicata  di  e quadruplicata  di  -j,  e similmente,  ec. 


^4 

Teorema  LXXXIV.  — Se  la  proporzione  ^ è in  qualunque  modo 
C B 

moltiplice  di  — ; io  dico,  che  la  proporzione  — sarà  egualmente  molti- 


plice  della  proporzione  ^ • 


Dimostrazione. — Per  la  supposizione  ^ = ec->  ma  P(;‘l 

T___TTT0  G C , CCC,  ec.  , 

teorema  LXXXIII  •=:  X-?:  X ec.  e uguale  a ^r-=-=r ; adunque  pel  corol- 

D D D c DDD,  e c.  r 

. . Y1  , , . . .A  CCC , ec.  , , 5 DDD,  ec. 

lano  XI  de  prmcip]  = y,  n n » e convertendo  —r  = ~ , mapelteo- 

iJ  UUU , 6C.  ìi  OOC  , 6C. 

_ _r„VTTT  DDD,  ec.  DDD  B D D D 

rema  LXXXIII  ^ =CXCXC’  ec‘  ’ adunclue  4 = 0 X 0 X O ’ eC' 

pel  corollario  XI  de’  principi-  H che  dovea  dimostrarsi. 


^4 

Teorema  LXXXV.  — Sia  la  proporzione  in  qualunque  modo 

moltiplice  di  ~,  e la  proporzione  ^ sia  egualmente  moltiplice  dì  ~ ; io 
C T/  x/ 


^4 

dico,  che  la  proporzione  •=  è ugualmente  moltiplice  di 


D 


■ B 
D' 


_ A B B B , 

Dimostrazione.  — Sia  ]g  = ^ x x ~q>  ec-  9ara  Per  supposi- 
zione ~ ^ X — X > ec.  ma  pel  teorema  LXXXIII 


D D D 


D 


B B B 


BBB,  ec. 


CCC 


CCC,  ec. 


CXCXC’eC'  CCC , ec.  ’ e DX  DX  D’  6C‘  DDD , e c.  ’ 


. . YT  , , . . . ^ 555,  ec.  5 000,  ec. 

adunque  pel  corollario  XI  de  principi  * 6 = riviri , e 

^ r r r 5 000,  ec.  D DDD,  ec. 


delle  proporzioni  geometriche 
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per  l’egualità  ordinata  ~ > ma  P®1  teorema  LXXXIII 

BBB,  ec . B B B 
DDD^ec.  = Z)  X D X Z)  ’ eC’ 

A.  B B B 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  ^ = jj  X X , ec.  vale  a 

dire  ^ è tanto  moltiplice  di  — , quanto  ^ di  ^ , e ^ di  ^ - Il  che  dovea 
dimostrarsi. 


Teorema  LXXXYI.  — L’espressione  555,  ec.  rappresenti  qualsi- 
voglia dignità  di  5,  e l’ espressioni  A A A,  ec.  $(?(?,  ec.  EEE  ec.  rappre- 
sentino dignità  simili  rispettivamente  di  A,  di  G,  e di  E. 

Sia  la  proporzione  di  P verso  Q eguale  alla  proporzione  di  ~~ ~ 

GGG , ec.  _ dico,  che  la  proporzione  di  P verso  Q è tanto  molti- 


verso 


EEE,  ec. 


B G 

plice  della  proporzione  di  verso  , quanta  è la  dignità  555,  ec.  di  5. 

T*  uit  r 'v'v'vttt  BBB , ec.  5 55 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  LXXXIII  4 =7x-,-X- ec. 


AAA,ec.  A A A 


GGG,  ec.  G G w G 
EEE,  ec E X E X E ’ 6C‘ 


U 1>-  4 • D 4 /G  555,  ec.  (?(?(?,  ec.  , , 

Per  1 ipotesi  P sta  a Q,  come  - . . ^ sta  a ^ ; adunque  pel 


^^4^4 , ec. 


EEE,  ec.’ 


corollario  IX  de’  principj 


„ B B B GGG 

(1)  5 sta  a Q : : x ^ X -4  > ec.  sta  a g X -g  X , ec. 


B G 

si  designi  per  maggior  chiarezza,  la  -j  con  la  lettera  r,  e la  con  la 

, ,5  5 5 . GGG  , 

lettera  t,  e sarà  x -j  X , ec.  = rrr,  ec.  siccome  ^ X X , ec.  sarà 

eguale  a ftt,  ec.  di  modo  che  la  proporzionalità  (1)  prenderà  questa  sem- 
bianza ~ = rrr>  6°:  ; ma  pel  teorema  LXXXIII  — = tXjX  j,  ec.; 
Q ftt,  ec.  *M,  ec.  t t t 
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P T Y T 

adunque  è uguale  ad  — x — X — , ec.  pel  corollario  XI  de’  principi, 
y t t v 

p r 

cioè  è tanto  moltiplice  di  — quanta  è la  dignità  BBB,  ec.  di  B,  ed  es- 
V * 

sendosi  rappresentata  con  la  proporzione  di  ^ verso  ^ > ne  siegue, 

che  la  proporzione  di  P verso  Q è tanto  moltiplice  della  proporzione 
-B  G 

di  —~r  verso  — quanta  è la  dignità  BBB,  ec.  di  B.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


A 

Teorema  LXXXVI1.  — Se  la  proporzione  ^ è duplicata  della  pro- 


ti 


C 


E 


porzione  , e la  proporzione  è duplicata  della  proporzione  ; io 

A E 

dico,  che  è quadruplicata  di  -=  • 

_F 

C E E 

Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi -=-  = =-Xv,  pel  teorema  LXXXIII 

v t Ji 

E E E2  CE 2 

F X ~F  = F2  ’ a(*un<lue  n ~ F2  ' 


D F 2 


.4(7(7 

Per  l’ipotesi  ^ = 7)  x Jy  e<*  essen^°  PR1  teorema  XLII 

C C _ E2  ' E2 
DX  Ij~  F 2 x >2  ’ 

A E 2 E 2 ....  _ TVVVTTT  E12  (E*)  (E*) 

e ancora  di  piu  pel  teorema  LXXXIII  ^X-^  = 

E perciò  in  virtù  del  corollario  XI  de’  principi  la  stessa  ^ ; 

B (F~)  (F~) 

ma  pel  corollario  IV  del  teorema  LXXXI  (E2)  (E2)  = E 4,  ed  (P2)  {F2)  — F*; 

A E 4 

adunque  pel  corollario  IX  de’  principj  ^ ^ , cioè  pel  corollario  XIII 

del  teorema  LXXXIII  ^ è quadruplicata  di  ■=  • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Jj  -T 


A , 


Teorema  LXXXVIIl.  — Se  la  proporzione  jj  è quadruplicata  di 

C E C A E 

— , e la  proporzione  = è duplicata  di  ; io  dico,  che  ~ è duplicata  di  =r. 
U £ u Jj  F 
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Dimostrazione.  — I.  Per  l’ipotesi  tt  = ^X^X-£x-^;,  e pel 

Jj  JD  U U U 

C C C C C*  A (74 

teorema  LXXXII  ^ X j=r  X X -=-  = ; adunque  -=  = ^ pel  corollario 

D D D D D*  ’ ^ B Z)4  r 

XI  de’  principj. 

Pel  corollario  IV  del  teorema  I.XXXI  (C2)  (C2)  = CH,  e (Z>2)  (D2)  =Z)4; 

Q 4 /£m  /£<2\ 

adunque  pel  corollario  Vili  de’  principj  , e conseguente- 

4 (CJ2)  (C2) 

mente  pel  corollario  XI  de’  principj  = jjpyj]y£j  '■  *n  oltre  pel  teorema 

LXXXIII  (!Ìl  — X ; e perciò  in  virtù  del  corollario  XI  de’ 

(i>)  (D2)  D 2 D2 

...  A C2  C 2 

Principi  b=D2XD2' 

TT  „ t . E C C , . _ V__TTT  C <7-  (72 

li.  Per  1 ipotesi  ^ X ^ , e pel  teorema  LXXXIII  j^X  yì  = yì2> 


D D D2 


E C2 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  — = - , ma  nel  primo  punto  si 

Jc  UA 

A C2,  C 2 

è provato  essere  ^ X ; adunque  in  virtù  del  corollario  II  del 

teorema  XLITI  ^ = ~x~-  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

B F F 

Scolio.  — I due  precedenti  teoremi,  benché  semplicissimi,  si  sono 
qui  posti,  perchè  le  loro  dimostrazioni  fanno  conoscere  la  maniera  con 
cui  possono  dimostrarsi  infiniti  teoremi  consimili,  i quali  potrebbero 
comprendersi  nei  due  seguenti  teoremi  generali,  intelligibili  ai  periti  del 
calcolo  degli  esponenti. 

Il  primo  dunque  degl’infrascritti  teoremi  à relazione  al  teorema 
LXXXVII,  e il  secondo  al  teorema  LXXXVTII. 


Teorema  generale.  — Le  lettere  m,  ed  n designino  due  numeri 
interi,  e positivi  ad  arbitrio; 

A C 

Io  dico,  che  se  la  proporzione  ^ è m — plicata  della  proporzione  — , 

e la  proporzione  ^ è n— plicata  della  proporzione  ~ , la  stessa  ~ sarà 


mn — plicata  di 
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Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  — è n — plicata  di  g , ma  pel  teorema 

E En 

LXXX1II  la  proporzione,  ch’è  n — plicata  di  — , è uguale  ad  ; adunque 

0 _En 
D~F " 

A C 

Per  l’ipotesi  g è m — plicata  di  gj  ed  essendo  pel  teorema  XLIII  la 

0 En 

proporzione  m — plicata  di  g eguale  alla  proporzione  m — plicata  di  ^ , ne 

A En 

segue,  che  g è m— plicata  di  ^n\  ma  pel  teorema  LXXXIII,  e pel  corol- 

En 

lario  III  del  teorema  LXXXI  la  proporzione  m — plicata  di  è uguale 

Fn 

JjJrnn 

ad  pmn , conforme  apparisce  chiaramente  a chi  considera  la  cosa  con 

A Emn 

attenzione;  adunque  g è uguale  ad  g— • 

In  fine  pel  corollario  XIII  del  teorema  LXXXIII  la  proporzione 

E<mi  E A E 

- è mn  — plicata  di  -=;  adunque  'a  proporzione  è mn— plicata  di  — . 

Jj  wn  ji  ■ ji 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Altro  teorema  generale.  — Dinotino  m,  ed  n due  numeri  in- 
teri, e positivi  ad  arbitrio,  come  sopra;  io  dico,  che  se  la  proporzione 

^ è mn — plicata  di  e la  proporzione  ~ è n — plicata  di  ~r , la  stessa  ^ 
li  u a e a 

sarà  m — plicata  di  =• 


A C 

Dimostrazione.  — I.  Per  l’ipotesi  g-  è mn — plicata  di  g e pel  teo- 

C Cmn 

rema  LXXXIII  la  proporzione  mn — plicata  di  g è uguale  a adun- 

4 Qmn 

que  g = g^n»  ma  Pe^  Ieorema  LXXXIII,  e pel  corollario  ITI  del  teo- 

Qn  Qmn 

rema  LXXXI  la  proporzione  m — plicata  di  g^  è uguale  a g— come  divien 

A 

manifesto  a chi  vi  riflette  con  mediocre  attenzione;  adunque g è uguale 

Qn 

alla  proporzione  ra— plicata  di  g-  • 
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E , C 

II.  Per  l’ipotesi  è n— plicata  di  ^ > e pel  teorema'  LXXXTII  la  pro- 

C , Cn  E Cn 

porzione  n — plicata  di  ^ è uguale  a ; adunque  y è uguale  a jyn  > ma 

A 

nel  primo  punto  si  è provato,  che  -=r  è uguale  alla  proporzione  m — plicata 

B 

Qn 

di  ; adunque  in  virtù  del  corollario  II  del  teorema  XLII  la  propor- 
ci E 

zione  ~ è m — plicata  di  — • Il  che  dovea  dimostrarsi. 


A C 

Teorema  LXXXIX.  — Rappresentino  g ’ e due  proporzioni  in 

A C 

generale;  io  dico,  che  la  proporzione  di  verso  ^ è composta  delle  due 

. . A D 

proporzioni  e ~q‘ 


Dimostrazione.  — Pel  teorema  XXII,  e per  la  definizione  XXIII, 

A C AB 

la  proporzione  di  ^ a ^ è composta  della  proporzione  di  ^ a » e della 

B C 

proporzione  di  ^ a ^ ; ma  pel  corollario  Vili  de’  principi  la  propor- 

B C C C 

zione  di  -5  a — è uguale  alla  proporzione  di  a -=  mentre  pel  corol- 
li  l_f  G U 

B C 

lario  VTI  de’  principi  ^ = 77  ; adunque  pel  teorema  XLIII  la  propor- 
H G 

AG  AB 

zione  di  a ^ è composta  della  proporzione  di  ^ a jj-,  e della  propor - 

C - C 

zione  di  a ^ • 

A B 

In  oltre  pel  teorema  III  si  à -^-W::A  .B,  e pel  teorema  IX  si  à 

li  & 

C C AG 

adunque  la  proporzione  di  ^ a è composta  di  due  pro- 


ci 


D 


porzioni  eguali  alle  due  proporzioni  ^ . e > e surrogando  queste  in 
luogo  delle  due  ad  esse  eguali,  si  rende  manifesto  in  vigore  del  teo- 
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A C 

rema  XLIII,  che  la  proporzione  di  g a g è composta  delle  due  propor- 
ci D 

zioni  e II  che  doyea  dimostrarsi. 

_D  o 

A G 

Altra  dimostrazione.  — La  proporzione  di  g verso  — è uguale  ad 
AD  A D 

gg  pel  teorema  LXXXIII,  e il  prodotto  ^ x g è anch’esso  eguale  ad 

A C 

R pel  teorema  LXXXIII;  adunque  la  proporzione  di  ~ verso  è 
HO  si  U 

A D 

uguale  al  prodotto  pel  corollario  XI  de’  principi,  e quindi  la 

proporzione  di  ~ verso  ^ è composta  delle  due  proporzioni  g > e ~ per 
la  definizione  XXIII.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

A G 

Corollario.  — La  proporzione  di  ^ verso  g è uguale  al  quoziente 

A C 

di  g divisa  per  g ; 

Imperciocché  per  quello,  che  si  è provato  nella  seconda  dimostra- 
ci C 

zione  di  questo  teorema,  la  proporzione  di  verso  g è uguale  ad 

^ X ^ i e il  quoziente  di  ~ divisa  per  è uguale  anch’esso  ad  ^ X 
HO  li  D li  O 

pel  teorema  LVII;  adunque,  ec. 


A G 

Teorema  XC.  — Dinotino  come  sopra  g,  e g due  proporzioni  in 

A C 

generale;  io  dico,  che  la  proporzione  di  g a g è composta  delle  due 

. . A D 

proporzioni  g , e g • 


A 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  precedente  la  proporzione  di  a 

0 

^ è composta  delle  due  proporzioni  ^ , e ^ , adunque  per  la  defini- 
L)  OH 

AB  AD 

zione  XXIII  la  proporzione  di  ^ a -=r  è uguale  al  prodotto  di  ^ x R ■ 

O L)  OH 
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Si  consideri  ora,  che  pel  corollario  II  del  teorema  XXIX  la  propor - 

A C AB 

zione  di  p a è uguale  alla  proporzione  di  a ■=•  ; adunque  pel  co- 
jo  D U U 

A C 

rollano  XI  de’  principi  la  proporzione  di  ^ a ^ è uguale  aneli’ essa  al 


prodotto  ^x-g  , cioè  per  la  definizione  XXIII  la  proporzione  di  ^ a 

A D 

è composta  delle  due  proporzioni  , e -=  • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

0 -LJ 


G 

D 


Teorema  XCI.  — Esprimano  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H 
dezze  omogenee  in  generale;  io  dico,  che 

4 Ti 


otto  gran- 


A B „ ..  C 

(1)  la  proporzione  di  -=  verso  „ sta  alla  proporzione  di  verso 

hi  h Cr 


D . A 

— , come  la  proporzione  di 
ri 

G 


g verso  ^ sta  alla  proporzione  di  ~ 


verso 


E‘ 


Dimostrazione.  — I.  Egli  è manifesto,  che  sussiste  questa  pro- 
porzionalità: 

AF  CH  AF  GH 
EB  GD  " BE  DG’ 


Imperciocché  essendo  pel  teorema  LXXIX  EB  = BE,  e GD—DG 
(purché  sia  la  stessa  l’unità,  che  si  assume  per  la  formazione  de’  pro- 
dotti AF,  EB,  BE,  e purché  i prodotti  GH,  GD,  DG  sieno  anch’essi 

AF 

formati  con  una  medesima  unità)  ne  segue  che  le  proporzioni  gg  , ed 


AF 

BE’ 


le  quali  fanno  respettivamente  il  primo,  e il  terzo  termine  della 


proporzionalità  (2)  sono  eguali  tra  loro  pel  corollario  Vili  de’  principi, 


e per  lo  stesso  corollario  le  proporzioni 


GH 

GD’ 


CH 

P DG  ’ 


che  fanno  respet- 


tivamente il  secondo,  e il  quarto  termine  della  proporzionalità  (2)  sono 
anch’esse  eguali  tra  loro;  adunque  per  lo  stesso  corollario  Vili  de’  prin- 
cipi la  proporzionalità  (2)  sussiste. 


A B 

II.  Ora  pel  teorema  LXXVI1,  la  proporzione  di  -=  verso  è uguale 

DJ  F 
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AF  C D 

alla  proporzione  , la  proporzione  di  g verso  yy  è uguale  alla  propor- 
ci , A E . . ..  AF 

zione  gjg , la  proporzione  di  -g  verso  ^ e uguale  alla  proporzione  g - , 

e finalmente  la  proporzione  di  verso  ^ è uguale  alla  proporzione 

^ il  DG- 

adunque  ponendo  nella  proporzionalità  (2)  in  luogo  delle  quattro  pro- 

. . AF  CH  AF  CH  . 

porzioni  gg  > g jg  . g g j gg  le  altre  quattro  respettive  proporzioni,  che 

in  questo  secondo  punto  sono  state  dimostrate  ad  esse  eguali;  la  pro- 
porzionalità, che  ne  risulta,  sarà  sussistente  in  vigore  del  corollario  IX 
de’  principj,  ma  la  proporzionalità,  che  ne  risulta  è appunto  la  propor- 
zionalità (1);  adunque  la  proporzionalità  (1)  sussiste.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 


Altra  dimostrazione. 
,.A  B 


Pel  corollario  II  del  teorema  XXIX,  la  prò- 

porzione  di  g verso  ^ è uguale  alla  proporzione  di  ~ verso  - , e la  pro- 

,.C  D ' i n J .0  G 

porzione  di  ^ verso  j}  e uguale  alla  proporzione  di  — verso  ==  ; adunque 
G il  UH 

la  proporzionalità  (1)  sussiste;  poiché  pel  corollario  Vili  de’  principj, 

due  antecedenti  eguali  hanno  egual  proporzione  a due  conseguenti  eguali. 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  XCII. 


A F 

Esprimano  g , ed  g due  proporzioni  in  gene- 


rale, A,  ec.  rappresenti  qualsivoglia  dignità  di  A,  ed  anche  la  semplice 
A,  e B,  ec.  rappresenti  una  dignità  simile  di  B , ed  anche  la  semplice  B; 
A-  ec.  A rappresenti  una  dignità  di  A,  il  di  cui  grado  esprimasi  con 
un  numero,  il  quale  superi  d’ una  unità  il  numero,  che  espone  la  di- 
gnità A,  ec.  e B,  ec.  B denoti  una  dignità  simile  di  B;  verbigrazia,  se 
A,  ec.  significa  la  semplice  A,  allora  A,  ec.  A significherà  A2,  e B,  ec. 
B significherà  B 2;  se  A,  ec.  significa  A2,  allora,  A,  ec.  A significherà  A:i, 
e B,  ec.  B significherà  B\  se  A,  ec.  significherà  A3,  allora  A,  ec.  A si- 
gnificherà Ai,  e B,  ec.  B significherà  Bi,  e così  sempre,  ec. 


Ciò  posto;  io  dico  in  primo  luogo,  che  se 


F 

H 


è uguale  ad 


A,  ec. 

B,  ec.  ’ 


il 


, ,,  A F , . A,  ec. 

prodotto  -p,  x Tr  sarà  eguale  ad  ,, 

B H B,  ec. 


A 

IV 
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A F 

Io  dico  in  secondo  luogo,  che  se  il  prodotto  è uguale  ad 

JJ  II 

A,  ec.  A , . F , . A,  ec. 

„ - , la  proporzione  = sara  eguale  ad  

B,  ec.  B ’ r r jy  o fi,  ec. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  à per  la  definizione  XXI, 
e XXII  questa  proporzionalità: 


(1) 


Z A A,  ec.  A A,  ec. 
Z B " B,  ec.  BX  B,  ec. 


, VVTIt  A A,  ec.  . . , A,  ec.  A 

ma  pel  teorema  XX  Li  L -=  x ^ e uguale  ad  = = ; 

r B B,  ec.  B,  ec.  B 


adunque  il 


d.  gc.  A 

quarto  termine  della  proporzionalità  (1)  è uguale  ad  jg  ec  B’  6 con' 

seguentemente  pel  corollario  IX  de’  prineipj  sussiste  quest’ altra  pro- 
porzionalità: 

Z A A,  ec.  A,  ec.  A 
Z B "B,  ec.  B,  ec.  B 

Di  nuovo;  per  la  definizione  XXT,  e XXIT  si  à quest’altra  pro- 
porzionalità: 


(3) 


Z A F A F 

z"b'h'bxh’ 


i due  primi  termini  della  quale  sono  gl’istessi,  che  i due  primi  termini 
della  proporzionalità  (2),  e di  più  il  terzo  termine  della  proporziona- 
lità (3)  per  l’ipotesi  è uguale  al  terzo  termine  della  proporzionalità  (2) ; 
adunque  pel  teorema  I il  quarto  termine  della  proporzionalità  (3)  è 

A F 

uguale  al  quarto  termine  della  proporzionalità  (2),  vale  a dire  -&Xr=  è 

^ GC 

uguale  ad  n’  —— — s ' che  dovea  dimostrarsi  primieramente. 

tj j GC»  Jj 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Le  proporzionalità  (3),  e (2) 
hanno  comuni  i primi,  e i secondi  termini,  e per  l’ipotesi  i loro  quarti 
termini  sono  eguali;  adunque  pel  teorema  I il  terzo  termine  della  pro- 
porzionalità (3)  è uguale  al  terzo  termine  della  proporzionalità  (2), 
F A.  gc 

cioè  v*  è uguale  ad  - • Il  che  dovea  secondariamente  dimostrarsi. 


H 


B,  ec. 


Scolio.  — Allorché  A,  ec.  significa  la  semplice  A,  non  occorre 
valersi  del  teorema  XXIII,  come  si  è dovuto  fare  nella  dimostrazione 


16  — Tomo  I. 
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della  prima  parte,  di  modo  che  la  prova  in  tal  caso  è alquanto  più 
semplice. 


Teorema  XCIII.  — Sieno  quattro  grandezze  omogenee  date  *4,  B, 
A 

C,  D,  e la  proporzione  ^ suppongasi  composta  della  proporzione  dupli- 
cata di  -g , e della  proporzione  ^ ; io  dico  che  la  proporzione  ^ è uguale 


alla  proporzione 


G 

D' 


Dimostrazione.  — Per  la  supposizione,  e per  le  definizioni  XXI, 

B A A B A 

XXII,  XXIII,  e XXIV  si  à,  g • X -g  : : £ • ^ ponendo  pertanto  in  questa 

. B B2 

proporzionalità  in  vece  di  g la  proporzione  che  gli  è uguale  pel  co- 

A A A'2 

rollano  VII  de’  principi,  e in  vece  di  ^X-g  la  g2che  gli  è uguale  pel 

teorema  LXXXIII,  si  avrà  in  virtù  del  corollario  IX  de’  principi 
B2  A2  B A 

Wb2':gd 

B . , A 

D 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  si  avrà  ancora 

B 2 A 2 


In  oltre  pel  teorema  LXXVII  ^ sta  ad  ^ , come  BD  sta  a CA  ; 


Br  B2 


::BD  .C A; 


B2  A2 

ma  pel  teorema  III  g2  sta  ad  ~^2,  come  B2  ad  A2;  adunque  per  lo 

stesso  corollario  XI  de’  principi  sussisterà  quest’altra  proporzionalità: 
B2  . A2  : : BD  . CA  , e 'permutando  B2 . BD  : : A2 . CA  ; ora  pel  teo- 
rema LXXIII,  e trasponendo  B ,D::B2.BD,  e pel  teorema  LXX1I,  e 
trasponendo  A . C : : A2 . CA  ; adunque  pel  corollario  XII  de’  principi 

A G 

B . D : : A . C , e permutando  B . A : :D.C\  indi  convertendo  ^ = — • 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 

4 A A B 

Altra  dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  = X -=  X ma  pel  corol- 

U JJ  JJ  (y 

A2B  A A B 

lario  IV  del  teorema  LXXXITI  =,  è uguale  ad  ^ x ^ X ; adunque 

O JJ  ij  G 
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A A2B 

pel  corollario  XI  de’  principi  ^ ^ ^ , ed  essendo  pel  corollario  V dello 

A2B  A 2 

stesso  teorema  LXXXII1  j^>q  = gQ  > sar&  eziandio  pel  corollario  XI 

A A2  A A A2 

de’  principi  ; moltiplicando  pertanto  per  , ed  per  la 

(j 

medesima  , si  avrà  pel  I corollario  del  teorema  XXIV 

A C_  A2  C ' 

DXA~BCXA: 

riflettasi,  che  pel  corollario  IV  del  teorema  LXXXIII  ^ x ^ > (;d 

i/ii  U ìi 

A2C  A2  C 

è uguale  ad^£,X-p  e si  renderà  manifesto  pel  corollario  XII 
A C A2C 

de’ principi,  che  > avendosi  dunque  pel  corollario  V del  teo- 

AC  G AH)  A 

rema  LXXXIII  - - uguale  a —,  ed  uguale  ad  g , si  renderà 

C A 

egualmente  chiaro  pel  corollario  XII  de’  principi,  che  = -=  . Il  che 

Un 

dovea  dimostrarsi. 


C 


Teorema  XCIV.  — Esprimano  -g , e due  proporzioni  date;  io 

4 0 D 

dico,  che  se  ^ sta  a — , come  B ad  A,  la  proporzione  è uguale  a 

B B 

7X7' 

A A 


A C 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  LXXVII  ^ sta  a T , come  AD  a 

B D 

A G 

BC ; laonde  essendo  per  l’ ipotesi  ^‘—:  :B.A,  sarà  pel  corollario  XI 

AD  B ........  AD  B B B 

de  principi  ^ = -j , si  moltiplichi  per  -j  , e per  la  stessa  -j , 

e pel  corollario  I del  teorema  XXIV  si  vedrà  essere  x -7  = ^ X ^ ; 

BC  A A A 

ma  pel  corollario  IV  del  teorema  LXXXIII  è uguale  ad  x ~j', 

BGA  & BC  A 
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adunque  -^^  = -7  X ^ pel  corollario  XI  de’  principi;  di  più  pel  corol- 
A A A 

AJDJB  D 

lario  V del  teorema  LXXXIII  ^7,-^-  è uguale  a , adunque  pel  00- 

1)0  A \J 

D B B 

rollario  XI  de’  principi  ^ = 7X7  ■ H che  dovea  dimostrarsi. 

O A A 

A C 

Altra  dimostrazione.  — Abbiamo  per  l’ ipotesi  ma  pel 

corollario  V del  teorema  XXIX,  e trasponendo  ^ sta  a ^ , come  g sta 

C B A 

a — , e pel  teorema  III  -j-  sta  ad  , come  B ad  A ; adunque  pel 

corollario  XII  de’  principi  ^ ^ , e trasponendo,  indi  conver- 

AB  B D 

tendo  T ~i  : : > e conseguentemente  per  le  definizioni  XXI,  e XXII 

^ ^ X • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

C *4  A 


A C 

Teorema  XCV.  — Sieno  le  due  proporzioni  date  g , e — , e ab- 

, . . A C _ _ . ..  , A C 6' 

biasi  -g  — : : C . D ; 10  dico,  che  -g  = jy  X ^ • 


A C 

Dimostrazione.  — In  virtù  del  teorema  LXXVII  jj  sta  a — , 

A 0 

come  AD  a BC , e perchè  si  suppone  ::  C . D,  si  avrà  pel  corol- 

AD  C C 

lario  XI  de’  principi  ^ di  maniera  che  moltiplicando  per  — tanto 

quanto  _,  si  conoscerà  pel  corollario  I del  teorema  XXIV 
Jj  C 7./ 

a4Z)  C C C 

BC  X -g  = -g  X -g  , ed  essendo  pel  corollario  IV  del  teorema  LXXXIII 
ADC  AD  C 

BQJD  eguale  ad  -g-g  X g , sarà  eziandio  pel  corollario  XI  de’  principi 

ADC  C C . „ . T7  , . A ADC  , 

Xyr,  ma  pel  corollario  V del  teorema  LXXXIII  e 


BCD  D D 


BCD 


A A C C 

uguale  ad  ; adunque  pel  corollario  XI  de’ principi  7 = ^X7,,  Il  che 
JJ  Ji  JJ  JJ 

dovea  dimostrarsi. 
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A C 

Altra  dimostrazione.  — L’ipotesi  dà~—  ::  0 .D;  e pel  teorema  III 
si  àj  ^ C.D;  adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  JjJ)  ’ 

doga 

cioè  trasponendo,  indi  convertendo  " 7)  ' ' 7)  3?  ’ quindi  Per  1©  defini- 

A C C 

zioni  XXT,  e XXII  7?  = 15  X D c^e  ^ovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — In  questi  due  ultimi  teoremi  non  è punto  necessario, 

C 

che  i termini  della  proporzione  — sieno  omogenei  a quelli  della  propor- 

^4 

zione  -g  ; nel  progresso  però  delle  dimostrazioni  prime  de’  due  medesimi 

, . . C . . . 

teoremi,  tacitamente  si  suppone,  che  ì termini  di  ^ sieno  omogenei  ai 

^4 

termini  di  -g , come  apparisce  a chi  con  attenzione  le  considera  ; mentre 

si  adopera  in  esse  il  corollario  IV  del  teorema  LXXXIII,  qual  corollario 
à dipendenza  dal  teorema  LXXXI.  Per  render  dunque  generali  le  sud- 

Q 

dette  prime  dimostrazioni,  s’immagini  per  ora,  che  i termini  di  — sieno 

A c C 

omogenei  a quelli  di  g , e pongasi  la  proporzione  ^ eguale  alla  — , ma 

Q 

tale,  che  i suoi  termini  non  sieno  omogenei  a quelli  di  — , e per  conse- 


guenza non  sieno  neppure  omogenei  a quelli  di 


. A 


B 


Ponendosi  pertanto  % = sarà  convertendo  — = 5 , ma  si  è pro- 
ci D cG 

D B 

vato  nella  prima  dimostrazione  del  teorema  XCIV,  che  = — x -r  ; 

G jcL  A 

d B B 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  - = e questo  è ciò,  che 

si  asserisce  generalmente  nel  teorema  XCIV. 

Si  è provato  nella  prima  dimostrazione  del  teorema  XCV,  che 
A G G c G 

g ~ j)x  j)  > ma  ® posto  = -g  ; adunque  pel  teorema  XLIII 

A _ c c 
B^~dX~d: 


e questa  è l’affermazione  generale  del  teorema  XCV. 
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Teorema  XCVI.  — Sieno  A,  B,  C,  D quattro  grandezze  date,  le 
due  prime  delle  quali  sono  tra  loro  omogenee,  e le  due  ultime  sono 

D B B 

omogenee  tra  loro;  io  dico  primieramente  che  se  è uguale  a -j-  x -r  > 

( J A A 

A C 

sussiste  questa  proporzionalità  ' - — B . A. 

B D 

A C C 

Io  dico  secondariamente,  che  se  è uguale  a £>  x /)  sus9>ste  que- 
A C 

st’ altra  proporzionalità  • -=r  : : C . D. 

B D 

La  prima  parte  di  questo  teorema  è la  proposizione  conversa  del 
teorema  XCV,  e la  seconda  parto  è la  conversa  del  teorema  XCV. 

B 2 BA 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Pel  teorema  III  - : : B2 . AB, 

A.  A 

e pel  teorema  L XXIII  B2.BA  : : B .A;  adunque  pel  corollario  XI  dei 
principi  dee  sussistere  questa  proporzionalità: 


B 2 BA 
A2  ‘ A2 


::  B . A, 


j32 

ma  pel  teorema  LXXXIII  -p  è uguale  a X (cioè  per  la  supposi- 
zione) a ^ , e pel  teorema  LXXII  è uguale  a ^ ; adunque  surro- 
gando nella  proporzionalità  (1)  grandezze  eguali  in  cambio  d’eguali,  essa 

D B 

-in  vigore  del  corollario  IX  de’  principi  diverrà  la  seguente  • -j  ::  B . A; 

AG  D 

Di  più  pel  corollario  V del  teorema  XXIX  ^ sta  a jr , come  a 

n D C 

B AG 

> e conseguentemente  pel  corollario  XI  de’  principi  ::  B . A.  Il 

che  dovea  primieramente  dimostrarsi. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — È chiaro  pel  teorema  III,  che 
/lì  nr\ 

:’Oz.CD,  e pel  teorema  LXXIII,  che  G2.CD::D.D,  di  ma- 

niera  che  il  corollario  XI  de’  principi  mostra  sussistente  questa  propor- 
zionalità: 

« 

G 2 GC 

ora  pel  teorema  LXXXIII  ^ è uguale  a ^ ’ vale  a dire  in  virtù 
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A GD  C 

dell’ipotesi  ad  -5  > e pel  teorema  LXXII  — è uguale  a laonde  po- 
is L)i  D 

nendo  grandezze  eguali  in  luogo  d’eguali  nella  proporzionalità  (2),  ne 

A C 

verrà  ::  (7  . Z>.  Il  che  dovea  secondariamente  dimostrarsi. 


Teorema  XCVII.  — Se  due  grandezze  *4,  ed  E tra  loro  omogenee 
sono  moltiplicate  ad  una  ad  una  per  una  medesima  grandezza  B di 
qualunque  specie;  io  dico,  che  AB  + EB  è uguale  ad  (A+E)  B. 

Dimostrazione.  — Per  la  definizione  XXXVI  si  hanno  queste  due 
proporzionalità:  Z . A ::  B . AB,  Z . E ::  B . EB,  e convertendo  si  hanno 
queste  altre  due  proporzionalità:  A . Z ::  AB  . B,  E . Z ::  E B . B ; laonde 
pel  corollario  XII  del  teorema  II  si  vede  essere  A+E  . Z ::  AB  + EB  . B, 
e convertendo  Z . A +E  ::  B . AB + EB ; ma  per  la  definizione  XXXVI 
si  à Z . A+E  ::  B.  (A  A:  E)  B;  adunque  pel  teorema  I i quarti  termini 
di  queste  due  ultime  proporzionalità  sono  eguali,  cioè 

AB  + EB  = (A  ±E)B. 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Se  tre  grandezze  A,  E,  1 tra  loro  omogenee  sono 
ad  una  ad  una  moltiplicate  per  una  stessa  grandezza  B di  qualunque 
specie;  io  dico,  che  AB  + EB + IB  è uguale  ad  (A+EzfI)B; 

Prendasi  Q = A +E  ; sarà  per  questo  teorema  AB+EB  = {A  + E)  B, 
ed  essendo  pel  corollario  del  teorema  LXXII  (A  + E)  B = QB,  sarà  al- 
tresì AB  + EB  eguale  a QB  ; adunque  AB+EB  + IB  sarà  eguale  a 
QB+IB;  ma  pel  presente  teorema  si  à QB  + 1B  — (<2  + 1)  B ; adunque 
AB  + EB  4-  IB  = (Q  + 1)  B,  e perciò  ponendo  in  luogo  di  Q il  suo  va- 
lore A+E,  finalmente  si  ottiene  AB  + EB  zflB  = (A  +EzfI)  B. 

Scolio.  — In  simigliante  guisa  si  procederà  per  dimostrare  il  si- 
mile ne’  casi  di  maggior  numero  di  grandezze  tra  loro  omogenee,  ad 
una  ad  una  moltiplicate  per  una  stessa  grandezza  di  qualunque  specie, 
passando  sempre  dal  caso  più  semplice  al  caso  immediatamente  più  com  - 
posto,  cioè  dal  caso  di  tre  grandezze  al  caso  di  quattro,  dal  caso  di 
quattro  grandezze  al  caso  di  cinque,  e così  sempre,  ec. 

Teorema  XCVIII.  — Se  una  stessa  grandezza  B è moltiplicata  per 
due  grandezze  A,  ed  E,  che  debbono  essere  tra  loro  omogenee,  ma  pos- 
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sono  essere  di  specie  diversa  dalla  B\  io  dico,  che  BA+BE  è uguale  a 
B { A±E ). 


Dimostrazione.  — Abbiamo  per  la  definizione  XXXVI  queste  due 
proporzionalità:  Z.B  ::  A . BA,  e Z.B  ::  E . BE  ; adunque  pel  corol- 
lario XI  de’ principi  A .BA  ::  E . BE,  e quindi  pe’  corollari  XXIV,  e 
XXVIII  de’  principi,  ovvero  pe’  teoremi  XXXVI,  e XXXV 


A±E  A 
BA  ±BE  ~ BA  * 


. , , . . . , Z BA 

ma  si  e veduto  nel  principio  di  questa  dimostrazione,  che  ^ -, 

Z A A- E 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  ^ — BA+BE  ’ ^aonc^e  avendosi 

per  la  definizione  XXXVI  ~ = ^ ; si  à ancora  pel  teorema  I 

, B A±E  ’ r 

l’egualità  de’  quarti  termini  di  queste  due  ultime  proporzionalità,  cioè 

si  à BA+BE  — B ( A+E ).  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Corollario.  — Se  una  grandezza  B di  qualunque  specie  è molti- 
plicata per  tre  grandezze  A,  E,  /,  le  quali  possono  essere  di  specie  di- 
versa dalla  B,  ma  tra  loro  debbono  essere  omogenee;  io  dico,  che 
BA+BE  + BI  è uguale  a B(A±_Ej^.I)) 

Prendasi  come  nel  corollario  del  precedente  teorema  Q = A + E; 

Si  à pel  presente  teorema  BA±BE  = B ( A±_E ),  e pel  corollario 
del  teorema  LXXIII  B (A  +E)  = BQ;  laonde  BA  +BE  = BQ,  e conse- 
guentemente BA  +BE  + BI  = BQzf  BI,  ma  per  questo  medesimo  teo- 
rema XCVIII  si  à ancora  BQ-fBI  = B /),  e però  surrogando  in 
vece  di  Q il  suo  valore  A ±z  E si  vedrà  essere  BA  + BE  + BI 

= B(A±E  + I). 


Scolio.  — Si  dovrà  procedere  con  somigliante  metodo  per  provare  il 
simile  allorché  le  grandezze  moltiplicanti,  ec.,  sono  più  di  tre,  dovendosi 
far  passaggio  gradatamente  dal  caso  di  tre  grandezze  al  caso  di  quattro, 
dal  caso  di  quattro  al  caso  di  cinque,  e così  sempre,  ec.  E ciò  unifor- 
memente a quanto  si  è accennato  nello  scolio  annesso  al  teorema  an- 
tecedente. 


Teorema  XCIX.  — Date  due  grandezze  omogenee,  a,  e b se  am- 
bedue si  moltiplicano  per  a,  e poi  si  prende  la  seconda  dignità  di  b,  ne 
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nasceranno  tre  prodotti  in  proporzione  geometrica  continua,  cioè  a2, 
ba,  ò2  : e se  questi  tre  prodotti  si  moltiplicano  per  a,  e poi  si  prende 
la  terza  dignità  di  b,  ne  verranno  quattro  prodotti  in  progressione  geo- 
metrica, cioè  a3,  bà2,  b~a,  63; 

E se  questi  quattro  prodotti  si  moltiplicano  per  a,  e poi  si  prende 
la  quarta  dignità  di  b,  ne  risulteranno  cinque  prodotti  in  progressione 
geometrica,  cioè:  a4,  6a3,  b'2a2,  b3a,  è4;  e così  sempre  in  infinito,  moltipli- 
cando sempre  l’ultima  progressione  de’  prodotti  per  a,  indi  prendendo 
la  dignità  di  b prossimamente  maggiore. 

Dimostrazione.  — I.  Pel  teorema  LXXII  a2.ba::a.b,  e pel  teo- 
rema LXXIII  ba  . b'2  : : a .6;  adunque  pel  corollario  de’  principj 

a 2 . ba  ::  ba  . b2. 

II.  Pel  teorema  LXXII  as . bà2  : : a2 . ba,  e nel  primo  punto  si  è ve 
duto  essere  a2.ba::a.  b;  adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  a* . ba2  ::a.b. 

Similmente  pel  teorema  LXXII  bai2 . b'2a  ::  ba  . ò2,  e nel  primo  punto 
si  è veduto  essere  ba  . b2  ::  a .b;  adunque  pel  corollario  XI  de’  principj 
ba2  .b'-hr.a  .b;  cosicché  per  lo  stesso  corollario  XI  de’  principj 

a 3 . ba 2 : : ba 3 . b2a . 

In  oltre  b2a  . ò3  ::  a .b  pel  teorema  LXXIII;  adunque  essendosi  pro- 
vato di  sopra,  che  ba2 . b2a  :\a.b,  sarà  ancora  pel  corollario  XI  de’  prin- 
cipj bà2 . b2a  : : b2a  . ò3,  e conseguentemente  i quattro  prodotti  a3,  ba2,  b2a,  b 3 
sono  in  progressione  geometrica. 

III.  Chi  vorrà  considerare  attentamente  il  tenore  di  questa  dimo- 
strazione, comprenderà,  che  lo  stesso  metodo  vale  a dimostrare  anche 
gli  altri  casi  più  composti,  e vedrà,  che  quello,  che  si  è provato  per 
dimostrare  i casi  più  semplici,  serve  a provar  ciò  che  bisogna  per  for- 
mare la  dimostrazione  de’  casi  più  composti.  Si  dovrà  però  far  passaggio 
dai  casi  più  semplici  a quei  casi  più  composti,  che  immediatamente  se- 
guono i casi  più  semplici. 

Scolio.  — I termini  delle  progressioni  geometriche,  considerati  in 
questo  teorema,  essendo  tanti  prodotti  di  più  grandezze  moltiplicate 
insieme  e ciascuno  di  essi  termini  (a  riserva  del  primo,  e dell’ultimo) 
facendo  figura  di  conseguente,  e di  antecedente  nelle  proporzioni,  che 
entrano  nella  progressione  geometrica,  ne  segue,  che  l’unità  arbitraria, 
la  quale  si  assume  per  formare  i detti  prodotti,  dev’essere  sempre  la 
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medesima.  V.  ,g.  avendosi  a2  .ha  ::ba  . b 2,  i due  prodotti  a2,  ba  debbono 
essere  formati  con  una  medesima  unità  arbitraria  in  virtù  di  quanto  si 
è osservato  nell’  articolo  V dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXVI, 
e in  virtù  ancora  delle  dimostrazioni  de’  teoremi  LXXII,  e LXXIII,  i 
quali  teoremi  entrano  nella  dimostrazione  del  teorema  presente. 

Per  le  stesse  ragioni  i due  prodotti  ba,  e b 2 debbono  essere  formati 
con  una  medesima  unità  arbitraria,  ma  il  prodotto  ba,  che  è il  conse- 

Cb“ 

guente  della  prima  proporzione  ^ , esser  dee  lo  stesso,  che  il  prodotto 

ba,  il  quale  è l’antecedente  della  seconda  proporzione;  adunque  una  sola 
unità  arbitraria  deve  assumersi  per  formare  tutti  e tie  i prodotti  a2,  ba,  b~. 

Similmente  i quattro  prodotti  (a2)a,  ( ba)a , (b2)a,  (b2)b  debbono  con- 
cepirsi formati  con  una  medesima  unità  arbitraria,  non  è però  necessario, 
che  questa  sia  la  stessa  unità,  che  si  assunse  per  formare  ì tre  prodotti 
a2,  ba,  b2,  e ciò  per  l’articolo  VITI  dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXXVI. 

Queste  riflessioni  ànno  luogo  anche  ne’  oasi,  che  le  progressioni 
considerate  in  questo  teorema  costino  di  maggior  numero  di  termini. 

Altra  dimostrazione  di  questo  teorema.  — I.  Per  provare  la  sussistenza 
di  questa  proporzione  geometrica  continua  a2  .ba  ::ba  . b2,  si  consideri, 
che  il  prodotto  (a2)  (b2)  de’  suoi  estremi  è uguale  al  prodotto  a 2 b2,  e 
che  il  prodotto  (ba)  (ba)  de’  suoi  medj  è uguale  a ba  ba;  tuttociò  pel 
corollario  UT  del  teorema  LXXXI,  ma  per  lo  stesso  teorema  LXXXI 
a 2 ò2  è uguale  a ba  ba  ; adunque  il  prodotto  degli  estremi  della  suddetta 
proporzionalità  a2  . ba  ; : ba  . Ir  è uguale  al  prodotto  de’  medj,  e quindi 
pel  corollario  TI  del  teorema  LXXVII  la  stessa  proporzionalità  sussiste. 

II.  Per  provare,  che  i prodotti  seguenti  a3,  ba2,  b2a,  b 3 sono  in  progres- 
sione geometrica,  si  provi  primieramente  la  sussistenza  di  questa  pro- 
porzionalità: a3 . ba2  : : ba2 . b2a,  e per  ciò  fare  si  rifletta,  che  il  prodotto 
(a3)  (ò2a)  de’  suoi  estremi  è uguale  ad  a3  b2a,  e il  prodotto  (ba2)  (ba2) 
de’  suoi  medj  è uguale  a ba2  ba2:  tutto  questo  in  virtù  del  corollario  III 
del  teorema  LXXXI.  Si  rifletta  ancora,  che  a3  b2a  è uguale  a ha1  ba 2 pel 
teorema  LXXXI,  di  modo  che  il  prodotto  de’  suddetti  estremi  è uguale 
al  prodotto  de’  suddetti  medj,  e conseguentemente  pel  corollario  II  del 
teorema  LXXVII  la  proporzionalità  a3  . ba 2 : : ba 2 . b2a  sussiste. 

Si  provi  secondariamente  la  sussistenza  di  quest’ altra  proporzio- 
nalità ba2  . b2a  : : b2a  . ò3,  e si  consideri  nello  stesso  modo,  che  il  prodotto 
(ba1)  (ò3)  de’  suoi  estremi  è uguale  a ba2  ò3,  e il  prodotto  (b2a)  ( b2a ) dei 
suoi  medj  è uguale  a b2a  b2a,  e tuttociò  pel  corollario  III  del  teo- 
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rema  LXXXI  ; laonde  essendo  ba2  bs  eguale  a b2a  b2a  per  lo  stesso  teo- 
rema LXXXI,  ne  segue,  che  il  prodotto  degli  estremi  suddetti  è uguale  al 
prodotto  de’  sopraddetti  medj,  e perciò  in  vigore  del  corollario  II  del 
teorema  LXXVII  la  proporzionalità  ha2 . b2a  ■;  : b2a  , b3  è sussistente. 

Saranno  pertanto  in  progressione  geometrica  questi  quattro  prodotti 
a3,  ha2,  b2a,  b3  : e collo  stesso  metodo  si  dimostrerà  il  teorema  negli  altri 
casi  più  composti. 

Definizione  XXXIX.  — Dico,  che  una  grandezza  A si  divide  per 
un’altra  B,  quando  si  assume  una  grandezza  arbitraria  Z,  e si  prende  una 
quarta  grandezza  Q tale,  che  abbiasi  questa  proporzionalità  B . A:  :Z  . Q : 
chiamo  unità  assunta  la  terza  grandezza  di  questa  proporzionalità,  cioè 
la  Z presa  ad  arbitrio,  e chiamo  quoziente  la  grandezza  Q,  che  è quarta 
proporzionale  dopo  la  grandezza  dividente  B,  la  grandezza  dividendo  A, 
e la  grandezza  arbitraria  Z: 

Il  quoziente  Q si  esprime  ancora  così,  A:  B. 

Scolio.  — T.  Da  quest’idea  generale  della  divisione  si  deduce,  che 
la  grandezza  dividente  B,  e la  grandezza  dividendo  A esser  debbono 
omogenee  tra  loro;  ma  l’unità  assunta  Z può  essere  di  specie  differente, 
e che  il  quoziente  Q,  cioè  i ;5  è sempre  una  grandezza  omogenea  alla 
unità  assunta  Z. 

II.  Se  B,  ed  A fossero  numeri,  sarebbe  più  a proposito,  che  Z 
significasse  l’unità  naturale,  benché  per  altro  possa  denotare  qualunque 
numero,  e qualsivoglia  grandezza  di  qualsisia  specie. 

III.  Quando  si  paragonano  due  quozienti,  v.  g.  .4  :B,  e O : D,  dee 
prendersi  una  sola  grandezza  arbitraria  per  unità  assunta,  e formare 
queste  due  proporzionalità  B . A ::  Z . (A  : B);  D .0  ::  Z . (C  : D),  op- 
pure debbono  prendersi  per  unità  assunte  due  grandezze  arbitrarie  tra 
loro  eguali:  niente  importando,  se  le  due  grandezze  A,  e B del  primo 
quoziente  sieno  omogenee,  o no  alle  due  grandezze  C,  e D del  secondo 
quoziente,  poiché  per  quanto  si  è notato  nel  primo  articolo  di  questo 
scolio,  i due  quozienti  A : B,  e C : D sono  sempre  due  grandezze  omo- 
genee all’unità  assunta.  Che  poi  una  sola  unità  arbitraria,  ovvero  due 
unità  arbitrarie  eguali  debbono  assumersi  nel  paragonare  insieme  i due 
quozienti  A : B,  e C : D,  si  rende  chiaro,  a chi  considera,  che  se  le  due 
unità  assunte  fossero  tra  loro  di  valore  diverso,  potendo  sempre  variare 
la  proporzione  di  esse,  i due  quozienti  A : B,  e C : D non  conservereb- 
bero tra  loro  una  proporzione  fissa,  e costante. 
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IV.  Il  numero  però  de’  valori  di  qualsivoglia  quoziente  è infinito, 
attesoché  ad  ogni  differente  significazione  di  Z corrisponde  un  quoziente 
di  differente  valore;  anzi  il  quoziente  cangia  in  ordine  alla  specie  di 
grandezza,  a misura  che  là  Z esprime  differenti  specie  di  grandezze. 

V.  Se  l’unità  arbitraria  divide  qualsivoglia  grandezza  C,  il  quo- 
ziente, che  ne  viene  è la  stessa  grandezza  C,  mentre  per  la  defini- 
zione XXXTX  Z . C ::  Z . (C  : Z);  ma  pel  corollario  Vili  de’  principj 
Z.C::Z.C;  adunque  pel  teorema  I i quarti  termini  d’ambedue  queste 
proporzionalità  sono  eguali,  cioè  C : Z = C,  donde  ne  siegue,  che  il  caso 
di  quest’articolo  V deve  eccettuarsi  dal  precedente  articolo  IV. 

VI.  Se  qualsivoglia  grandezza  C è divisa  per  se  medesima,  il  quo- 
ziente C : C è uguale  all’unità  arbitraria  Z;  poiché  per  la  defini- 
zione XXXIX  C . C ::  Z . (C  : C),  ma  pel  corollario  VII  de’ principj 
C.  C:\Z.Z;  adunque  pel  teorema  I gli  ultimi  termini  di  queste  due 
proporzionalità  sono  eguali,  cioè  C :C  — Z. 

Avvertimento.  — In  conformità  di  quanto  si  è espresso  nell’av- 
vertimento, che  precede  il  teorema  LXXTI,  la  lettera  Z significherà 
sempre  l’unità  assunta  : e quando  si  dirà,  che  1*  unità  assunta  dev’essere, 
o è la  medesima,  s’intenderà,  ehe  l’unità  assunta  dev’essere,  o è una 
grandezza  medesima,  ovvero  una  grandezza  eguale. 


Teorema  C.  — Rappresenti  A : B qualsivoglia  quoziente  ; io  dico 
in  primo  luogo,  che  il  quoziente  A : B moltiplicato  per  la  divìdente  B è 
uguale  alla  dividenda  A,  cioè  (A  : B)  B — A;  io  dico  in  secondo  luogo, 
che  la  dividente  B moltiplicata  pel  quoziente  A : B è uguale  alla  divi- 
denda A,  cioè  B ( A : B)  = A. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  à per  la  definizione  XXXIX 
B . A : : Z .(A  : B),  e si  à per  la  definizione  XXXVI  Z . {A  : B)  ::  B . (A  :B)B; 
adunque  pel  corollario  XI  de’ principj  B . A ::  B . (A  : B)  B,  e conse- 
guentemente pel  corollario  XXI  de’  principj  (A  : B)  B è uguale  ad  A;  e 
questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Per  la  definizione  XXXIX 
B . A ::  Z . (A  : B),  cioè  trasponendo  Z . (A  : B)  : : B . A,  e permutando 
Z . B : : (A  : B) . A,  ma  per  la  definizione  XXXVI  Z . B ::  (A  \B ) . B (A  : B); 
adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  (A  : B)  : A ::  (A  : B) . B (A  :B),  e 
quindi  pel  corollario  XXI  de’  principj  B (A  : B)  = A , e questa  è la  prova 
della  seconda  parte. 
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Scolio.  — Il  tenore  della  dimostraziene  d’ambedue  le  parti  di 
questo  teorema  mostra,  che  acciò  il  prodotto  ( A:B ) B possa  essere 
uguale  ad  A , P unità  Z assunta  per  formare  il  suddetto  prodotto  deve 
essere  la  medesima,  che  l’unità  assunta  per  formare  il  quoziente  A:B. 

E parimente  che  con  una  stessa  unità  assunta  debbono  esser  for- 
mati il  quoziente  A:B,  e il  prodotto  B ( A :B ),  acciò  questo  esser  possa 
eguale  ad  A;  si  conosce  ancora  dalla  prova  della  seconda  parte  del  pre- 
cedente teorema,  che  l’unità  Z assunta  per  formare  il  quoziente  A:B 
deve  essere  omogenea  alla  B,  e conseguentemente  alla  A,  affinchè  possa 
essere  A = (A: B)  B. 


Teorema  CI.  — Dinoti  tanto  A,  quanto  B qualsivoglia  grandezza; 
Io  dico  primieramente,  che  ( AB):B  = A. 

Io  dico  secondariamente,  che  (BA): B = A. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Abbiamo  per  la  definizione  XXXVI 

B ^ laonde  pel 


Z B 

- .n  , e per  la  definizione  XXXIX 


A (AB) 


(AB)  (AB)-.B  5 


Z 


Z 


corollario  XI  de’ principi  (AB)  ’ 6 coro^ari°  XXI  de’ prin- 
cipi (AB):B  — A;  e questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — La  definizione  XXXIX  dà 


B 


Z 


(AB)  (BA):B 


, cioè  trasponendo  -, 


Z 


B 


(BA):B  (BA) 


, e permutando 


Z (BA).B  _ 
B~  (BA)  ’ 


ma  la  definizione  XXXVI  somministra 


A 


adunque  pel  corol- 


, . VT  , , . . .(BA):B 

lano  XI  de  principi 


A 

BA' 


B (BA)  ’ 
e pel  corollario  XXI  de’  principi 


(BA)-.B  = A ; e questa  è la  prova  delle  seconda  parte. 


Scolio.  — Dal  tenore  della  dimostrazione  d’ambedue  le  parti  di 
questo  teorema  sì  comprende,  che  acciò  il  quoziente  (A\B)  B possa  es- 
sere uguale  ad  A,  l’unità  Z assunta  per  formare  il  medesimo  quoziente, 
deve  essere  la  stessa,  che  l’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  AB. 

E parimente,  che  una  medesima  unità  Z debba  assumersi  per  for- 
mare il  prodotto  BA,  e il  quoziente  (BA):B;  affinchè  questo  passa  essere 
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eguale  ad  A.  Acciò  poi  il  quoziente  (BAy.B  sia  concepibile,  la  A deve 
essere  omogenea  alla  B ; mentre  pel  primo  articolo  dello  scolio  annesso 
alla  definizione  XXXIX,  la  B dividente  esser  deve  omogenea  alla  gran- 
dezza dividendo  BA , e pel  primo  articolo  dello  scolio  annesso  alla  de- 
finizione XXXVI,  la  stessa  (BA),  che  è il  prodotto  della  B moltiplicata 
per  A,  è sempre  una  grandezza  omogenea  alla  A ; adunque  la  B deve 
essere  omogenea  alla  A ■ e versa-vice  la  A alla  B. 


Teorema  CTI.  — Se  la  A sta  alla  B,  come  la  a alla  b\  io  dico, 
che  i due  quozienti  A:  B,  ed  a : b sodo  eguali  tra  loro. 

Dimostrazione.  — Poiché  si  à per  supposizione  A.B::a.b,  si 
avrà  convertendo  B . A ::b  .a,  ma  per  la  definizione  XXXIX  abbiamo 
B . A : : Z . (A  : B),  e b . a:  : Z . (a  :b),  cioè  trasponendo  Z . (A  : B)  : : B . A, 
e Z . (a  : b)  : : b . a ; adunque  pel  corollario  XII  de’  principi 

Z.{A:H)::Z.(a:b), 

e pel  corollario  XXI  de’  principi  A : B = a : b . Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario  I.  — E quindi,  se  .d  = a,  e J3  =6,  i due  quozienti  A :B, 
ed  a : b sono  eguali;  perchè  in  tal  supposizione  si  à pel  corollario  Vili 
de’  principi  A .B  : : a.  b. 

Corollario  II.  — E similmente,  se  nel  precedente  corollario  A 
fosse  la  medesima  grandezza,  che  a,  ovvero  B fosse  la  medesima  gran- 
dezza, che  b,  sussisterebbe  ancora  in  questo  caso  l’eguaglianza  di  A : B, 
e di  a : b,  mentre  pel  corollario  Vili  de’  principi  sussisterebbe  anche  in 
questo  caso  la  proporzionalità  A . B : : a . b. 

Scolio.  — Oltre  l’articolo  III  dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXXIX,  il  tenore  della  dimostrazione  di  questo  teorema  mostra 
evidentemente,  che  i due  quozienti  A : B,  ed  a : b debbono  essere  for- 
mati con  una  sola  unità  assunta,  affinchè  il  teorema  sussista. 


Teorema  CIII.  — Il  quarto  termine  d’una  proporzionalità  è uguale 
al  prodotto  dei  termini  med]'  diviso  pel  primo  termine. 

Sia  la  proporzionalità  A . B : : C . D,  dee  provarsi,  che  D è uguale 
tanto  a (BC)  : A,  quanto  a (GB)  : A. 
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Dimostrazione.  — Pel  corollario  TI  del  teorema  LXXVII  si  à 
AD  — BC,  e DA  = CB;  adunque  pel  corollario  II  del  teorema  precedente 
si  avrà  tanto  (AD)  : A — (BC)  : A.  quanto  (DA  ) : A = (CB)  : A;  ma  pel 
teorema  CI  D è uguale  tanto  ad  (AD)  : A,  quanto  a (DA)  : A;  adunque 
D è uguale  tanto  a (BC)  : A,  quanto  a (CB)  : A.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — I.  Se  nella  proporzionalità  A .B  : : C . D i due  primi  ter- 
mini non  sono  omogenei  ai  due  ultimi,  i due  quozienti  (AD):  A,  e 
(BC)  : A non  sono  concepibili;  perchè  in  virtù  del  primo  articolo  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXVI,  il  prodotto  AD  è omogeneo  alla 
grandezza  moltiplicante  D,  e il  prodotto  BC  è omogeneo  alla  grandezza 
moltiplicante  C;  ma  secondo  la  presente  supposizione  nè  la  D,  nè  la  C 
sono  omogenee  alla  A;  adunque  nè  AD,  nè  BC  sono  omogenei  alla  di- 
vidente A,  e conseguentemente  pel  primo  articolo  dello  scolio  annesso 
alla  definizione  XXXIX  i due  quozienti  suddetti  non  possono  concepirsi. 

II.  Per  l’articolo  1 IT  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX, 
affinchè  il  quoziente  (CB)  : A sia  eguale  al  quoziente  (DA):  A,  debbono 
essere  formati  ambedue  con  una  medesima  unità  assunta. 

Affinchè  poi  il  quoziente  (DA):  A sia  eguale  alla  A,  egli  deve  esser 
formato  colla  medesima  unità  assunta,  con  cui  è formato  il  prodotto  DA, 
e ciò  per  lo  scolio  annesso  al  teorema  CI;  e finalmente  affinchè  DA  sia 
eguale  a CB  (conforme  esser  dee,  acciò  (DA):  A sia  eguale  a (CB):A), 
il  prodotto  DA  dev’ esser  formato  colla  stessa  unità  assunta,  colla  quale 
è formato  il  prodotto  CB,  e queste  per  l’articolo  V dello  scolio  annesso 
alla  definizione  XXXVI. 

Adunque  per  formare  il  quoziente  (CB)  : A deve  assumersi  la  mede- 
sima unità  arbitraria,  con  cui  è formato  il  prodotto  CB. 

Colla  stessa  ragione  si  proverà,  che  per  formare  il  quoziente  (BC)  : A, 
richiedesi  la  medesima  unità  arbitraria,  che  si  assume  per  formare  il 
prodotto  BC. 


Teorema  CIV.  — Il  terzo  termine  d’una  proporzionalità  è uguale 
al  prodotto  de’  termini  estremi  diviso  pel  secondo  termine. 

Sia  come  sopra  A . B : : C . D,  dee  provarsi,  che  tanto  (AD)  : B, 
quanto  (DA)  : B è uguale  a C. 

Dimostrazione.  — Il  corollario  II  del  teorema  LXXVII  dà 
BC—AD,  e CB=DA,  ma  pel  corollario  II  del  teorema  CII  si  ha  tanto 
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(BC)  : B = (AD)  : B,  quanto  (CB):B  —(DA)  :B;  adunque  essendo  pel  teo- 
rema CI,  tanto  (BC)  : B,  quanto  (CB)  : B eguale  a C,  ne  segue,  che  la 
stessa  C è uguale  tanto  ad  (AD):B,  quanto  a (DA):B.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 

Scolio.  — I.  Per  una  ragione  simile  al! espressa  nel  primo  articolo 
dello  scolio  annesso  al  teorema  precedente,  i due  quozienti  (AD)  : B,  e 
(BC)  : B non  sono  concepibili,  allorché  i due  primi  termini  A,  e B della 
proporzionalità  non  sono  omogenei  ai  due  ultimi  C,  e D. 

II.  Cogli  stessi  raziocinj,  e colle  medesime  cautele  si  dimostrerà 
ancora,  che  il  primo  termine  A della  proporzionalità  A . B ::C . D è 
uguale  tanto  a (BC)  : D,  quanto  a (CB)  : D,  e che  il  secondo  termine  B 
è uguale  tanto  ad  (AD)  : C,  quanto  a (DA)  : C. 

ITI.  E colla  medesima  prova  esposta  nell’articolo  II  dello  scolio 
annesso  al  precedente  teorema  si  mostrerà,  che  per  formare  i quozienti 
(AD)  : B;  (DA)  : B;  (BC)  : D;  (CB)  : D;  (AD)  : C;  (DA)  : C debbono  assu- 
mersi quelle  medesime  unità  arbitrarie,  colle  quali  sono  formati  i pro- 
dotti respettivi  AD;  DA ; BC ; CB;  AD;  DA. 


Teorema  CV.  — La  proporzione  d’un  quoziente  ad  un  altro,  v.  g. 
di  A : B a C : D è composta  della  proporzione,  che  à la  dividenda  del 
primo  quoziente  alla  sua  dividente,  e della  proporzione,  che  à la  dividente 
del  secondo  quoziente  alla  sua  dividenda. 


Dee  provarsi,  che 


A : B _ A D 
C :D~  BXC' 


Scolio.  — Per  far  la  comparazione  dei  due  quozienti  A : B,  e C : D, 
non  è necessario,  che  i termini  dell’uno  sieno  omogenei  a quelli  dell’altro; 
è bensì  necessario,  che  sieno  formati  ambedue  colla  medesima  unità 
assunta,  e ciò  in  vigore  dell’articolo  III  dello  scolio  annesso  alla  defi- 
nizione XXXIX. 


Dimostrazione.  — La  proporzione 


A :B 
C :D 


è composta  delle  due  pro- 


porzioni 


' ^ e pel  teorema  XXII,  e per  la  definizione  XXIII; 


Z ’ Z 

ma  per  la  definizione  XXXIX  si  à B . A : : Z . (A  :B),  cioè  trasponendo, 
A : B A 

— ^ — = -= , e per  la  stessa  definizione  XXXIX  si  à 

Zj  I) 


indi  convertendo 
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Z D 

parimente  D . G : : Z . (G  : D),  cioè  trasponendo  ~ , adunque  sur- 

O ; j L)  G 

rogando  in  luogo  delle  due  proporzioni  — , e jyrjy  componenti  la 


A : B 


proporzione  — , surrogando,  dico,  in  luogo  delle  suddette  proporzioni 

A D 

componenti  le  due  proporzioni  ad  esse  respettivamente  eguali  ^ -,  e 

la  proporzione  1 ^ sarà  composta  delle  due  ultime  pel  teorema  XLIII, 
G ' u 

A :B  A D 


cioè  sarà 


= -rt  x 7T  II  che  dovea  dimostrarsi. 


G :D  B ~ G 


Corollario  I.  — Il  quoziente  A : B sta  al  quoziente  G : D,  come 
il  prodotto  AD  della  dividenda  del  primo,  e della  dividente  del  secondo 
sta  al  prodotto  BC  della  dividente  del  primo,  e della  dividenda  del 

secondo;  imperciocché  pel  presente  teorema  1 X ; ma  P®1 

G I)  ±j  (J 

A D AD 

teofema  LXXXIII  x ^ ^ ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi 


A-.B 

C~:D 


AD 

BC' 


Corollario  II.  — Il  quoziente  A :B  sta  ancora  al  quoziente  C :D, 
come  il  prodotto  DA  della  dividente  del  secondo,  e della  dividenda  del 
primo  sta  al  prodotto  GB  della  dividenda  del  secondo,  e della  dividente 
del  primo. 

ADDA 


Imperciocché  pel  teorema  XXIII 


X 77 


teorema  CV 


A :B 
G : D 


B ''  C = 0 * B ’ ma  Per  1uesto 

A D 

p X^;  adunque  pel  corollario  XI  de’  principi 
-O  G 

A :B  D A DA  DA 

= q x jg  > dl  P1U  PeI  teorema  LXXXIII  = q x b ’ adun<lue 

pel  corollario  XII  de’  principi  ^ = 7^3-  • 


Corollario  III.  — Se  le  dividenti  di  due  quozienti  sono  eguali, 

A : B A 

cioè  se  B = D,  i quozienti  sono  come  le  dividende,  cioè  " = • 

G ’ D G 

Imperciocché  supponendosi  B — D,  la  stessa  B sarà  omogenea  alla  C ; 


16  — Tomo  I. 
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e quindi  pel  teorema  LXXIX  sarà  BC  = GB,  e conseguentemente  pel 

AB  AD 

corollario  VITI  de’  principi  sarà  ^ ; ma  pel  primo  corollario 

A B AD  ..  . „ , ...  A :B  AD 

q D , adunque  pel  corollario  XI  de  principi  = qJj  > 31  a 

AD  A 

in  oltre  per  la  supposizione  di  B = D,  e pel  teorema  LXXII  ' , (1  = Tl  ; 

G G 

A : B A 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  '-=■  = L.  • 

G * i/  C 

Corollario  IV.  — Ma  se  le  dividende  di  due  quozienti  sono  eguali, 

cioè  se  A = C ; allora  i quozienti  sono  come  le  dividenti  prese  al  rove- 

. . A :B  D 
SC10,  cioè  ^ = ^5 

Imperciocché  si  à pel  I corollario  ; ma  essendo  C = A , 

G : D BO 

la  medesima  C è omogenea  alla  B,  di  modo  che  pel  teorema  LXXIX 

AD  AD 

GB  = BC  ; adunque  pel  corollario  Vili  de’ principi  , e con- 
seguentemente pel  corollario  XI  de’  principi  jj—t:  = ; si  à di  più 

per  l’ipotesi  A = C,  e pel  teorema  I.XXIII  adunque  per  lo 

Gii  1) 

stesso  corollario  X 1 de’  principi  ^ ^ • 

G : D B 

Scolio.  — I due  ultimi  corollari  potevano  dedursi  con  simili  razio- 
cini anche  dal  secondo  corollario. 


Teorema  CVI.  — Uno  de’  valori  di  qualsivoglia  quoziente  A : B è 
uguale  alla  proporzione  -g- 


Dimostrazione.  — Per  la  definizione  XXXIX  si  à questa  propor- 
zionalità B : A : : Z.  (A  : B),  e potendo  la  Z (unità  assunta)  significare 
qualsivoglia  grandezza  di  qualsivoglia  specie  pel  primo  articolo  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX,  potrà  la  medesima  Z significare 

JB 

anche  la  proporzione  d’egualità;  adunque  la  proporzione  — potrà  so- 

B 
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statuirsi  in  luogo  di  Z nella  soprannotata  proporzionalità,  che  prenderà 


B 


quest’aspetto  B .A  ::  -g  • (A  : B);  ma  pel  teorema  III 


B A 


B B 


~-:B.A; 


B A B 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  g IJ::  ^ : -5)>  e Pel  corol- 


lario XXI  de’  principj  A : B 


B 


TI  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  CVII.  — Qualsivoglia  quoziente  A : B sta  a qualsivoglia 

A C 

quoziente  C : D , come  la  proporzione  -g  sta  alla  proporzione  g • 

Questo  teorema  comprende  nella  sua  universalità  il  teorema  CII. 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  CV  la  proporzione  di  A . B a C : D 


A 


D 


è composta  delle  due  proporzioni  ^ , e e pel  teorema  LXXXIX  la 

■O  0 

A C A 

proporzione  di  a ^ è composta  delle  due  suddette  proporzioni  g , 

e “ ; adunque  pel  I corollario  del  teorema  XXIV  A : B sta  a C : D, 

0 

A C 

come  -5  sta  a — • Il  che  dovea  dimostrarsi. 

B D 

Altra  dimo8tr azione.  — Pel  teorema  III  si  à questa  proporzionalità 


(1) 


\B  : B)  (D  } ‘ D)' 


perchè  per  l’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX 
tanto  B : B , quanto  D : D sono  eguali  all’unità  arbitraria  Z,  la  quale 
può  sempre  supporsi  che  sia  la  medesima  nella  formazione  dei  due  sud- 
detti quozienti  B : B,  e D : D;  ma  pel  corollario  III  del  teorema  CV 


si  a 


A : B 
B : B 


~ , come  pure  ^ : adunque  sostituendo  proporzioni 

B JJ  : D D 

eguali  in  luogo  d’eguali  nella  proporzionalità  (1),  si  avrà  pel  corol- 

A C 

lario  IX  de’ principj  - (-4  • B)  . (C  : D),  e trasponendo 

(A  :B).(C:D):A.£. 


Il  che  dovea  dimostrarsi. 
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Corollario  I.  — Se  A : B = C : D,  anche  B : A = D :G. 

A G 

Imperciocché  pel  presente  teorema  (A  : B) . (C  : D)  ::  -=■  » e suo- 

B D 

A C 

ponendosi  ora  A : B =C  : D,  sarà  pel  corollario  X de’  principi  = — , 

B D 

B D 

e convertendo  sarà  ; adunque  avendosi  per  questo  teorema 

(B  :A).(D:C)::^, 

si  avrà  per  lo  stesso  corollario  X de’  principi  anche  B : A = D : C. 


Corollario  II.  — Se  A :B  —C  :D,  anche  A : C = B : D. 

A C 

Imperciocché  questo  teorema  dà  (^4  : B)..  (C  : D)  ma  per  la 

B D 

A C 

ipotesi  A:B  = C:D;  adunque  pel  corollario  X de’ principi  g = j=j’  e 


permutando 


A _B 
C~D 


A B 


Di  nuovo  il  presente  teorema  dà  (A  : G) . (B  : D)  : : ^ ^ ; adunque 
pel  corollario  X de’  principi  A:C  = B:D. 


Corollario  III.  — Se  le  lettere  A,  B,  C,  D,  F esprimono  cinque 

A D 

grandezze  in  generale  tutte  omogenee  tra  loro,  ed  ^ è uguale  a io 

dico,  che  A : D sta  a B : C,  come  C ad  F. 

Imperciocché  per  questo  teorema  il  quoziente  A : D sta  al  quo- 

A A 

ziente  B:C,  come  la  proporzione  jr  alla  proporzione  — ; ma  pel  teo- 

L)  0 

A.  B 

rema  XLI  sta  a » come  C ad  F ; adunque  pel  corollario  XI  dei 

U L 

principi  A :D  sta  a B : C,  come  G ad  F. 


Corollario  IV. 


La  proporzione  di  A : B a C : D è composta 


delle  due  proporzioni  ^ » e ^ 


Imperciocché  secondo  questo  teorema  la  proporzione  di  A:B&C:D 

A C 
B a D 


A C 

è uguale  alla  proporzione  di  ~ a > ma  nella  dimostrazione  del  teo- 
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A C 

rema  XC  si  è provato,  che  la  proporzione  di  a è uguale  al  prodotto 
A D 

di  C X B ’ ac^unclue  Pe^  corollario  XI  de’  principj  la  proporzione  di  A : B 

A D 

a C : D è uguale  al  prodotto  ^ x - g ’ e conseguentemente  per  la  defini- 
zione XXIII  la  proporzione  suddetta  di  A : B a C : D è composta  delle  ' 

, . . A D 

due  proporzioni  -=•,  , e -=  • 

G -D 


Corollario  V.  — Posti  i quattro  quozienti  A :B,  C:D,  a:b,  c:d 
tali,  che  le  loro  dividende  A,  C,  a,  c,  sieno  proporzionali,  e le  dividenti 
B,  D,  b,  d sieno  anch’esse  proporzionali:  io  dico,  che  i quattro  quo- 
zienti suddetti  sono  proporzionali. 

Imperciocché  pel  teorema  XLIX  si  à g D ' T>  d’  ma  P6^  teorema 
presente  si  hanno  queste  due  proporzionalità: 

(a  : 6) . (c  : d)  : : | • | ; 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principj 

(A  :B).(C  :D)  ::(a  :b).(c:d). 

Corollario  VI.  — E conseguentemente,  data  una  proporzionalità 
A.B.'.a.b , i termini  della  quale  sieno  tutti  omogenei,  e due  gran- 
dezze F,  0 parimente  omogenee  a’  detti  termini,  se  i due  antecedenti 
della  proporzionalità  data  si  dividono  per  F,  e i due  conseguenti  per  0, 
i quattro  quozienti,  che  ne  nasceranno,  saranno  proporzionali,  vale  a 
dire  si  avrà  (A  : F) . (B  : 0)  ::  (a  : F)  . (b  : (?)  imperciocché  le  dividende  di 
questi  quattro  quozienti  sono  proporzionali  per  l’ipotesi,  e le  dividende 
sono  proporzionali  pel  corollario  Vili  de’  principj \ adunque  pel  prece- 
dente corollario  i quattro  suddetti  quozienti  sono  proporzionali. 

Scolio,  per  gV intendenti  del  calcolo  differenziale.  — In  occasione 
di  questo  teorema  CVII  renderò  ragione,  perchè  nello  scolio  annesso  al 

corollario  III  del  teorema  LXXVII  supposi,  che  la  proporzione  fosse 
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ai  ctd'u 

la  differenza  della  proporzione  ~ , e che  la  proporzione  negativa- 

mente  presa,  cioè  — fosse  la  differenza  della  proporzione  la 

quale  decresce  al  crescere  di  y pel  corollario  XIX  de’  principj. 

Si  consideri  pertanto  in  primo  luogo,  che  in  virtù  del  presente 

teorema,  e trasponendo,  la  proporzione  ~ sta  alla  proporzione  ^ , come 

qj  fjjqj 

il  quoziente  y : b al  quoziente  dy  : b,  cioè  ^ - : : (y  :b) . ( dy  : b)  ; adunque 

per  la  prima  parte  del  teorema  XXXIV. 


(1) 


J + \ : '■  (V  ■ b)  + (dy  : b)  . (y  : b). 


Or  siccome  si  sa  da’  periti  del  calcolo  differenziale,  che  (y  : 6)  + (dy  : b) 
cresce  infinitamente  poco  rispetto  ad  (y  : b),  così  ^ cresce  infinita- 

y 

mente  poco  rispetto  ad  ; altrimenti  è visibile,  che  non  sussisterebbe 
la  proporzionalità  (1),  e conseguentemente  — è la  differenza  di  ^ • 

Si  consideri  in  secondo  luogo,  che  per  questo  teorema  CVII  la  pro- 
porzione ~ sta  alla  proporzione  a<^~ , come  il  quoziente  a :y  al  quoziente 

ady  : y2,  vale  a dire  • • (a  : y)  ■ (ady.y2),  e quindi  per  la  prima  parte 

del  teorema  XXXIII 

a ady  a . . , 

(2)  - - -gr-~  ■ '•  (« : y)  - («*y  ■ v2)  («  : y)- 


Conforme  dunque  è noto,  che  (a  : y)  — ( ady  : y2)  decresce  infinita- 
mente poco  in  ordine  ad  (a  : y),  così  decresce  infinitamente  poco 

in  ordine  ad  — ; poiché  in  caso  diverso  è evidente,  che  la  proporzio- 
nalità (2)  non  sussisterebbe,  e perciò  è la  differenza  di  — • 

y 2 y 

\ qj  di'ti 

0 detto,  ohe  se  non  crescesse  infinitamente  poco  rispetto  ad 

-y  non  sussisterebbe  la  proporzionalità  (1):  e questo  è chiaro  a chi 
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?/  dy  y 

riflette,  che  se  l’aumento  di  -7- — (-  — in  ordine  ad  -=-  fosse  una  grandezza 

bb  b ■ 

finita,  sarebbe  sempre  dabile  in  virtù  de’  corollarj  III,  e XXX  de’  prin- 

y 

cipj  un’aliquota  finita  del  conseguente  j- , la  quale  sarebbe  minore  del- 
du 

l’aumento  ^ , cosicché  la  stessa  aliquota  sarebbe  contenuta  nel  suo 
u du 

antecedente  ^ almeno  una  volta  di  più,  che  l’aliquota  sìmile, 

e finita  del  conseguente  (y  : b)  non  è contenuta  nel  suo  antecedente 
(y  '■  b)  + (dy  : 6),  l’aumento  del  quale  è infinitamente  piccolo  in  ordine 
ad  y : b,  e conseguentemente  per  la  definizione  XIV  la  proporzione  di 
u du  u 

iL  A verso  y sarebbe  maggiore  della  proporzione  di  (y  : b)  + (dy  : b ) 

verso  (y  : b),  conseguenza,  che  in  virtù  del  corollario  XV  de’  principj 
si  oppone  alla  proporzionalità  (1). 

Ò detto  ancora,  che  se  ^ — aJ^  non  decrescesse  infinitamente  poco 
in  ordine  ad  ^ , non  sussisterebbe  la  proporzionalità  (2),  e ciò  è simil- 
mente manifesto;  poiché  se  il  decremento  di  ° rispetto  ad  — fosse 

y y y 

una  grandezza  finita-,  potrebbe  sempre  darsi  pe’  corollarj  111,  e XXX 
de’  principj  un’aliquota  finita  del  conseguente  , la  quale  sarebbe 

minore  del  decremento  , talché  la  stessa  aliquota  sarebbe  contenuta 

nel  suo  antecedente  — — — % almeno  una  volta  di  meno,  che  l’aliquota 

y y2 

simile,  e finita  del  conseguente  (a  : y)  non  è contenuta  nel  suo  antece- 
dente (a  : y)  — (ady  : y2),  il  decremento  del  quale  è infinitamente  piccolo 
rispetto  ad  (a  : y),  e conseguentemente  per  la  definizione  XV  la  pro- 
ti 

y r V 

(a  :y)  — (ady  : y2)  verso  (a  : y)  ; conseguenza,  che  in  virtù  del  corol- 
lario XV  de’  principj  ripugna  alla  proporzionalità  (2). 


a ady 
porzione  di  — 2 


verso  — sarebbe  minore  della  proporzione  di 


Teorema  CVIII.  — Qualsivoglia  quoziente  A : B moltiplicato  per 
qualunque  grandezza  C è uguale  al  prodotto  della  grandezza  C,  e della 
dividendo  A,  diviso  per  la  dividente  B,  cioè  (A  : B)  C = (CA)  : B. 
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Prima  dimostrazione.  — Rappresenti  Z l’unità  arbitraria. 

ZA.  C C 4 

Per  la  definizione  XXXVI  si  à „ = „ - , , e convertendo  = " • Si  à 

O O A ZA 

B Z Z B 

per  la  definizione  XXXIX  = ,B>  e trasponendo  ■ b = C~4  ’ 

adunque  per  l’egualità  perturbata  si  avrà 


(1) 


c ■ 


B 


[CA):B  A 


Rappresenti  ora  Y l’unità  arbitraria,  che  può  essere  diversa  dall’altra 

B Y 

unità  arbitraria  Z\  la  definizione  XXXIX  mostra  - ' — , e la  defi- 

A A :B 


nizione  XXXVI  fa  conoscere 


Y 0 

jTfl  = (A-B)  c ' adun(lue  Pel  coro1- 

B C 

lario  XI  de’  principj  = ^ ■ B)  C ’ 6 comParando  questa  proporziona- 
lità colla  proporzionalità  (1),  lo  stesso  corollario  XI  de’  principj  fa 

C C 

vedere:  che  ^r^yr^g  = ^ ^ e il  corollario. XXI  de’  principj  mostrerà 
essere  (A-B)C  = (CA):B;  il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — I.  Pel  primo  articolo  dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXXVI,  il  prodotto  CA  sarà  sempre  omogeneo  alla  A (e  per  con- 
seguenza alla  B),  ancorché  la  C non  fosse  omogenea  ai  termini  del  quo- 
ziente A:  B. 

Non  è dunque  necessario,  che  la  C sia  omogenea  ai  termini  di  A : B, 
affinchè  sia  concepibile  il  quoziente  (CA)  : B;  ma  posto  che  la  C sia 
omogenea  ai  termini  di  A :B , sarà  in  tal  caso  AC  = CA  pel  teorema LXXIX, 
e quindi  pel  corollario  II  del  teorema  CII  sarà  (CA):B  = (AC):B,  ma 
per  questo  teorema  (A  : B)  C = (C A):  B;  adunque  in  questa  supposizione 
di  C omogenea  ai  termini  di  A:B,  sarà  ancora  (A  : B)  C = (AC)  : B. 

II.  Dal  tenore  della  dimostrazione  del  teorema  presente  si  com- 
prende, che  l’unità  Z assunta  per  formare  il  prodotto  CA  esser  dee  la 
medesima,  che  l’unità  per  formare  il  quoziente  (CA)  : B,  e che  questa 
istessa  unità  assunta  Z può  essere  diversa  dall’unità  F assunta  per  for- 
mare il  quoziente  A : B,  conforme  accennai. 

Se  poi  l’unità  F,  benché  diversa  dalla  Z,  fosse  omogenea  alla  C, 
allora  il  quoziente  A :B,  che  deve  essere  omogeneo  all’unità  F,  sarebbe  omo- 
geneo anche  alla  C,  e pel  teorema  LXXIX  si  avrebbe  C (A:  B)~  (A:  B)  C, 
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ed  essendosi  provato  nel  presente  teorema,  che  (A:  B)  C = (CA  ) : B, 
ne  segue,  che  in  questa  supposizione  di  Y omogenea  alla  C si  à 
C (A:B)  = (CA):B. 

Seconda  dimostrazione,  di  questo  teorema,  — Pel  corollario  IV  del 

teorema  CV  abbiamo  ~ ^ = ^ , e y?-A----L  = ^ ; adunque  pel  corol- 

A : B A (CA)  : Jo  A 

lario  XI  de’  principj 


(2) 


A:  A (CA):A' 
A:B~  (CA):  B’ 


ma  per  l’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  A : A 
è uguale  all’unità  assunta  Z,  e pel  teorema  CI  (CA)  : A è uguale  a C; 
adunque  ponendo  nella  proporzionalità  (2)  grandezze  eguali  in  luogo  di 


z c 

eguali,  si  avrà  pel  corollario  IX  de’  principj  ■■  ■ = , e conseguente- 

! x)  (On)  ! 

mente  per  la  definizione  XXXVI  sarà  (CA):B  eguale  al  prodotto  di 
A : B moltiplicato  per  C,  cioè  sarà  (A  : B)  C = (CA)  : B.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 


Scolio.  — Se  si  considerano  i due  ultimi  termini  (CA)  : A,  e (CA):  B 
della  proporzionalità  (2),  i quali  (facendo  una  proporzione)  s’intendono 
paragonati  insieme  ; si  conoscerà,  che  l’unità  arbitraria  assunta  per  for- 
mare il  quoziente  (CA):B  esser  dee  la  medesima,  che  l’unità  assunta 
per  formare  l’ altro  quoziente  (CA):A,  e ciò  per  l’articolo  V dello  scolio 
annesso  alla  definizione  XXXIX;  ma  per  lo  scolio  annesso  al  teorema  CI, 
l’unità,  che  si  assume  per  formare  il  quoziente  (CA):  A,  esser  dee  la 
stessa  con  quella,  che  si  assume  per  formare  il  prodotto  CA;  adunque 
l’unità  assunta  per  formare  il  quoziente  (CA):  B esser  dee  la  medesima 
coll’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  CA. 

Terza  dimostrazione  di  questo  teorema.  — Pel  teorema  I. XXIII 


(A:B)B 


B 

C 


e pel  corollario  XI  del  teorema  CV 


(A:B)  C 

pel  corollario  XI  de’  principj  si  vede  essere 


(CA)  : C 
(CA)  : B 


B 

C 


onde 


(3) 


(A:B)B  (CA)  : C 
(A:  B)  C ~ (CA)  : B ’ 


ma  pel  teorema  C (A  : B)  B è uguale  ad  vi,  e pel  teorema  CI  (CA)  : G è 
uguale  parimente  ad  A ; adunque  ponendo  grandezze  eguali  in  luogo  di 
eguali  nella  proporzionalità  (3),  si  vedrà  sussistere  pel  corollario  IX 
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de’  principj  quest’altra  proporzionalità  - m n = --  R ; e pel  co- 

rollano  XXI  de’  principj  sarà  (.4  : B)  C = (CA)  : B.  Il  che  dovea  di- 
mostrarsi. 


Scolio.  — I due  ultimi  termini  della  proporzionalità  (3);  cioè 
( CA):C , e (CA):  B sono  paragonati  insieme,  perchè  costituiscono  una 
proporzione;  adunque  per  l’ articolo  III  dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXXIX  l’unità,  che  si  assume  per  formare  il  quoziente  (CA)  : B 
esser  dee  la  stessa  coll’unità,  che  si  assume  per  la  formazione  del  quo- 
ziente (CA)  : C,  ma  lo  scolio  annesso  al  teorema  CI  fa  conoscere,  che 
l’unità,  la  quale  si  assume  per  la  formazione  del  quoziente  (CA)  : C esser 
dee  la  medesima , che  l’unità,  la  quale  si  assume  per  formare  il  prodotto 
CA)  adunque  con  una  stessa  unità  assunta  debbono  formarsi  il  quo- 
ziente (CA)  :B,  e il  prodotto  CA. 


Teorema  CIX.  — Qualunque  grandezza  C moltiplicata  per  qualsi- 
voglia quoziente  A:  B è uguale  al  prodotto  della  grandezza  C,  e della 
dividendo  A.  diviso  per  la  dividente  B,  cioè  C (A:  B)  = (CA):  B. 

Prima  dimostrazione  simile  alla  prima  dimostrazione  del  teorema  pre- 
cedente. — Esprima  Z l’unità  arbitraria:  si  à per  la  definizione  XXXVI 
ZA  C C A 

r,  = ^r~i,  e convertendo  ==  — - ; si  ha  inoltre  per  la  definizione  XXXIX 
v./  0 A ZA 

B Z . Z B , ,,  , 

■C  4 = (GA)  . B > e trasponendo  { ^ [{  = (j  A ; adunque  per  1 egualità  per- 

turbata si  ottiene 

C B 

W (CA)  : B~  A' 

Esprima  Y l’unità  arbitraria,  che  può  essere  diversa  dall’unità  ar- 

B Y , , 

e per  la  de- 


bitraria  Z:  per  la  definizione  XXXIX  abbiamo 

Y 


finizione  XXXVI  abbiamo  ancora 
Y C 


A A : B 
A : B 


C C (A  : B)’ 


e permutando 


B 


C (A  B)  ’ ^aon<^e  Pe^  corollario  XI  de’  principj  ^ 


C 

C (A  :B) 


A : B 

e perciò  confrontando  questa  proporzionalità  colia  proporzionalità  (I), 

C 


si  vedrà,  che  in  virtù  dello  stesso  corollario  XI  de’  principj 


C (A:  B) 
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uguale  a 


C 


(CA)  : B 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 


e quindi  pel  corollarioXXI  de’  principi  0(A  :B)=(CA):B. 


Scolio.  — Debbono  qui  farsi  osservazioni  simili  a quelle,  che  si 
sono  fatte  nello  scolio  annesso  alla  prima  dimostrazione  del  teorema 
precedente,  e trame  le  stesse  conseguenze. 

Seconda  dimostrazione  simile  alla  seconda  dimostrazione  deìVantece- 
dente  teorema.  — Il  corollario  IV  del  teorema  CV  somministra 

A:  A B (CA)  : A B 

A : B A ’ 6 (CA)  :B~  A’ 

di  modo  che  pel  corollario  XI  de’  principi  si  ottiene 


(2) 

(3) 


A : A (CA)  : A 
A:B~  (CA)  : B ’ 


e permutando 


A : A A:  B 
(CA)  :A~(CA)  : B' 


Si  consideri  ora,  che  per  l’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla  de- 
finizione XXXIX  A:  A è uguale  all’unità  assunta  Z,  e pel  teorema  CI 
(CA):A  è uguale  a C;  adunque  sostituendo  grandezze  eguali  in  luogo 
d’eguali  nella  proporzionalità  (3),  avremo  pel  corollerio  IX  de’  principi 
Z A ' B 

C = (C  4)  B ’ 6 Per°  'D  della  definizione  XXXVI  sarà  (CA):B, 

eguale  al  prodotto  di  C moltiplicato  per  A : B cioè  sarà  G (A  : B)  = (CA)  :B. 
TI  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — Facciasi  qui  la  stessa  riflessione,  che  si  è fatta  nello 
scolio  annesso  alla  seconda  dimostrazinne  del  teorema  antecedente,  de- 
ducendone le  conseguenze  medesime,  e si  considerino  come  ivi  i due 
ultimi  termini  (CA)\A,  e (CA):B  della  proporzionalità  (2)  registrata 
in  questa  dimostrazione. 

Terza  dimostrazione  simile  alla  dimostrazione  terza  dell’ antecedente 


teorema.  — Si  à pel  teorema  LXXII 


B(A:B)  B 
C (A  : B)  ~ C’ 


e pel 


del  teorema  CV  si  à 


(CA):C  B 
(CA) \B  ~C> 


onde  pel  corollario  XI 


si  ottiene 


corollario  IV 
de’  principi 


B(A\B)  (CA)  : C 
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ora  pel  teorema  C B (A  : B)  è uguale  ad  A , e pel  teorema  CI  (CA):C 
è uguale  parimente  ad  A,  ponendo  pertanto  nella  proporzionalità  (4) 
grandezze  eguali  in  luogo  d’eguali,  si  avrà  pel  corollario  IX  de’  principj 


quest’altra  proporzionalità  ~c  ^ = (CAy  B . 

de’ principj  si  avrà  eziandio  C (A  : B)  = (CA)  : B, 
strarsi. 


e pel  corollario  XXI 
Il  che  dovea  dimo- 


Scolio.  — Siccome  nello  scolio  annesso  alla  terza  dimostrazione  del 
teorema  antecedente  si  sono  insieme  paragonati  i due  ultimi  termini 
della  proporzionalità  (3)  registrata  in  quella  dimostrazione,  così  debbono 
qui  paragonarsi  insieme  i due  ultimi  termini  ( CA):C , e (CA)  \ B della 
proporzionalità  (4),  e dedurne  le  medesime  conseguenze,  che  si  sono 
dedotte  nel  suddetto  scolio  relativo  alla  terza  dimostrazione  dell’ante- 
cedente teorema. 


Teorema  CX.  — Qualsivoglia  quoziente  A : B diviso  per  qualunque 
grandezza  C è uguale  alla  sua  dividendo,  A divisa  pel  prodotto  della 
grandezza  C,  e della  sua  dividente  B,  cioè  (A  : B)  : C = A : (CB). 


6 Z 

Dimostrazione.  — Si  à per  la  definizione  XXXIX  -j  = = , e 

^ A A:  B 

7 Z B . , A :B  A 

trasponendo  A ^ — -j , indi  convertendo  ^ , si  à ancora  per  la 


A : B A 

Z B 


B’ 


definizione  XXXVI  ^ ; adunque  per  l’egualità  ordinata  si  vede 
essere  =7Tt>>  ma  ^ teorema  CVJI  somministra  questa  proporzio- 

(j  0-L> 

A : B A 

nalità  (A\B):C  sta  ad  A : (CB),  come  - sta  ad  ^ ; adunque  pel 
corollario  X de’  principj  (A  : B)  : C = A : (CB).  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — I.  Il  primo  articolo  dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXXVI,  mostra,  che  il  prodotto  CB  è sempre  omogeneo  alla  B 
(e  per  conseguenza  alla  A),  ancorché  la  C non  fosse  omogenea  ai  ter- 
mini del  quoziente  A : B,  ma  quando  C sia  omogenea  ai  termini  dello 
stesso  quoziente  A : B,  allora  BC  sarà  eguale  a CB  pel  teorema  LXXIX, 
e pel  corollario  II  del  teorema  CII  sarà  A : (CB)  eguale  ad  A :(BC); 
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adunque  in  questa  supposizione  si  avrà  (A  : B)  :C  eguale  anche  ad 
A : (BC). 

II.  Il  tenore  della  dimostrazione  di  questo  teorema  fa  vedere,  che 
l’unità  assunta  per  formare  il  quoziente  A : B deve  essere  la  stessa,  che 
l’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  GB. 

TU.  Essendo  poi  nella  medesima  dimostrazione  paragonati  insieme 
i due  quozienti  (A  : B)  : G,  ed  A : (GB)  ; attesoché  provasi  in  essa,  che 
sono  eguali  ; esige  l’articolo  III  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX, 
che  l’unità,  la  quale  si  assume  per  formare  il  primo  de'  suddetti  quo- 
zienti, cioè  (A:B)  :C  sia  la  stessa  con  quella,  che  si  assume  per  for- 
mare il  secondo. 

Altra  dimostrazione  di  questo  teorema.  — Pel  corollario  III  del  teo- 


. (CB)  : B 
rema  CV  si  à — 


si  a pure 


(1) 


A :B 
A:  A GB 
À : (CB)  ~ A 


CB 

i -j-  > e pel  corollario  IV  dello  stesso  teorema 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principj 

(CB)  B A :A 
A : B ~ A : (CB)  ’ 


ma  pel  teorema  CI  (GB)  : B è uguale  a C,  e per  l’articolo  VI  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  A : A è uguale  all’unità  assunta  Z; 
adunque  surrogando  nella  proporzionalità  (1)  grandezze  eguali  in  luogo 


d’eguali,  si  avrà  pel  corollario  IX  de’  principj 


A :B 


A : (CB)  ’ 6 per 


la  definizione  XXXIX  sarà  A : (GB)  eguale  ad  A :B  diviso  per  C,  cioè 
sarà  (A  : B)  :C  = A : (CB).  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — I due  quozienti  A :B,  e (CB)  : B vengono  paragonati 
insieme,  giacché  sono  i primi  due  termini  della  proporzionalità  (1)  ; adunque 
per  l’articolo  III  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  l’ unità 
assunta  per  formare  il  quoziente  A : B deve  essere  la  medesima  che  l’unità 
assunta  per  formare  l’altro  quoziente  (CB)  : B ; ma  per  lo  scolio  annesso 
al  teorema  CI  l’unità  assunta  per  formare  il  quoziente  (CB)  : B è la  stessa, 
che  l’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  GB ; adunque  l’unità,  che  si 
assume  per  la  formazione  del  quoziente  A : B esser  dee  la  medesima  con 
quella,  che  si  assume  per  la  formazione  del  prodotto  CB. 


Teorema  CXI.  — Qualunque  grandezza  C divisa  per  qualsivoglia 
quoziente  A : B è uguale  al  prodotto  della  grandezza  C,  e della  divi 
dente  B,  diviso  per  la  dividendo,  A,  cioè  C : (A:B)  = (CB):A: 
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Dimostrazione.  — Si  è provato  nel  teorema  precedente,  che 
(A  : B)  :C  = A : ( CB ), 

ma  pel  teorema  CVTI  (A  :B):C  sta  ad  A :(CB),  come  — sta  ad 

; adunque  pel  corollario  X de’  principj  ^ > e convertendo 

C CB 

(4  B)=  4 ’ ma  mec^esimo  teorema  CVII  C : (.4  :B)  sta  a (CB)  : A., 
C CB 

come  ^ ^ ^ sta  a ^ ; adunque  pel  corollario  X de’  principj 

C : (A  : B)  = (CB)  : A. 


Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — Siccome  la  dimostrazione  di  questo  teorema  dipende 
dalla  dimostrazione  del  teorema  precedente,  così  le  riflessioni  fatte  negli 
scolj  annessi  alla  prima,  e alla  seconda  dimostrazione  del  medesimo  pre- 
cedente teorema,  qui  ancora  debbono  aver  luogo,  e le  medesime  conse- 
guenze hanno  da  dedursene. 

Seconda  dimostrazione  simile  alla  'prima  dimostrazione  del  teorema 


Z B 

precedente.  — Per  la  definizione  XXXVI  si  vede  essere  „ e con- 

C C x> 


C CB 


, cioè 


vertendo  -=  = _ , ma  per  la  definizione  XXXIX  si  à — = 

Z B r A (A  : B) 

trasponendo  ^ ’>  adunque  per  l’egualità  ordinata  ^ = > 


ma  pel  teorema  CVII,  C : (A  :B)  sta  a (CB)  :A,  come 
CB 


C 


sta  a 


(A  : B) 

~ ; adunque  pel  corollario  X de’ principj  C : (A:B)  è uguale  a (CB):A. 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — Dovranno  qui  farsi  riflessioni  simili  a quelle,  che  si  sono 
fatte  nello  scolio  annesso  alla  prima  dimostrazione  del  teorema  prece- 
dente, e trarne  le  stesse  conseguenze. 

Nell’articolo  terzo  del  medesimo  scolio  si  osserva,  che  sono  insieme 
paragonati  i due  quozienti  (A  :B):C,  ed  A .(CB),  perchè  si  prova  la 
loro  egualità:  e qui  similmente  deve  osservarsi,  che  sono  paragonati 
insieme  i due  quozienti  G - (A  :B),  e (CB)  : A , de’ quali  parimente  si 
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prova  l’egualità,  e perciò  in  vigore  dell’articolo  terzo  dello  scolio  an- 
nesso alla  definizione  XXXIX  l’unità,  che  si  assume  per  formare  il 
quoziente  C \ (A  : B)  esser  dee  la  medesima  con  l’unità,  che  si  prende 
per  la  formazione  del  quoziente  {CB)  : A. 

Terza  dimostrazione  simile  alla  seconda  dimostrazione  del  teorema 

A ■ B A 

precedente.  — Si  à pel  corollario  III  tei  teorema  CV  „ , ed 


A : .4 

{CB)  : A 


A 

TfB 


{CB)  : B CB 
laonde  pel  corollario  XI  de’  principi  si  avrà 


(1) 


A :B  A:  A 
{CB)  : B ~ {CBy.  A ' 


Ora  pel  teorema  CI  {CB)  : B è uguale  a C,  e per  l’articolo  VI  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  A : A è uguale  all’unità  as- 
sunta Z;  adunque  ponendo  nella  proporzionalità  (1)  grandezze  eguali  in 
luogo  d’eguali  ne  verrà  in  virtù  del  corollario  IX  de’ principi 

A : B Z 
C ~ {CB)  : A ’ 


e conseguentemente  sarà  per  la  definizione  XXXIX  {CB)  : A eguale  a C 
diviso  per  A : B,  cioè  sarà  C : {A  :B)  = {CB)  :A.  Il  che  dovea  dimo- 
strarsi. 


Scolio.  — Hanno  qui  luogo  osservazioni  simili  a quelle  dello  scolio 
annesso  alla  seconda  dimostrazione  del  teorema  precedente,  e conviene 
inferirne  le  conseguenze  medesime. 


Teorema  CXII.  — Moltiplicando  per  la  medesima  grandezza  la 
dividenda,  e la  dividente  di  un  quoziente,  e dividendo  il  primo  prodotto 
pel  secondo,  ne  risulta  un  quoziente  eguale  al  quoziente  di  prima.  Rap- 
presenti A :B  qualsivoglia  quoziente,  e C qualsivoglia  grandezza,  dee 
provarsi,  che  {AC)  : {BC)  = A :B. 


Prima  dimostrazione.  — Pel  teorema  LXXII 


AC 

BC 


, ma  pel  co- 


„ . TTT  , . . {AC)  : {BC)  AC  , A : B A . 

rollano  III  del  teorema  CV  ^ BC  ’ ed  ~BrB  = B ’ adun<lue 

pel  corollario  XII  de’ principi  ‘ = B Ad  ^ra  Per  l’articolo  VI 

dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  {BC)  : {BC)  è uguale  a B : B; 
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perchè  ambedue  questi  quozienti  rappresentano  l’unità  arbitraria  Z,  che 
può  supporsi  la  stessa;  adunque  pel  corollario  XXI  de’  principi 

(AC)  : (BC)  = A :B. 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — I.  Acciò  il  quoziente  (AC)  : (BC)  possa  rappresentarsi 
eguale  all’altro  quoziente  A : B,  debbono  concepirsi  formati  ambidue  con 
la  medesima  unità  assunta,  e questo  per  l’articolo  III  dello  scolio  an- 
nesso alla  definizione  XXXIX. 

II.  Non  è punto  necessario,  che  la  C sia  omogenea  ai  termini  del 
quoziente  A : B , poiché  per  l’articolo  primo  dello  scolio  annesso  alla 
definizione  XXXVI,  ambedue  i prodotti  AC,  e BC  sono  omogenei  alla  C, 
e conseguentemente  sono  omogenei  tra  loro. 


Seconda  dimostrazione.  — 


Pel  teorema  LXXII 


BC 

AC 


B 
A ’ 


e per  la 


B 


Z 


definizione  XXXIX  -j-  = ^ ; adunque  pel  corollario  XI  de’  principi 

BC_  Z 

àc~aTb' 

BC  Z 

Per  la  stessa  definizione  XXXIX  (BC)  ’ a<^un<lue  P°1 

z z 

citato  corollario  XI  de’  principi  (BC)  ’ 6 P®1  corol- 

lario XXI  de’ principi  (AC)  : (BC)  = A : B.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 
Terza  dimostrazione.  — Il  teorema  CVII  somministra  questa  pro- 

AC  A 

porzionalità  (AC)  : (BC)  sta  ad-  A :B . come  sta  ad  ; ma  pel  teo- 


rema  LXXII 


AC 

BC 


è uguale  ad 


A 
B ’ 


adunque  pel  corollario  X de’  prin- 


cipi (AC)  : (BC)  è uguale  ad  A : B . Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  CXIII.  — Da  qualsivoglia  grandezza  C moltiplicata  per 
la  dividenda,  e poi  per  la  dividente  di  qualsivoglia  quoziente  A :B , ri- 
sultano due  prodotti,  il  primo  de’ quali  diviso  pel  secondo  dà  un  altro 
quoziente  eguale  ad  A :B  . 

Scolio.  — I.  Tre  dimostrazioni  di  questo  teorema  dar  si  possono 
similissime  a quelle  del  precedente  teorema;  mentre  basta  sostituire  in 
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tutte  e tre  le  dimostrazioni  del  teorema  suddetto  CA  in  luogo  di  AC, 
e CB  in  cambio  di  BC,  e citare  il  teorema  LXXIII  in  vece  del  teo- 
rema LXXII  ; mi  asterrò  per  tanto  di  replicarne  il  tenore. 

IT.  Affinchè  (CA)  : (CB)  sia  eguale  ad  A :B,  debbono  esser  formati 
ambidue  questi  quozienti  colla  stessa  unità  assunta,  e ciò  per  1!  arti- 
colo III  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX. 

Primo  Corollario,  d’ ambedue  i teoremi  CXII,  e CXIII.  — Per 
ridurre  ad  una  medesima  dividente  qualsivoglia  coppia  di  quozienti, 
v.  g.  A : B ed  F : 0 senza  cangiarne  il  valore,  si  prendano  i due  quo- 
zienti (AO)  : (BG),  e (BF)  : (BG),  il  primo  de’  quali  pel  teorema  CXII  è 
uguale  ad  A : B , e il  secondo  è uguale  ad  F : G pel  teorema  CXIII  ; 

Ovvero  si  prendano  gli  altri  due  quozienti  (GA):(GB),  ed  (FB):(GB), 
mentre  il  primo  di  questi  è uguale  ad  4:5  pel  teorema  CXIII,  e il 
il  secondo  è uguale  ad  F : G pel  teorema  CXII. 

Scolio.  — In  somma  per  ridurre  ad  una  medesima  dividente  due 
quozienti,  si  moltiplichi  la  dividenda,  e la  dividente  del  primo  per  la  di- 
vìdente del  secondo,  e si  avrà  un  terzo  quoziente  eguale  al  primo;  indi 
si  moltiplichi  la  dividente  del  primo  quoziente  per  la  dividenda,  e la 
dividente  del  secondo,  e si  avrà  un  quarto  quoziente  eguale  al  secondo, 
e di  più  il  terzo,  e quarto  quoziente  avranno  una  medesima  dividente; 

Oppure  si  moltiplichi  per  la  dividente , del  secondo  quoziente  la 
dividenda,  e la  dividente  del  primo,  e si  avrà  un  terzo  quoziente  eguale 
al  primo;  si  moltiplichi  poscia  la  dividenda,  e la  dividente  del  secondo 
quoziente  per  la  dividente  del  primo,  e si  otterrà  un  quarto  quoziente 
eguale  al  secondo,  ed  in  oltre  il  terzo,  e quarto  quoziente  avranno  una 
istessa  dividente. 

Secondo  Corollario,  d’ ambedue  i teoremi  CXII,  e CXIII.  — Per 
ridurre  ad  una  medesima  dividente  i tre  quozienti,  v.  g . m :a;  p : u;  n : e 
(ancorché  i termini  degli  uni  non  fossero  omogenei  ai  termini  degli  altri) 
si  riducano  due  di  essi,  v.  g.  m:a,  ed  n:e  ad  una  medesima  dividente 
col  modo  esposto  nel  precedente  corollario,  e in  loro  luogo  si  avrà 
(me)  : (ae),  ed  (an)  : (ae).  Ciò  fatto  si  riduca  il  terzo  quoziente,  v.  g.  p : u 
ad  avere  una  medesima  dividente  coi  due  quozienti  già  ridotti  ad  una 
stessa  dividente,  e questo  si  faccia  nella  maniera  spiegata  nel  corollario 
precedente,  e si  avranno  i tre  quozienti,  che  seguono,  (i  quali  equiva- 
gliono  respettivamente  ai  tre  quozienti  m : a;  n : e;  p : u). 


17  — Tomo  I. 
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( meu ) :(aeu);  { anu ) :(aeu);  ( aep ) :{aeu);  oppure  i tre  (urne)  : (uae)  ; 
(uan):(uae);  { pae ) : {uae);  ovvero  i tre  {emù)  : {eau);  {nau)  : {eau); 
{eap)  : {eau);  o anche  i tre  ( uem ) : {uea);  {una)  : {uea);  (pea)  : { uea ). 

Scolio.  — Si  dovrà  operare  similmente,  quando  si  vorrà  ridurre  ad 
una  medesima  dividente  un  numero  di  quozienti  maggiore  di  tre  (benché 
i loro  termini  non  sieno  vicendevolmente  omogenei);  poiché  se  ne  do- 
vranno prender  tre,  e ridurli  ad  una  medesima  dividente,  come  si  è 
spiegato  nel  secondo  corollario,  che  precede;  indi  ridurre  il  quarto  ad 
avere  una  stessa  dividente  coi  tre  quozienti  ridotti  ad  una  dividente 
medesima  ; e procedendo  gradatamente  dal  caso  di  quattro  quozienti  a 
quello  di  cinque,  dal  caso  di  cinque  quozienti  a quello  di  sei,  e così 
sempre,  ec.  si  conseguirà  l’intento. 


Teorema  CXIV.  — Sieno  due  quozienti  A : B,  ed  E : B dotati  di 
una  medesima  dividente  B ; io  dico,  che  (A  : B)  + {E  : B)  è uguale  ad 
{A±E):B. 

Dimostrazione.  — pel  teorema  CVII  si  hanno  queste  due  propor- 
zionalità : 

(1)  A : B sta  ad  {A  + E)  :B,  come  ^ sta  ad  — . 

£>  £> 

ed 

(2)  E : B sta  ad  {A+E)  :B,  come  ~ sta  ad  — " ^ ; 

adunque  pel  corollario  XII  del  teorema  II 

(*4  : B)  + {E  : B)  sta  ad  {A  +E)  : B come  — sta  ad  ^ ; 

B B B 

4.  E ( 4 E) 

ma  per  gli  assiomi  Vili,  e VII  è uguale  ad  - ; adunque 

pel  corollario  X de’  principi  {A  : B)  + {E  : B)  è uguale  ad  {A  + E)  : B. 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — I due  quozienti  A :B,  ed  (-4  + E)  : C essendo  i primi  due 
termini  della  proporzionalità  (1)  sono  paragonati  insieme;  e quindi  per 
l’articolo  III  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  l’unità  assunta 
per  formare  il  quoziente  A : B deve  essere  la  medesima,  che  l’unità  as- 
sunta per  formare  il  quoziente  {A+E)  : B. 
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Per  la  stessa  ragione  i due  quozienti  E . B,  ed  (A  +E)  : B,  che  sono 
i primi  due  termini  della  proporzionalità  (2)  debbono  esser  formati  con 
una  medesima  unità  assunta;  ma  il  quoziente  (A+E)  : B,  che  fa  il  se- 
condo termine  della  proporzionalità  (1)  è una  stessa  grandezza  col  quo- 
ziente (A  + E)  : B,  che  fa  il  secondo  termine  della  proporzionalità  (2), 
altrimenti  non  potrebbe  adattarsi  al  presente  teorema  il  corollario  XII 
del  teorema  II,  conforme  si  richiede  per  la  dimostrazione. 

Adunque  con  una  medesima  unità  assunta  debbono  essere  formati 
i due  quozienti  A : B,  ed  E : B,  ad  effetto,  che  l’altro  quoziente  (A  + E)  :B 
possa  essere  la  somma,  o la  differenza  di  essi. 

Corollario  I.  — Sieno  tre  quozienti  A : B;  E : B;  M : B dotati  di 
una  medesima  dividente ; io  dico,  che  ( A : B)  + (E  : B)  + (M  : B)  è uguale 
ad  ( A ~ JF  _|_  M)  : B; 

Imperciocché  essendo  per  questo  teorema  (A  :B)  + (E  : B)  uguale  ad 
(A+E)  \B,  ne  segue,  che  (A+E)  : Bzf(M  : B)  è uguale  ad 

(A  : B)±(E  :B)  + M :B); 

ma  in  virtù  di  questo  medesimo  teorema  (A+E):BzfM  : B è uguale 
ad  (A  + E + M):B;  adunque  (A  :B)+,(E  :B)Zf(M  : B)  è uguale  ad 
(A±E  + M):B. 

Scolio.  — I.  Si  procederà  similmente  per  provare  il  simile,  quando 
i quozienti  dotati  della  medesima  dividente  sono  più  di  tre,  facendo 
passaggio  gradatamente  dal  caso  di  tre  quozienti  a quello  di  quattro, 
dal  caso  di  quattro  quozienti  a quello  di  cinque,  e così  sempre,  ec. 

II.  Siccome  nel  precedente  scolio  si  è mostrato,  che  debbono  esser 
formati  con  una  medesima  unità  assunta  i due  quozienti  A : B,  ed  E :B, 
acciò  il  quoziente  (ri  + E)  \ B possa  essere  la  somma,  o la  differenza  di 
essi,  così  si  mostrerà,  che  i due  quozienti  (A+E)  : B,  ed  M : B deb- 
bono formarsi  con  una  medesima  unità  assunta,,  acciò  l’altro  quoziente 
(ri  + E ip  M)  :B  esser  possa  eguale  alla  loro  differenza,  o alla  loro  somma; 
adunque  i tre  quozienti  (ri  : B),  (E  :B),  (M  : B)  debbono  esser  formati 
con  una  medesima  unità  assunta,  affinchè  l’altro  quoziente  (ri  +E  + M)  \B 
sia  eguale  ad  (ri  : B)  + (E  : B)  + ( M : B), 

III.  Ciò,  che  si  è notato  in  questo  secondo  punto  à luogo  ancora 
allorché  si  prende  un  solo  quoziente  eguale  all’aggregato  di  qualunque 
numero  di  quozienti  dotati  della  medesima  dividente,  e affetti  in  qual- 
sivoglia modo  col  segno  + , ovvero  col  segno  — . 
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Corollario  II.  — Per  aggiugnere,  o per  sottrarre  due  quozienti 
A : B,  ed  F : O (i  termini  del  primo  de’  quali  non  è necessario,  che  sieno 
omogenei  a quelli  del  secondo),  si  riducano  ambedue  ad  una  medesima 
dividente  senza  mutarne  il  valore  col  modo  esposto  nel  primo  corollario 
de’  due  teoremi  CXII,  e CXIII,  e si  avrà  A \B  = {AG)  : ( BG ),  ovvero 
A : B = {GA)  : (GB)  ; si  avrà  ancora  F : G = (BF)  : (BG),  ovvero 
F : G = (FB)  : (Olì),  e in  virtù  del  presente  teorema  sarà 

(A  : B)  ± (F  : G)  = (AG  ± BF)  : (BG), 
ed  anche  (A  :B)  ±(F  :G)  =*  (GA  ± FB)  : GB. 

Scolio.  — Per  quanto  si  è notato  nello  scolio  annesso  a questo 

teorema,  affinchè  (AG  + BF)  : BG  esser  possa  la  somma,  ovvero  respet- 

tivamente  la  differenza  di  (AG)  : (BG),  e di  (BF)  : (BG),  questi  due 

ultimi  quozienti  debbono  esser  formati  con  la  medesima  unità  assunta ; 

ma  pel  primo  articolo  dello  scolio  annesso  al  teorema  CXII  il  quoziente 

• 

A : B dev’esser  formato  con  la  stessa  unità  assunta,  con  la  quale  è for- 
mato il  quoziente  (AG)  : (BG),  e il  quoziente  F : G dev’esser  formato  con 
la  stessa  unità  assunta,  con  la  quale  è formato  il  quoziente  (BF)  : (BG). 

Adunque  anche  i due  quozienti  A :B,  e>à  F \G  debbono  formarsi 
con  una  stessa  unità  assunta,  acciò  uno  di  essi  possa  aggiungersi  all’altro, 

0 sottrarsi  dall’altro  col  modo  esposto  in  questo  secondo  corollario. 

Le  stesse  ragioni,  che  qui  non  fa  d’uopo  di  ripetere,  esigono,  che 

1 due  quozienti  A : B,  ed  F : G sieno  formati  con  una  medesima  unità 
assunta,  affinchè  (GA  + FB)  : GB  possa  esser  la  somma,  ovvero  la  diffe- 
renza degl’  istessi  due  quozienti  A \ B,  ed  F : G. 

Tutto  ciò,  che  nel  presente  scolio  si  è notato,  sussiste  egualmente 
anche  nel  caso,  che  i termini  di  A :B  non  sieno  omogenei  ai  termini 
di  F : G. 

Corollario  III.  — Per  avere  Yaggregato  di  più  quozienti,  che 
abbiano  diverse  dividenti,  e sieno  affetti  ad  arbitrio  col  segno  + , o col 
segno  — ; si  ridurranno  tutti  ad  una  medesima  dividente,  come  si  è 
mostrato  nel  primo,  e nel  secondo  corollario  d’ambidue  i teoremi  CXII, 
e CXIII,  e nello  scolio  annesso  al  secondo  di  essi  corollarj,  e operando 
a tenore  del  primo,  e terzo  punto  dello  scolio  annesso  al  primo  corollario 
di  questo  teorema,  si  otterrà  Yaggregato,  che  si  desidera,  senza  che  sia 
punto  necessario,  che  i quozienti,  i quali  debbono  così  aggregarsi,  ab- 
biano i proprj  termini  omogenei  gli  uni  agli  altri. 
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Teorema  CXV.  — Un  quoziente  A : B,  moltiplicato  per  qualunque 
alt'o  quoziente  F : 0 , fa  un  prodotto  eguale  al  prodotto  della  divi- 
dendo A del  primo,  moltiplicata  per  la  dividenda  F del  secondo,  diviso 
{detto  prodotto)  pel  prodotto  della  dividente  B del  primo,  moltiplicata 
per  la  dividente  0 del  secondo:  dee  provarsi,  che 

(A  : B)  (F:G)  = (AF):(BG). 


Dimostrazione.  — Nella  dimostrazione  del  teorema  LXXXIII  si  è 
RAF  AF 

provato,  che  -=  • - 5 : • 7^7,  , pel  teorema  CVII  B:B  sta  ad  A :B, 

jD  jC>  Cr  l>(jr 


come  -=  ad  ~ , sta  ancora  per  lo  stesso  teorema,  F : G ad  (AF)  : (BG), 
B B 

F AF 

come  ^ ad  , e quindi  pel  corollario  XII  de’  principj  B : B sta  ad 

A : B,  come  F : G sta  ad  ( AF ) : ( BG ). 

Ma  per  l’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX 
B : B è uguale  all’unità  arbitraria  Z;  adunque  per  la  definizione  XXXVI, 
il  prodotto  che  nasce  dal  quoziente  A :B,  moltiplicato  pel  quoziente  F:G, 
è uguale  al  quoziente  (AF)  : (BG),  cioè  {A  : B)  (F  : (?)  = (AF)  : (BG).  Il 
che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — Riflettendo  a quanto  si  dichiarò  nello  scolio  annesso  al 
teorema  LXXXIII,  mediante  il  qual  teorema  si  dimostra  la  proporzio- 
B A F AF 

nalità  -5  • ~6  : ‘ Tiri  > c^e  entra  nella  dimostrazione  del  presente  teo- 

B B (x  Bix 

rema,  si  vedrà,  che  l’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  AF  è la 
stessa,  che  l’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  BG  ; laonde  entrando 
questi  medesimi  prodotti  nell’espressione  del  quoziente  (AF)  : (BG),  se 
ne  deduce,  che  essi  debbono  essere  formati  con  una  medesima  unità 
assunta. 

Non  è però  necessario,  che  questa  medesima  unità  arbitraria  si  as- 
suma per  formare  il  quoziente  (AF)  : (BG);  perchè  sì  il  prodotto  AF, 
che  il  prodotto  BG  possono  riguardarsi,  come  grandezze  semplici,  al- 
lorché formasi  detto  quoziente. 


Corollario  I.  — Il  prodotto  di  molti  quozienti  A:B;  F.G; 
H : I,  ec.  è uguale  al  prodotto  di  tutte  lo  dividende  (ordinatamente  prese), 
diviso  pel  prodotto  di  tutte  le  dividenti  (ordinatamente  prese),  vale  a 
dire  è uguale  ad  (AFH,  ec.)  :(BG1,  ec.). 
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Imperciocché  per  questo  teorema  il  prodotto  di  A : B,  e di  F : G è 
uguale  ad  (AF)  : (BG);  adunque  il  prodotto  di  A : B,  di  F :G,  e di  H : I, 
è uguale  al  prodotto  di  (AF)  : (BG)  moltiplicato  per  H : I,  e questo 
nuovo  prodotto  è uguale  pel  presente  teorema  ad  (AFH)  : (BGI); 

E così  procedendo,  si  vedrà,  che  questo  corollario  è generalmente 
vero. 

Scolio.  — I.  Non  è punto  necessario,  che  i quozienti,  i quali  si 
moltiplicano  insieme,  abbiano  gli  uni  i loro  termini  omogenei  ai  termini 
degli  altri. 

II.  Per  la  ragione  accennata  nel  precedente  scolio,  e spiegata  nello 
scolio  annesso  al  teorema  LXXXIII,  è necessario,  che  moltiplicando 
AF  per  H,  e BG  per  I,  si  prenda  una  medesima,  unità  assunta. 

III.  Non  è però  necessario,  che  questa  comune  unità  assunta  sia  la 
medesima  con  quella,  che  si  assunse  nel  moltiplicare  A per  F,  e B 
per  G;  mentre  i due  prodotti  già  formati  AF,  e BG  possono  conside- 
rarsi come  due  grandezze  semplici,  allorché  si  formano  i due  nuovi  pro- 
dotti (AF)  H,  e (BG)  I,  conforme  sì  è espresso  nell’articolo  sesto  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXVI. 

IV.  Nel  formare  poi  il  nuovo  quoziente  (AFH)  : (BGI)  neppure  è 
necessario  di  prendere  per  unità  assunta  quelle  unità  arbitrarie,  che  si 
assunsero  per  formare  i due  prodotti  AFH,  e BGI,  i quali  possono  ri- 
guardarsi come  due  grandezze  semplici,  allorché  si  forma  il  quoziente 
sopraddetto. 

V.  Se  tutti  i quozienti,  che  si  moltiplicano  insieme  hanno  i loro 
termini  omogenei,  non  è necessario,  che  sieno  disposte  ordinatamente 
nei  respettivi  loro  prodotti,  ec.  le  dividende,  e le  dividenti,  perchè  in 
virtù  del  I corollario  del  teorema  LXXXI  questi  medesimi  respettivi 
prodotti  saranno  sempre  eguali  tra  loro  qualunque  sia  l’ordine,  che  ser- 
bano in  essi  le  grandezze  moltiplicate,  purché  nel  formare  i sopraddetti 
diversi  prodotti,  ed  anche  i primitivi  prodotti  AFH,  ec.,  e BGI,  ec. 
assumasi  sempre  una  medesima  unità  arbitraria,  laonde  pel  corollario  I 
del  teorema  CII  i quozienti,  ec.  formati  da  questi  respettivi  prodotti 
saranno  sempre  eguali  al  quoziente  (AFH,  ec.)  : (BGI,  ec.). 

Nel  formare  però  i sopraddetti  diversi  quozienti,  ec.  dee  prendersi 
quella  stessa  unità  arbitraria,  che  si  è assunta  per  formare  il  quoziente 
primitivo  (AFH,  ec .).(BGI,  ec.),  e ciò  ad  oggetto  di  salvare  l’egua- 
glianza de’  suddetti  diversi  quozienti,  ec.  col  quoziente  primitivo;  ma 
questa  seconda  unità  arbitraria  potrà  essere  differente  dall’altra  unità 
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arbitraria,  che  serve  a formare  i prodotti  AFH,  ee.,  e BOI,  ec.  in  con- 
formità dell’articolo  IV  di  questo  scolio. 

È visibile,  che  simiglianti  riflessioni  debbono  aver  luogo  in  qualunque 
caso  più  composto. 

Corollario  II.  — Se  si  à da  moltiplicare  un  quoziente  A : B per 
se  medesimo  una  volta,  prendasi  (A2)  : (B2);  se  due  volte,  prendasi 
(A3):(.B3);  se  tre  volte,  prendasi  (A4):(B4),  e così  sempre,  ec. 

Corollario  III  dedotto  dal  II.  — Per  elevare  un  quoziente  A : B 
ad  una  dignità  di  qualsivoglia  grado,  si  dee  moltiplicare  A : B tante  volte 
per  se  stesso,  quante  unità  meno  una  contiene  il  numero,  che  espone  il 
grado  della  dignità  richiesta,  e ciò  si  deduce  dalla  definizione  XXXVII. 

Adunque  per  elevare  un  quoziente  A : B ad  una  dignità  di  qualsi- 
voglia grado,  la  dignità  simile  della  dividendo.  A dee  dividersi  per  la 
dignità  simile  della  dividente  B,  e questo  nuovo  quoziente  sarà  la  dignità 
richiesta  del  quoziente  A : B. 

Scolio.  — Le  riflessioni  fatte  negli  articoli  II,  III,  e IV  dello  scolio 
annesso  al  I corollario  di  questo  teorema  hanno  luogo  anche  in  ordine 
ai  precedenti  corollarj  II  e III, 

Corollario  IV.  — Significhi  R qualunque  grandezza,  io  dico,  che 
il  quoziente  R : R moltiplicato  per  se  medesimo  quante  volte  si  vorrà, 
è sempre  uguale  a se  medesimo,  cioè  {R  : R)  (R:  R)  (R  : R),  ec.  è sempre 
eguale  al  quoziente  semplice  R : R. 

Imperciocché  il  quoziente  R : R moltiplicato  per  se  medesimo  quante 
volte  si  vorrà  è uguale  ad  (RRR,  ec.)  : (RRR,  ec.)  pel  corollario  II,  ma 
quest’ultimo  quoziente  è uguale  all’unità  assunta  per  l’articolo  VI  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX,  e per  lo  stesso  articolo  il  quo- 
ziente R : R è uguale  anch’esso  all’unità  assunta;  adunque  il  quoziente 
R : R moltiplicato  per  se  medesimo  quante  volte  si  vorrà  è sempre  eguale 
a se  medesimo;  purché  però  nel  formare  i diversi  quozienti  rappresentati 
dall’espressione  generale  (RRR,  ec.)  : (RRR,  ec.)  prendasi  sempre  la  mede- 
sima unità  arbitraria,  che  si  è assunta  nel  formare  il  quoziente  R : R. 

Altra  dimostrazione  di  questo  corollario.  — Per  l’articolo  VI  dello  scolio 
annesso  alla  definizione  XXIX  R : R è uguale  all’unità  assunta  Z,  ma 
per  l’articolo  XI  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXVI  ZZZ,  ec. 
è sempre  eguale  a Z,  purché  però  nel  formare  i diversi  prodotti  di  Z 
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moltiplicata  per  Z quante  volte  si  vorrà,  assumasi  sempre  la  stessa  unità 
arbitraria  Z,  adunque  surrogando  in  luogo  di  Z il  suo  valore  R : R nel- 
l’espressione ZZZ , ec.  =Z  ne  risulterà  (R  : R)  (R  : R)  (R  : R),  ec.  = R : R. 


Teorema  CXVI.  — Un  quoziente  A : B diviso  per  qualunque  altro 
quoziente  F : 0 dà  un  quoziente  eguale  al  prodotto  della  dividendo  A 
del  primo  moltiplicata  per  la  dividente  G del  secondo,  diviso  ( questo 
prodotto ) pel  prodotto  della  dividente  B del  primo  moltiplicata  per  la 
dividendo  F del  secondo. 

Dee  provarsi,  che  ( A : B)  : (F  :G)  — {AG)  : (BF). 


A F 

Dimostrazione.  — Sieno  le  due  proporzioni  ed  ^ è chiaro  per 

L>  (jT 

A F 

la  definizione  XXXII,  che  acciò  abbiasi  il  quoziente  di  divisa  per  ^ 


deve  aversi  questa  proporzionalità 


F A B 
GB"  B 


F~ 

■ n > 


B ' G 


ma  si  e pro- 


AG 


vato  nel  corollario  VII  del  teorema  LX XXIII,  che  ^ è il  quoziente 

di  ^ divisa  per  ^ , vale  a dire,  che  ^ ^ = ; adunque  surrogando 

AG 

nell’  ultima  proporzionalità,  la  grandezza  eguale  in  luogo  dell’  ultimo 

termine  di  quella,  ne  verrà  pel  corollario  IX  de’  principi  proporzio- 
nalità seguente  : 

f A B AG 

( ' G ' B V B ' BF  ' 


Ciò  posto  riflettasi,  che  pel  teerema  CVII  F : G sta  ad  A :B,  come 

FA  B AG 

q ad  -g  , e che  parimente  B : B sta  ad  (AG)  : (BF),  come  -g  ad  ; 


adunque  pel  corollario  XII  de’  principi  si  vede,  che  F : G sta  ad  A : B, 
come  B : B ad  (AG)  : (BF),  e perchè  B :B  è uguale  all’unità  arbitraria  Z 
per  l’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX,  vedesi 
eziandio  per  la  stessa  definizione'  XXXIX,  che  (AG)  : (BF)  è il  quo- 
ziente di  A : B divisa  per  F : G,  cioè  (A  : B)  : (F  : G)  — (AG)  : (BF).  Il 
che  dovea  dimostrarsi. 


Scolio.  — I.  Non  è necessario,  che  i termini  di  A : B sieno  omo- 
genei ai  termini  di  F :G,  perchè  in  virtù  del  I articolo  dello  scolio  an- 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


205 


nesso  alla  definizione  XXXVI  il  prodotto  AG  sarà  sempre  omogeneo 
alla  G,  e il  prodotto  BF  alla  F,  di  modo  che  ambidue  questi  prodotti 
saranno  tra  loro  omogenei,  siccome  la  F,  e la  G sono  omogenei  tra 
loro,  e in  tal  guisa  il  quoziente  (AG)  :(BF)  sarà  possibile,  poiché  avrà 
la  condizione,  che  si  esige  nel  primo  articolo  dello  scolio  annesso  alla 
definizione  XXXIX. 

II.  I sopraddetti  due  prodotti  AG,  e BF  debbono  formarsi  colla 
stessa  unità  assunta,  in  vigore  dell’articolo  VI  dello  scolio  annesso  alla 
definizione  XXXVI,  perchè  i due  medesimi  prodotti  sono  paragonati 
insieme  nella  dimostrazione  di  questo  teorema,  e formano  quella  pro- 
porzione, che  è il  quarto  termine  della  proporzionalità  (1). 

III.  Sono  ancora  paragonati  tra  loro  nella  dimostrazione  del  teo- 
rema presente  i due  quozienti  F : G,  ed  A : B,  e conseguentemente  con 
una  sola  unità  assunta  debbono  formarsi  ambedue  per  l’articolo  III 
dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  ; ma  non  è necessario,  che . 
questa  unità  assunta  sia  la  medesima  con  quella  unità  assunta,  che  è 
espressa  nell’articolo  II  di  questo  scolio;  perchè  ciò  non  esige  il  tenore 
della  dimostrazione  del  teorema  presente. 

IV.  Quando  i termini  di  A :B  sono  omogenei  a quelli  di  F :G,  si 
faranno  riflessioni  simiglianti  a quelle,  che  si  sono  spiegate  nell’arti- 
colo V dello  scolio  annesso  al  I corollario  del  teorema  precedente,  in- 
torno alla  varia  disposizione,  che  tener  possono  le  grandezze  A,  e G,  e 
le  grandezze  B,  ed  F ne’  loro  respettivi  prodotti,  e intorno  a\Y  identità 
dell’unità  arbitraria,  con  cui  dovranno  formarsi  quei  quozienti,  che  sa- 
ranno eguali  al  quoziente  (AG)  : (BF),  vale  a dire  i quozienti  (AG)  : (FB), 
(GA)  : (FB),  (AG)  : (BF).  Non  sarà  d’uopo  pertanto,  ch’io  replichi  tali 
riflessioni. 


Teorema  CXVII.  — Sia  qualsivoglia  quoziente  P : Q.  Tra  una 
grandezza  arbitraria  V,  e la  dividendo  P si  prendano  quante  medie 
proporzionali  si  vogliono,  e queste  sieno  A,  0,  F,  ec.  ; 

Tra  la  stessa  grandezza  arbitraria  V,  e la  dividente  Q si  prendano 
altrettante  medie  proporzionali,  e queste  sieno  B,  D,  G,  ec.; 

Io  dico,  che  la  prima  delle  medie  proporzionali  del  primo  ordine, 
cioè  A,  divisa  per  la  prima  delle  medie  proporzionali  del  second’ordine, 
cioè  per  B,  dà  un  quoziente  A : B eguale  alla  radice  del  quoziente  P : Q 
d’un  grado  tale,  che  il  numero  esponente  di  esso  grado  è uguale  al  nu- 
mero delle  medie  proporzionali  tra  V,  e P accresciuto  dell’unità. 
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Dimostrazione.  — Per  le  supposizioni,  e per  quello,  che  si  è pro- 
vato nel  corollario  III  del  teorema  XLVIII,  le  seguenti  proporzioni 


V A C F 
V’  B’  D‘  O’ 


ec.  sono  in  proporzione  geometrica  continua,,  cioè  in 


progressione  geometrica,  e questa  progressione  à tanti  termini,  quanti 
sono  gli  antecedenti,  oppure  (il  che  è lo  stesso)  i conseguenti  delle  pro- 
porzioni suddette  : ciò  posto  agevolmente  si  proverà  per  mezzo  del  co- 
rollario XII  de’  principi,  che  ancora  gl’infrascritti  respettivi  quozienti 
V : V,  A :B,  C : D,  F : O,  ec.,  corrispondenti  alle  medesime  proporzioni, 
sono  in  proporzione  geometrica  continua,  vale  a dire  in  progressione 
geometrica  ; poiché  pel  teorema  CVII  ciascuno  di  questi  quozienti  sta  a 
quello,  che  lo  segue,  come  ciascuna  delle  accennate  proporzioni  respet- 
tivamente  prese  sta  a quella,  che  la  segue  ; laonde  pel  corollario  VI  del 
teorema  LXXXIII  si  à l’infrascritta  proporzionalità:  il  quoziente  V : V 
(primo  termine  della  progressione)  moltiplicato  per  se  medesimo  tante 
volte,  quanti  sono  i termini  intermedj  della  progressione  tra  il  primo 
termine  V : F,  e l’ultimo  P : Q,  cioè  tante  volte,  quante  sono  le  medie 


proporzionali  tra  F,  e P, 

Sta  al  quoziente  A : B (secondo  termine  della  progressione)  molti- 
plicato altrettante  volte  per  se  medesimo  ; 

Come  il  quoziente  V : V (primo  termine  della  progressione  me- 
desima) ; 

Sta  al  quoziente  P : Q (ultimo  termine  di  essa  progressione)  ; ma 
pel  corollario  IV  del  teorema  CXV  il  primo  termine  di  questa  propor- 
zionalità è uguale  al  terzo  ; adunque  pel  corollario  XXI  de’  principj 
anche  il  secondo  termine  della  medesima  proporzionalità  è uguale  al 
quarto,  cioè  il  quoziente  A : B moltiplicato  per  se  medesimo  tante  volte, 
quante  sono  le  medie  proporzionali  tra  V,  e P è uguale  al  quoziente  P :Q; 
e quindi  per  la  definizione  XXXVIII  A : B è uguale  alla  radice  del 
quoziente  P : Q d’un  grado  tale,  che  il  numero  esponente  di  esso  grado 
è uguale  al  numero  delle  medie  proporzionali  tra  V.  e P accresciuto 
dell’unità. 


Scolio.  — Affinchè  il  quoziente  V : V moltiplicato  tante  volte  per 
se  medesimo  sia  eguale  a se  medesimo,  i diversi  prodotti  del  quo- 
ziente V : V moltiplicato  per  se  stesso  debbono  concepirsi  formati  colla 
medesima  unità  assunta , con  cui  si  concepisce  formato  il  quoziente  V : V 
a tenore  di  quanto  si  esige  nella  seconda  dimostrazione  del  corollario  IV 
del  teorema  CXV; 
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Oppure  il  quoziente  ( VVV , ec.)  :(VVV,  ee.)  dee  formarsi  eolia 
stessa  unità  arbitraria,  che  si  è assunta  per  formare  il  quoziente  V : V, 
e ciò  in  conformità  di  quello,  che  si  richiede  nella  prima  dimostrazione 
del  suddetto  corollario  IV  del  teorema  CXV. 


Corollario  I.  — Qualunque  sia  il  valore  della  grandezza  arbitraria, 
tra  la  quale  è la  dividenda  H,  si  prendono  le  medie  proporzionali  ; 

Io  dico,  che  è sempre  lo  stesso  il  valore  del  nuovo  quoziente,  che 
ne  risulta,  eguale  alla  radice  di  P : Q di  qualunque  grado,  purché  non 
varj  il  grado  della  radice,  e purché  abbiasi  riguardo  a quanto  si  è no- 
tato nello  scolio  annesso  al  presente  teorema  ; 

Imperciocché  in  quanto  all’assunzione  già  fatta  della  grandezza  ar- 
bitraria V,  ec.  si  è già  veduto  nella  dimostrazione  di  questo  teorema, 
che  il  quoziente  A : R è la  radice  del  grado,  ec.  del  quoziente  P : Q, 
siccome  pel  corollario  TU  del  teorema  XLVIII,  e per  lo  scolio  a quello 


annesso  la  proporzione  ^ è la  radice  dello  stesso  grado,  ec.  della  pro- 
P 

porzione  -j-  ■ 

In  quanto  poi  all’assunzione  di  qualunque  altra  grandezza  arbitraria 
v.  g.  di  T diversa  dalla  V ; sia  a la  prima  d’altrettante  medie  propor- 
zionali tra  T,  e la  dividenda  P,  e sia  b la  prima  d’altrettante  medie 
proporzionali  tra  la  stessa  T,  e la  dividente  Q. 

Il  presente  teorema  mostra,  che  il  quoziente  a : b è la  radice  simile 
del  quoziente  P : Q,  siccome  gli  scolj  annessi  ai  corollari  III,  e IV  del 

d 

teorema  XLVIII  fanno  conoscere,  che  la  proporzione  ^ è la  radice  si- 

P 


mile  della  proporzione 


Q 


Ora  pel  teorema  CVII  si  à questa  proporzionalità 
(a:b).  (-4:5)::  > 


e nello  scolio  annesso  al  corollario  IV  del  teorema  XLVIII  si  è dimo- 
a A. 

sfrata  ^ eguale  ad  ; adunque  pel  corollario  X de’  principi  a '■  b è 


uguale  ad  A : B. 


Scolio.  — I.  Si  noti,  che  in  virtù  dell’articolo  III  dello  scolio  an- 
nesso alla  definizione  XXXIX  i due  quozienti  a : b,  ed  A : B per  poter 
essere  paragonati  tra  loro,  e conseguentemente  per  essere  concepiti  tra 
loro  eguali  debbono  concepirsi  formati  colla  medesima  unità  assunta. 


208 


TEORIA  GENERALE 


II.  Per  poi  formare  i due  quozienti  suddetti  a : b,  ed  A :B,  non  è 
punto  necessario,  che  si  assuma  per  unità  comune  alcuna  delle  gran- 
dezze arbitrarie  V,  e T considerate  nel  presente  teorema,  e in  questo 
corollario. 

III.  È bensì  necessario,  affinchè  il  quoziente  (AAA,  ec.)  : (BBB,  ec.) 
sia  eguale  al  quoziente  P : Q (come  esser  deve  in  virtù  della  defini- 
zione XXXVIII,  acciò  A : B sia  la  radice  del  grado,  ec.  di  P : Q)  è neces- 
sario, dico,  che  ambidue  i quozienti  (AAA,  ec .):(BBB,  ec.),  e P : Q si 
concepiscano  formati  colla  medesima  unità  arbitraria,  e questo  per  l’ar- 
ticolo III  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX. 

IV.  Per  la  stessa  ragione  debbono  concepirsi  formati  colla  medesima 
unità  arbitraria  i due  quozienti  (aaa,  ec.)  : (bbb,  ec.),  e P : Q;  adunque 
colla  stessa  unità  assunta  debbono  concepirsi  formati  i due  quozienti 
(AAA.  ec.)  : (BBB,  ec.),  ed  (aaa,  ec.)  (bbb,  ec  ). 

Corollario  II.  — • Per  prendere  la  radice  di  qualunque  grado  del 
quoziente  P : Q,  potrà  anche  supporsi,  che  la  grandezza  arbitraria  V sia 
eguale  alla  dividendo  P,  ovvero  che  sia  eguale  alla  dividente  Q. 

Nel  primo  caso  le  medie  proporzionali  tra  la  grandezza  arbitraria  V 
(eguale  a P),  e la  dividendo  P saranno  tutte  eguali  a P,  altrimenti  non 
potrebbero  essere  medie  proporzionali  tra  P,  e P. 

E nel  secondo  caso  le  medie  proporzionali  tra  la  grandezza  arbi- 
traria V (eguale  a Q),  e la  dividente  Q saranno  tutte  eguali  a Q,  altri- 
menti non  potrebbero  essere  medie  proporzionali  tra  Q,  e Q. 

Teorema  CXVIII.  — Qualunque  termine  (che  io  chiamerò  Y)  di 
una  progressione  geometrica,  dopo  il  secondo,  è uguale  ad  una  dignità 
del  secondo  termine,  il  numero  esponente  della  quale  è minore  di  una 
unità  del  numero,  che  indica  il  sito,  che  ottiene  nella  progressione  il 
termine  Y,  è uguale,  dico,  alla  detta  dignità  del  secondo  termine,  di- 
visa per  una  dignità  del  primo  termine,  il  numero  esponente  della  quale 
è minore  di  due  unità  del  numero,  che  indica  il  sito,  che  ottiene  nella 
progressione  il  termine  Y. 

Sia  la  progressione  geometrica  A,  B,  C,  D,  E,  ec.,  dee  provarsi, 

B 2 

che  il  terzo  termine  C è uguale  a che  il  quarto  termine  D è uguale 

B3  \ B4  , 

a -p-  j che  il  quinto  termine  E è uguale  a -p  . e così,  ec. 
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Dimostrazione.  — I.  Essendo  i termini  A,  B,  C,  D,  E,  eo.  in  pro- 
gressione geometrica,  sarà  A . B ::B.C;  adunque  pel  teorema  CHI  C è 


uguale  a 


B'2 

~A 


II.  Sarà  ancora  B . C : : C . D,  ma  A .B  ::  B .C  ; adunque  pel  corol- 
lario XI  de’  principi  A . B ::  C . D,  ovvero  ponendo  in  luogo  di  C il  suo 

valore  ^ > trovato  nel  primo  punto,  sarà  pel  corollario  IX  de’  prin- 
cipi A . B ::  (B2  : A)  . D;  adunque  pel  teorema  CIII  D è uguale  a B2  :A 
moltiplicato  per  B,  e diviso  per  A,  cioè  pe’  teoremi  CVIII,  e CX  e pei 
primi  articoli  degli  scoli  annessi  alle  prime  dimostrazioni  di  quelli,  D è 
uguale  a (B2)  B : (H)  A,  cioè  a B3  : A2. 

III.  Sarà  in  oltre  C a D,  come  D ad  E,  ma  si  è provato  nel  se- 
condo punto,  che  A è a B,  come  C a D,  adunque  pel  corollario  XI  dei 
principi  A . B : : D . E,  ovvero  sostituendo  in  cambio  di  D il  suo  valore 
B 3 : ^42,  ritrovato  nel  secondo  punto,  sarà  parimente  pel  corollario  IX 
de’  principi  A . B : : (B3  : A2) . E;  adunque  pel  teorema  CHI  E è uguale 
a B3  : A2  moltiplicato  per  B,  e diviso  per  A,  cioè  pe’  teoremi  CVIII, 
e CX,  e per  gli  primi  articoli  degli  scolj  annessi  alle  prime  dimostra- 
«ioni  di  essi,  E è uguale  a B3  (B)  : A2(A),  cioè  a B*  : A 3. 

Proseguendo  questo  raziocinio  si  vedrà  nello  stesso  modo,  che  il 
teorema  è generalmente  vero. 


Scolio.  — I.  In  ordine  all’espressione  B2  :A  del  terzo  termine  della 
progressione,  si  consideri,  che  in  virtù  dello  scolio  annesso  al  teo- 
rema CIII  colla  medesima  unità  assunta,  con  cui  è formato  il  prodotto 
B 2 dee  formarsi  anche  il  quoziente  B2\A. 

II.  Intorno  all’espressione  (B2)B:(A)A  del  quarto  termine  della 
progressione,  riflettasi,  che  in  vigore  dell’articolo  II  dello  scolio  annesso 
alla  I dimostrazione  del  teorema  CVIII  l’ unità  assunta  per  formare  il  prò. 
dotto  (B2)B  esser  dee  la  medesima,  che  l’unità,  la  quale  si  assumerebbe 
per  formare  il  quoziente  {IP)  B : A;  benché  quest’istessa  unità  assunta 
per  formare  il  prodotto  (B3)  B possa  essere  diversa  dall’ unità,  che  si 
assume  per  formare  il  quoziente  B2:  A,  cioè  pel  I articolo  del  presente 
scolio,  dall’unità,  che  si  assunse  per  formare  il  prodotto  B2)  ma  in  virtù 
dell’articolo  II  dello  scolio  annesso  alla  I dimostrazione  del  teorema  CX, 
l’unità,  che  si  assumerebbe  per  formare  il  quoziente  (B2) B A dovrebbe 
essere  la  stessa,  che  l’unità  assunta  per  formare  il  prodotto  (.4)  A,  adunque 
per  formare  questo  medesimo  prodotto  (A) A deve  assumersi  la  stessa 
unità,  che  si  assunse  per  formare  il  prodotto  (B2)B. 
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È altresì  necessario,  che  per  formare  il  quoziente  B3  : A2  si  assuma 
la  medesima  unità,  che  si  assunse  per  formare  il  quoziente  B2A,  cioè 
(pel  I articolo  di  questo  scolio)  quella  medesima  unità  arbitraria,  con 
cui  si  formò  il  piodotto  B2  numeratore  del  quoziente  B2 : A,  che  equi- 
vale al  terzo  termine  della  progressione; 

Imperciocché  stando  pel  secondo  punto  della  dimostrazione  di  questo 
teorema  la  A alla  B,  come  la  C alla  D , ed  essendosi  provato,  che 
C =B2:  A,  e che  D = B3:  A2,  starà  ancora  pel  corollario  IX  de’  principi 
la  A alla  B,  come  B2:  A sta  a B3:A2,  adunque  i due  quozienti  B2:  A, 
e jB3  : A2  sono  paragonati  insieme,  e conseguentemente  per  l’ articolo  III 
dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  debbono  essere  formati 
ambidue  con  una  medesima  unità  assunta. 

III.  In  ordine  all’espressione  ( B3)B  : (.42)  A del  quinto  termine,  si- 
milmente si  proverà,  che  per  formare  il  prodotto  (B3)  B non  è necessario 
valersi  dell’unità  arbitraria , ohe  servì  per  la  formazione  del  prodotto  B2, 
o di  quella,  che  si  assunse  per  formare  il  prodotto  (B2)B] 

Ma  che  a formare  il  prodotto  (A2)  A si  richiede  quell’unità  arbitraria, 
con  cui  si  formò  il  prodotto  (B3)B; 

E che  per  la  formazione  del  quoziente  B*  : A3  è necessario,  che  si 
assuma  quella  medesima  unità  arbitraria , colla  quale  formossi  il  pro- 
dotto B2. 

Quest’ultima  asserzione  si  prova  così: 

Pel  terzo  punto  della  dimostrazione  di  questo  teorema  la  A sta 
alla  B,  come  la  D alla  E,  ed  essendosi  dimostrato,  che  D = B3  : A2,  e 
che  E — B*:A3  sta  ancora  pel  corollario' IX  de’  principi  la  A alla  B, 
come  B 3 : A2  sta  a B 4 : A3;  adunque  i due  quozienti  B3  : A2,  e B*:  A3 
sono  paragonati  insieme,  e conseguentemente  per  l’articolo  III  dello 
scolio  annesso  alla  definizione  XXXIX  debbono  esser  formati  ambidue 
con  una  medesima  unità  assunta. 

Ma  per  l’articolo  secondo  del  presente  scolio  il  quoziente  B3  : A2 
dev’ esser  formato  con  la  medesima  unità,  che  si  assunse  per  formare  il 
prodotto  B2;  adunque  anche  il  quoziente  Bi  : A3  dev’ esser  formato  con 
la  stessa  unità,  che  si  assunse  per  formare  il  prodotto  B 2 numeratore 
del  quoziente  B2  : A,  che  equivale  al  secondo  termine  della  progressione. 

IV.  Egli  è visibile,  che  simiglianti  riflessioni  hanno  luogo  in  ordine 
a tutti  gli  altri  termini  della  progressione,  che  vengono  dopo  il  quinto. 

V.  Egli  è chiaro  ancora  dopo  le  cose,  che  si  sono  distintamente 
notate,  che  le  diverse  unità,  le  quali  possono  assumersi  ne’  modi 
espressi  di  sopra,  non  variano  punto  il  valore  dell’espressione,  che  in 
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forma  di  quozienti  esprimono  nella  maniera  esposta  il  valore  de’  termini 
della  progressione. 


Teorema  CXIX.  — Sieno  le  due  progressioni  geometriche  (1),  e (2). 
le  quali  costino  di  qualunque  numero  di  termini,  ed  abbiano  comune  il 
primo  termine. 


(1)  A,  B,  C,  D , E,  ec. 

(2)  A,  G,  H,  I,  K,  ec. 

H Gl  G K 

Io  dico,  che  è duplicata  di  ^ ; che  — è triplicata  di  „ '■>  che  -= 

O ti  U ti  E 

è quadruplicata  di  ~ , e così  sempre,  ec. 


Dimostrazione.  — In  conformità  del  precedente  teorema  le  pro- 
gressioni (1),  e (2)  si  esprimano  rispettivamente  così: 

(I)  A,  B,  B2:  A,  B3  : A2,  B4:À3,  ec. 

(H)  A,  G,  G2:A,  G3:A2,  G*:A3,  ec. 

E pel  corollario  VIII  de’  principi  si  avrà 

H CP  : A I G3  : A2  K G*  : A3 
0~'B*:A’  D~  B3  \A2  : E~Bi-  A 3 ’ e0* 


G2-  4 G2 

Ma  pel  corollario  III  del  teorema  CV  ^ ; adunque  pel  co- 

. . H G2 

rollario  XI  de’  principi  ^ ^ ; in  oltre  pel  corollario  XIII  del  teo- 

G2  G H G 

rema  LXXXIII  -p0  è duphcata  di  -=  ; adunque  è duplicata  di  • 

Jj  “ ti  C ./j 

Insistendo  ne’  vestigi  del  medesimo  raziocinio  si  proverà  similmente, 
I G3  , KGi  I G K 


D B$:  „ ^ b*  ’ p è triplicata  di  ^ , e e qua- 


che : e che 

druplicata  di  ~ • 

Chiaramente  si  vede,  che  il  resto  del  teorema  si  prova  nella  mede- 
sima guisa,  e per  conseguenza  egli  è vero  generalmente. 


272 


TEORIA  GENERALE 


Teorema  CXX.  — Sieno  le  due  progressioni  geometriche  (1),  e (2) 
di  qualunque,  ma  egual  numero  di  termini,  e il  primo  termine  di  esse 
sia  comune: 

(1)  A,  B,  G D. 

(2)  A,  M,  L K. 

E sieno  le  altre  due  progressioni  geometriche  (3),  e (4) 

(3)  G,  F,  E D. 

(4)  G,  H,  I K. 

Le  quali  abbiano  comune  tra  loro  il  primo  termine;  contengano  ad 
una  ad  una  tanti  termini,  quanti  ne  hanno  le  progressioni  (1),  e (2)  ad 
una  ad  una;  l’ultimo  termine  della  progressione  (3)  sia  lo  stesso,  che 
l’ultimo  della  progressione  prima,  o sia  (1),  e l’ultimo  termine  della 
progressione  (4)  sia  lo  stesso,  che  l’ultimo  termine  della  progressione  (2); 

Io  dico,  che  B sta  ad  M,  come  F ad  H,  che  G sta  ad  L,  come  E 
ad  I,  e cosi,  ec. 

Dimostrazione.  — I.  Le  progressioni  (1),  (2),  (3),  e (4)  in  virtù 
del  teorema  CXVII1  si  esprimano  respettivamente  così: 


(I) 

A,  B,  BB:  A... 

..(BBB,  ec.)  : (AA,  ec.). 

{IO 

A,  M,  MM  : A. . 

. .(MMM,  ec.):(AA,  ec.). 

(III) 

G,  F,  FF  : G.  . 

..(FFF,  ec .):(GG,  ec.). 

(IV) 

G,  H,  HH:G... 

. .(HHH,  ec.)  : (GG,  ec  ). 

Egli  è chiaro  pel  corollario  Vili  de’  principj,  che  D sta  a K,  come 
D a K,  ma  in  virtù  dell’ espressioni  (I),  (II),  (III),  e (IV)  la  D è uguale  a 
( BBB , ec.)  :(AA,  ec.),  ed  anche  ad  (FFF;  ec.)  : (GG,  ec.),  come  pure  la  K 
è uguale  ad  (MMM,  ec.):(AA.  ec.),  e ancora  ad  (HHH.  ec. ):(GG,  ec.); 
adunque  pel  corollario  IX  de’ principj,  sussiste  questa  proporzionalità 
(BBB,  ec.)\(AA,  ec.)sta  ad  (MMM,  ec.)\(AA,  ec.),  come  (FFF,  ec.) ‘.(GG,  ec.) 
sta  ad  (HHH,  ec)  : (GG,  ec.);  ma  pel  corollario  III  del  teorema  CV,  e tra- 
sponendo, BBB,  ec.  sta  ad  MMM,  ec.,  come  (BBB,  ec.):  (AA,  ec.)  sta  ad 
(MMM,  ec.)  : (AA,  ec.),  e per  la  stessa  ragione  FFF,  ec.  sta  ad  HHH,  ec., 
come  (FFF,  ec.)  : (GG,  ec.)  sta  ad  (HHH,  ec.)  : (GG,  ec.). 

Adunque  pel  corollario  XII  de’  principj,  BBB, e c.  sta  ad  MMM,  ec.,  co- 

„„„  j TjTTTj  ■ v BBB,  ec.  FFF,  ec. 

me  FFF , ec.  sta  ad  HHH,  ec.,  cioè  „ = , e conseguen- 

MMM,  ec.  HHH,  ec.  6 

B F 

temente  per  la  seconda  parte  del  corollario  II  del  teorema  XLII  — = — • 
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TI.  Si  è provato  nel  primo  punto,  che  = > adunque  per  la  prima 

parte  del  corollario  II  del  teorema  XLII  J ‘r-„  = cioè  B2 . M2  : : F'2 . H2; 

M2  H2 

ma  pel  corollario  III  del  teorema  CV  B2  : A sta  ad  M2  : A,  come  B2 
ad  M 2,  e per  la  stessa  ragione  F'2  : G sta  ad  H 2 : G,  come  F'2  ad  H2', 
adunque  pel  corollario  XII  de’  principi , B2  : A sta  ad  M2  : A,  come 
F2  : G ad  H2  : G. 

Ora  pel  teorema  CXVIII  G = B2  : A;  L = M2:A;  E = F2:C;  I = H2:G; 
adunque  pel  corollario  IX  de’  principi  G . L : : E . I. 

III.  È evidente,  che  il  resto  del  teorema  si  proverà  come  il  secondo 
punto  di  questa  dimostrazione;  e perciò  il  teorema  è generalmente  vero. 


Teorema  CXXI.  — Sieno  quante  progressioni  geometriche  si  vo- 
gliano, le  quali  abbiano  comune  il  primo  termine,  sieno  v.  g.  le  quattro 
infrascritte 


(1) 

A,  B,  C,  D,  ec. 

(2) 

A,  G,  H,  I,  ec. 

(3) 

A,  M,  N,  0,  ec. 

(4) 

A,  R,  S,  T,  ec. 

io  dico,  che 
anche  C,  H, 
tinua,  e così 

se  B,  G,  M,  R sono  in  proporzione  geometrica  continua, 
N,  S,  e D,  I,  0,  T sono  in  proporzione  geometrica  con- 
sempre,  ec. 

Dimostrazione.  — Le  progressioni  (1),  (2),  (3),  e (4)  in  virtù  del 
teorema  CXVIII  si  rappresentano  respettivamente  in  questa  guisa: 

(I) 

A,  B,  B2  : A,  B*:  A2,  ec. 

(II) 

A,  G,  G‘2:  A,  G3  : A2,  ec. 

(IH) 

A,  M,  M 2 : A,  M3  : ^l2,  ec. 

(IV) 

A,  R,  R2  : A,  R3  : A2,  ec. 

E si  consideri,  ohe  esssendo  per  l’ipotesi  B.G  ::G . M,  e G . M : : M . R, 
sarà  ancora  pel  corollario  IX  del  teorema  LXXXTII  B2 . G2  : : G2 . M2, 
e G2  ad  M'2,  come  M2  ad  R2',  ma  pel  corollario  III  del  teorema  CV 
B'2  : A sta  a 6r2:^4,  come  B2  a G'2,  e per  la  medesima  ragione  G2  : A sta 
ad  M'2\A,  come  G'2  ad  M2',  adunque  pel  corollario  XII  de’  principi 
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B'1  : A sta  a G2:A,  come  G2  : A sta  ad  M2  : A;  nella  stessa  guisa  si  mo- 
strerà, che  G2  : A sta  ad  M2  : A,  come  M2  :A  ad  R2 . A,  e perciò  sono 
in  proporzione  geometrica  le  seguenti  grandezze  B2  : A,  G2:A,  M2:A, 
R2  : A;  adunque  in  virtù  del  corollario  IX  de’  principi  sono  in  propor- 
zione geometrica  continua  le  grandezze  C,  H,  N,  S ad  esse  respettiva- 
mente  eguali. 

È visibile,  che  collo  stesso  discorso,  e citando  le  medesime  propo- 
sizioni si  proverà  il  resto  del  teorema;  ed  è egualmente  visibile,  che  il 
medesimo  metodo,  e lo  stesso  progresso  di  raziocini  hanno  luogo  in 
qualunque  numero  di  progressioni  geometriche,  costanti  di  qualsisia  nu- 
mero di  termini;  adunque  il  teorema  è generalmente  vero. 


Teorema  CXXII.  — Sieno  le  progressioni  geometriche  (1),  e (2), 
che  costino  di  qualsivoglia  numero  di  termini,  ed  abbiano  comune  il 
primo. 

(1)  A,  B,  C,  D,  E , F,  ec. 

(2)  A,  G,  E , 1,  K,  L,  ec. 

DI  E K 

Io  dico,  che  -=  sta  ad  , come  C ad  ff,  e che  sta  a , come 
-O  (x  jo  (J 

D ad  I,  e similmente  in  infinito. 


Dimostrazione.  — I.  Pel  teorema  CXVIII,  C=B2  : A;  D = B3  : A2,  ec. 

ed  H = G2  : A;  1 = GS  : A2,  ec. 

Pel  corollario  Vili  de’  principi  D . B : : (B3  : A2) . B ; ma  in  virtù  del 
corollario  II  del  teorema  LXXVII  ( B 3 : A2)  .B  ::  B2 . A2,  perchè  pel  teo- 
rema C (B3  : A'2)  A2,  prodotto  degli  estremi,  è uguale  a B3,  e pel  corol- 
lario II  del  teorema  XLV  B (B2)  prodotto  de ’ medj  è uguale  parimente 


D 

a B 3;  adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  D . B ::  B2 . A2,  ci oè-g  = -p- 


II.  Si  mostrerà  similmente,  che  I sta  a G : : G2 . A2,  cioè 

G2 


G 


G2  . 
A2  ’ 


D j B2 

adunque  pel  corollario  Vili  de’  principi  ]g  ' q::  42  ' ^2  > ma  Pel  teo_ 

B2  G2 

rema  III  • ^2::  B'2 . G2;  adunque  pel  corollario  XI  de’ principi 


D I 

B ' G 


B2 . G2. 


III.  Ora  pel  corollario  Vili  de’  principi  C . H ::  ( B 2 : A)  . ( G 2 : A),  e 
pel  corollario  III  del  teorema  CV  (B2  : A)  . (G2  : A)  ::  B2 . G2;  adunque 
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pel  corollario  XI  de’  principi  C . H : : B2 . G'2,  ed  essendosi  provato  nel 

secondo  punto,  che^  • ::  B2 . G2,  ne  siegue  pel  corollario  XI  de’  prin- 

t>  (J 

eipj,  che  ^ • t.:  C . H. 

IV.  Facendo  gl’istessi  raziocini,  e allegando  le  stesse  proporzioni,  si 
E K 

proverà,  che  -g  • D .1,  e si  proveranno  eziandio  le  altre  parti  del 
teorema;  adunque  il  teorema  è generalmente  vero. 


Teorema  CXXIII.  — Sieno  le  due  progressioni  geometriche  (1), 
e (2)  costanti  di  qualsivoglia  numero  di  termini,  ed  abbiano  comune  il 
primo. 

(1)  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ec. 

(2)  A,  G,  H,  /,  K,  L,  ec. 

C B 

Io  dico,  che  sta  a , come  B a G; 

ti  (jT 

D B 

Che  — sta  a , come  C ad  H; 

1 G 

Bj  B 

Che  ~rr  sta  a -r, , come  D ad  I,  e similmente  in  infinito. 

A G 


Dimostrazione.  — I.  Pel  teorema  CXVIII  C = B2  : A;  D = B3  : A2; 
E = B*  : A3,  ec.  come  pure  H = G2  : A ; I = G3  : A2;  K = G*  : A3,  ec. 
Pel  corollario  Vili  de’  principj  C . H ::  { B 2 : A)  . ( G 2 : A);  ed  essendo 

B2  : A B2 

pel  corollario  III  del  teorema  CV  qì  > ® ancora  pel  corollario  XI 

C 52 

de’  principj  -==  = ^ ; adunque  pel  corollario  Vili  de’  principj 
ti  G~ 

C B B2  B 
H * G ' : G2'  G‘ 

B BG 

II.  Ma  pel  teorema  LXXII  ; adunque  ponendo  nell’ul- 

tima  proporzionalità  del  primo  punto  in  luogo  della  sua  eguale  , 


G2 

G B B'2  BG 


si  avrà  pel  corollario  IX  rie’  principj  v>  • 77  : : 77  • -7^  ; e perchè  in  virtù 

li  G \jrù  G4 
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B2  BQ 

del  teorema  III  si  à ::  B2  .BG,  si  à eziandio  pel  corollario  XI 

U“  G-  r 

de’  principj  ~ ^ : B2  : BG  ; 

Di  più  pel  teorema  LXXIII  abbiamo  B2.BGv.  B .G,  adunque  pel 

C B 

corollario  XI  de’  principi  B .G. 

H (jI 


III.  Si  proverà  similmente,  che 


pel  teorema  LXXII 

(3) 


B B(G- 


D -B3  , D B B3  B 

T ~ qs  . e che  j • ::  p • g i ma 


~ ; adunque  pel  corollario  IX  de’  principi  : 


G G(G2) 

D B B3  B{G2) 


I G " G3  G(G2) 

In  oltre  pel  corollario  II  del  teorema  LXXXI  B (B2) 


G(G2)  = G 3;  adunque  pel  corollario  Vili  de’  principi  , e con- 


= £3,  e 

B(B2)  _ Ri 

G(G~)  ~ &'•  ' 

seguentemente  in  vigore  del  corollario  IX  de’  principi  la  proporziona- 

,r  , .,  u D B B(B2)  B(G2) 

hta  (3)  registrata  di  sopra  somministra  quest  altra  -=-•  , 

LG  G(G~)  G (G2) 

ed  essendo  pel  teorema  III  ■ : B(B2)  . B(G2)]  è ancora  pel 

G ((*“)  G (Gz) 

D JB 

corollario  XI  de’  principi  y : : B(B2) . B(G2);  ma  perchè  in  vigore  del 
teorema  LXXIII,  è B(B2) . B(G2)  : : B2  . G 2,  sarà  altresì  pel  corollario  XI 
de’  principi  y • — : :B2.G 2. 

C B2 

Si  consideri  ora,  che  nel  primo  punto  si  è provato  essere  . 

zz  G~ 

cioè,  C .H::B2.G2,  e si  vedrà  che  pel  corollario  XI  de’  principi  esser 
dee 

1 (jT 

IV.  Formando  i medesimi  discorsi,  e allegando  le  proposizioni  me- 
desime, si  proveranno  le  altre  parti  del  teorema;  adunque  il  teorema  è 
generalmente  vero. 


Teorema  CXXIV.  — Sieno  le  due  progressioni  geometriche  (1),  e 
(2),  le  quali  abbiano  comune  il  primo  termine: 

(1)  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ec. 

(2)  A,  G,  H,  I,  K,  L,  ec; 
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C G 

io  dico,  che  la  proporzione  di  ^ verso  ~ è triplicata  della  propor- 


ci-5 

zione  di  -=  ; 
G 


D H 

Che  la  proporzione  di  --  verso  è quintuplicata  della  propor- 


zione di 


. B 


G ■ 


E D 

Che  la  proporzione  di  verso  -j  è settuplicata  della  propor- 


zione di 


B 

G 


E similmente  in  infinito. 


Dimostrazione.  — I.  In  virtù  del  teorema  CXVI1I  C = B2  : A, 
ed  H = G2  : A,  e conseguentemente  pel  corollario  Vili  de’  principj 

^ ’ ma  Pe^  corollario  IH  del  teorema  CV  ^ , ' ' j = ; adunque 

C B 2 

pel  corollario  XI  de’  principj  ==  q2>  6 pel  corollario  Vili  de’  principj 

C G B2 

la  proporzione  di  -=  verso  ^ è la  medesima,  che  la  proporzione  di 
tl  ti 

n D2  fi 

verso  ~ , ma  pel  corollario  I del  teorema  LXXVII  : : B(B2)  . G(G-); 

C G 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  la  proporzione  di  ==  verso  è 

tl  t> 

TU  P2\ 

uguale  a 7.17^  > 0d  avendosi  pel  corollario  III  del  teorema  LXXXI 

Cr(tr  ) 

B(B2)  = Bs,  e G(G2)  = G3 , si  avrà  pel  corollario  Vili  de’  principj 

B(B2)  B3  . C 

G(G2)  = (B  ’ 6 Pe  oor°llar10  de  principj  la  proporzione  di  ^ verso 

G B3 

sarà  eguale  a , e conseguentemente  pel  corollario  XIII  del  teo- 

h ' (jtó 

rema  LXXXIIl  essa  sarà  triplicata  di  ^ . Il  che  dovea  primieramente 

6r 

dimostrarsi. 

II.  Pel  teorema  CXVIII  D = B3  : A2,  ed  I = G3  : A2;  di  modo  che 

D B 3 • A2 

pel  corollario  Vili  de’  principj  -j  = , ed  essendo  pel  corollario  III 

B3  : A2  B3 

del  teorema  CV  = 7=- . sarà  ancora  pel  corollario  XI  de’  princj'pj 

u3  : A2  G3' 


278 


TEORIA  GENERALE 


D B3  C B2 

= -1=7- , ma  nel  primo  punto  si  è provato,  che  -==  = ^ , adunque  con- 

1 (jtó  ti  (jr* 

H 0 2 


vertendo 


-q  = gì’  6 P6^  corollario  Vili  de’  principi  la  proporzione  di 

D H . . ..  B3  G2 

Y verso  y 6 uguale  alla  proporzione  di  verso  ^ ' 

Ora  pel  I corollario  del  teorema  LXXVII  : B2  (B3) . G2  (G3)] 

D H 

adunque  pel  corollario  XI  de’  principi  la  proporzione  di  — verso  è 

L 0 

B2(B 3) 

uguale  a -riì  ) ^ ; ma  pel  corollario  III  del  teorema  LXXXI, 


G2(G3)’ 


B2(B 3)  = B5,  e G2{GS)  = G&-, 


B2(B3)  B5 

adunque  pel  corollario  Vili  de’  principi  ^ , e pel  corollario  XI 

de’  principi  la  proporzione  di  ~ verso  ^ è uguale  a — ; laonde  pel  co- 

B 

lollario  XIII  de!  teorema  LXXXIII,  essa  è quintuplicata  di  - . Il  che 

dovea  dimostrarsi  secondariamente. 

III.  Con  lo  stesso  metodo  e con  i medesimi  discorsi  si  dimostra  il 
rimanente  del  teorema,  che  per  conseguenza  è generalmente  vero. 


Teorema  CXXV.  — Sieno  le  due  progressioni  geometriche  (1),  e (2), 
le  quali  abbiano  comune  il  primo  termine. 

(1)  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ec. 

(2)  A,  G,  H,  1,  K,  L,  ec. 

Io  dico  che  la  proporzione  di  7 verso  ^ è duplicata  di  ~ ; 

1 ir  Gr 

E B B 

Che  la  proporzione  di  ^ verso  ^ ® triplicata  di  ^ ; 

Che  la  proporzione  di  ~ verso  è quadruplicata  di  ^ , e simd- 

Jj  (jT  (jT 

mente  in  infinito. 


Dimostrazione.  — I.  Si  à pel  teorema  CXVIII,  D = Bi:A2,  ed 

D B3  A2 

I — G3:  A2  ; e quindi  pel  corollario  Vili  de’  principi  — = ^3j2  > 8‘  & an* 
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BSA2  B 3 

cora  pel  corollario  III  del  teorema  CV  ...  = ,v5 , e pel  corollario  XI 

Cr3  J3  G3  r 

D B3 

de’  principj  —gà  di  modo  che  pel  corollario  Vili  de’  principi  si  vede 
DB  B3  B 

essere 

B 3 B 

Di  più  pel  I corollario  del  teorema  LXXVII  — = • ^ : : G (B3)  . B ( G 3), 

( JT 6 (jT 

e perciò  in  virtù  del  corollario  XI  de’  principj  la  proporzione  di  ^ 
G(B3)  _ 


verso  è uguale  a r>)y^{  ma  pel  corollario  II  del  teorema  LXXXI 


B 

0 w " B(G3) 

G(B3)  = GB3,  e B(G3)  = BG 3 ; adunque  pel  corollario  Vili  de’  principj 

G(B3)  GB 3 , . . . , . D 

B\(P)  ~ BG 3 ’ e Pe  corollari°  XI  de  principi  la  proporzione  di  -j  verso 

« è uguale  a ^7=-,,  e perchè  in  vigore  del  corollorio  V del  teo- 

Or  _dOt* 

GB 3 Z?2 

rema  LXXXIII  ^3  = ^,  ne  siegue  pel  corollario  XI  de’  principj,  che 
la  proporzione  di  verso  è uguale  a -9 , cioè  pel  corollario  XIIT  del 

1 (jT  (jT 

teorema  LXXXIIi  essa  è duplicata  di  ^ • Il  che  dovea  primieramente 
dimostrarsi. 

II.  Il  teorema  CXVIII  somministra  E = B*  : A3 , e K = G*  : A3 , e 

il  corollario 


E B*A3 

perciò  in  virtù  del  corollario  Vili  de’  principj  > 


del  teorema  CHI  mostra  il  secondo  membro  dell’ultima  proporzionalità 
B* E B* 


eguale  a ~7i  ; laonde  pel  corollario  XI  de’  principj  = 


di  maniera 


che  pel  corollario  Vili  de’  principj  si  à 


K~G *’ 

E B B*  B 

k'g::g*‘g' 

Ora  pel  I corollario  del  teorema  LXXVII  si  à questa  proporziona- 
B*  B 

lità  ’q  " e quindi  pel  corollario  XI  de’  principj  la  pro- 
porzione di  ^ verso  ^ è uguale  a > 6 avendosi  pel  corollario  II 

A Or  £>  (Or) 

del  teorema  LXXXI  G(B*)  = GB4,  e B(G 4)  = BG*,  si  à pel  corollario  Vili 

, , . . • G(B*)  GB*  . YT  ^ . • • • , 

de  principj  gjfHj  = jjQi  » e Pe^  corollario  XI  de  princip]  la  proporzione 
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E E GE^ 

di  verso  ^ è uguale  a 4 , ma  pel  corollario  V del  teorema  LX  XXIII 

GB*  Bs  E 

; adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  la  proporzione  di  -= 

A 


BG 4 “ Gs 
B 
G 


B Bs 

verso  ^ è uguale  a ^ , cioè  pel  corollario  XIII  del  teorema  LXXXIII 


essa  è triplicata  di  . Il  che  dovea  secondariamente  dimostrarsi. 

G 

Seguendo  i medesimi  vestigi,  e citando  le  medesime  proposizioni,  si 
proverà  il  rimanente  del  teorema,  che  per  conseguenza  è general- 
mente vero. 


Teorema  CXXVI.  — Steno  due  progressioni  geometriche,  ciascuna 
delle  quali  costi  di  qualunque  numero,  ma  impari,  di  termini,  e ambedue 
ne  contengano  un  numero  eguale,  sieno  in  oltre  eguali  i termini  dimezzo 
di  ciascuna  di  esse,  come  sarebbero  per  cagion  d’esempio  le  due  pro- 
gressioni seguenti  : 

(1)  A,  B,  C,  X,  D,  E,  F. 

(2)  G,  H,  1,  X,  K,  L,  M. 

Nelle  quali  i termini  di  mezzo,  che  debbono  essere  eguali,  sono  de- 
notati con  la  medesima  lettera  X,  in  virtù  del  corollario  IX  de’  prin- 
cipj, e dello  scolio,  che  lo  precede; 

Io  d^co,  che  se  uno  de’  termini  precedenti  la  X nella  progressione  (1) 
sta  ad  uno  de’  termini  susseguenti  la  X [e  da  essa  egualmente  distante 
nella  stessa  progressione  prima  (1)],  come  il  termine  corrispondente,  il 
quale  in  egual  sito  precede  la  X nella  progressione  (2),  sta  al  termine, 
il  quale  in  egual  distanza  siegue  la  X nella  medesima  progressione  (2), 
allora  qualunque  termine,  che  precede  la  X nella  progressione  (1),  starà 
al  termine,  che  in  egual  distanza  siegue  la  X nella  stessa  progressione; 
come  il  termine  ad  esso  corrispondente,  che  in  egual  sito  precede  la  X 
nella  progressione  (2),  sta  al  termine,  che  nella  medesima  progressione  (2)> 
siegue  la  X in  pari  distanza. 

Nel  nostro  esempio  dee  provarsi: 

Primo,  che  posta  questa  proporzionalità  C . D ::  I . K,  sussistono 
quest’  altre  B . E : : H . L,  ed  A . F : : G . M . 

Secondo,  che  posta  questa  proporzionalità  A . F : : G . M,  sussistono 
quest’altre  C . D ::  I . K,  ed  B . E ::  H . L. 
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Terzo,  che  posta  questa  proporzionalità  B . E ::  H . L,  sussistono 
quest’ altre  C . D ::  I . K,  ed  A . F ::  G . M. 

Dimostrazione.  — I.  Essendo  per  l’ipotesi  A,  B,  C,  X,  e G,  H , 
I,  X in  progressione  geometrica,  saranno  eziandio  X,  C,  B,  A,  ed 
X,  I,  H , G in  progressione  geometrica,  e ciò  pel  teorema  LXIV;  di 
modo  che  in  virtù  del  teorema  CXVIII,  le  progressioni  (1),  e (2)  pos- 
sono respettivamente  esprimersi  così  : 


(3)  C3  : X2,  C 2 : X,  C:  X,  D,  D2  : X,  D3  : X2. 

(4)  I3  : X2:  P : X,  /,  X,  K,  X2  : X,  K3  : X2. 


II.  Se  dunque  si  suppone  C . D ::  I . K si  avrà  pel  corollario  IX  del 
teorema  LXXXIV,  C2  . D2  : P . K2  ; ma  pel  corollario  III  del  teorema  CV 
C2  ' X C2  P ■ X P 

. x = 7)2  ’ ed  x-  X = K2  ’ adun(lue  Pel  corollario  XI1  de’  principi 
C2  : X I2  : F 

7Ì2TT  = Wty ’ 0 sostituendo  in  luogo  de5  termini  di  quest5 ultima  pro- 

porzionalità  le  respettive  grandezze  B,  E,  H,  L.  che  ad  esse  sono  eguali, 

B H 

avrà  pel  corollario  IX  de’  principi  ^ • 

Mj  lJ 


SI 


Similmente  raziocinando  si  mostrerà  essere 


C3  : X2  P : X2 


cioè 


D3  : X2  KS  -.X2 

A G 
F~  M 

ITI.  In  oltre  se  si  supporrà  A . F ::  G . M,  cioè  pel  corollario  IX 
C3  : X P : X2 

de’ principi  ^ , ^ ; dovrà  considerarsi,  che  pel  corollario  III 

P : X2 


C3  C3  : X’2  P 

del  teorema  CV,  e trasponendo  ■ ed  ^ = D3~:X2  ’ 


adun- 


que pel  corollario  XII  de’ principi  sarà  parimente  C3.D3::P.K3,  e 
quindi  pel  corollario  X del  teorema  LXXXIII  si  vedrà  ossere  G ■ D : : I . K. 

IV.  Essendosi  ora  dimostrata  questa  proporzionalità  C.D..I.K, 


' si  dimostrerà,  come  si  è fatto  nel  secondo  punto,  che 


C2  : X P : X 
D2:  X ~ K2  :X’ 


vale  a dire  in  virtù  del  corollario  IX  de’  principi,  che  -==-=• 

Mi  L 

V.  Raziocinando,  come  si  è fatto  ne’  punti  terzo,  e quarto,  si  pro- 
verà similmente,  che  posto  che  sia  B . E : : H . L,  sarà  del  pari  C . Z>  : : I .K, 
ed  A.Fr.G.M. 

VI.  A chi  considera  la  cosa  attentamente,  si  renderà  manifesto,  che 


282 


TEORIA  GENERALE 


il  simile  si  dimostrerà  in  qualunque  numero  impari  di  termini,  de’  quali 
costar  possono  le  due  suddette  progressioni  (1),  e (2);  adunque  il  teo- 
rema è generalmente  vero. 


Teorema  CXXVII.  — Sieno  le  due  progressioni  geometriche  (1), 
e (2)  costanti  di  qualunque  numero  di  termini: 

(1)  A,  B,  C,  D,  R,  ec. 

(2)  E,  F , G,  H,  I,  ec. 

G G 

Io  dico,  che  la  proporzione  di  — verso  ^ è duplicata  della  propor- 

B F 

zione  di  -j  verso  „ ; 

A Ih 

D H 

Che  la  proporzione  di  -j  verso  è triplicata  della  proporzione  di 

B F 

2 verao  E ' 

E similmente  in  infinito. 


Dimostrazione.  — I.  Pel  teorema  CXVIII  C -B-:  A,  D = B3:  A2,  ec. 
come  pure  G = F2:E,  H—F3\E 2,  ec.  Pel  corollario  Vili  de’  principj 
C . A ::  (B2  : A) . A,  e ponendo  in  questa  proporzionalità,  in  luogo  del 
quarto  termine  A,  l’espressione  A2  : A,  che  gli  equivale  pel  teorema  IC, 

C B2  : A 

si  à pel  corollario  IX  de’  principj  , ma  pel  corollario  III  del 

' A.  B2  G B - 

teorema  CV  ^2  ':  j = j2 > adunque  pel  corollario  XI  de’  principj  jj=j2> 

G F2 

si  mostrerà  similmente,  che  „ = 7 ; adunque  pel  corollario  Vili  de’  prin- 

Ih  Ih* 

G G B 2 F2 

cipj  —t  sta  a = , come  ~r„  ad  -=•„ , e conseguentemente  in  virtù  del  teo- 

c A E A“  B2 

C G 

rema  LXXXVI,  la  proporzione  di  -j  verso  ^ è duplicata  della  propor- 

B F 

zione  di  -j  verso  =,• 

A Ih 

II.  Di  nuovo  pel  corollario  Vili  de’  principj  D . A : : (B3  : A2) . A,  e 
surrogando  in  questa  proporzionalità  in  cambio  del  quarto  termine  A, 
l’espressione  A {A2):  {A2),  che  gli  equivale  pel  teorema  0,  si  à pel  co- 

D Bz  : A2 

Tollario  IX  de’  principj  -t=  , ma  pel  corollario  III  del  teo- 

A A (A  ) l A 
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rema  CV 
D Bs 


B 3 : A2 


B 2 


A (A2):  A 2 4(.4S 


; adunque  pel  corollario  XI  de’  principj 


e perchè  in  virtù  del  corollario  II  del  teorema  LXXXI, 

A A y A j 

D B 3 

A (A2)  = A3,  si  à eziandio  pel  corollario  IX  de’  principi  = -p  • 

H F 3 

Similmente  si  mostrerà,  che  ^ ^ ; adunque  pel  corollario  VIII 

Z>  H B3  F'i 

de’  principj  -r  sta  ad  — , come  ,3  ad  ~=  ; laonde  pel  teorema  LXXXVI, 
A ih  A Uj 

D H B 

la  proporzione  di  — verso  — è triplicata  della  proporzione  di 


verso 


F 

É‘ 


III.  Col  medesimo  discorso,  e con  allegare  le  medesime  proposizioni 
si  dimostreranno  l’ altre  parti  del  teorema,  il  quale  per  conseguenza  è 
generalmente  vero. 


Scolio  — Le  dimostrazioni  dei  nove  teoremi  precedenti  basteranno 
a far  conoscere  la  meniera  di  valersi  del  teorema  CXVIII,  per  dimo- 
strare quelle  proposizioni,  che  concernono  le  progressioni  geometriche. 


Teorema  CXXVIII.  — Sieno  in  proporzione  geometrica  continua 
le  due  serie  (1),  e (2),  la  prima  dell*  quali  costa  di  tre  termini,  e la 
seconda  di  quattro: 

(1)  A,  B,  C. 

(2)  E,  F,  G,  H. 

E di  più,  il  primo  termine  A della  serie  (1)  sia  eguale  al  primo 
termine  E della  serie  (2),  e l’ultimo  termine  C della  serie  (1)  sia  eguale 
all’ultimo  termine  H della  serie  (2): 

Io  dico,  che  la  proporzione  ^ è triplicata  di  una  proporzione,  di 
cui  la  proporzione  ^ è duplicata. 

Dimostrazione.  — In  ordine  alla  serie  (1),  si  frappongano  tra  A, 
e B due  grandezze  8,  e T tali,  che  A,  8,  T,  B sieno  in  proporzione 
geometrica  continua,  e due  altre  grandezze  X,  ed  Y si  frappongano  tra 
B,  e C tali,  che  B,  X,  Y,  C sieno  in  proporzione  geometrica  continua. 
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In  ordine  alla  serie  (2),  s’interpongano  tra  E,  ed  F,  tra  F,  e 0,  e 
tra  G,  ed  H le  tre  grandezze  respetti  ve  0 P,  Q,  tali,  che  tanto  E,  0,  F j 
quanto  F,  P,  G,  ed  anche  G,  Q,  H sieno  in  proporzione  geometrica 
continua. 

Ciò  fatto,  si  consideri,  che  in  virtù  del  teorema  LXXI  si  avranno 
le  infrascritte  progressioni  geometriche: 


(3)  A,  S,  T,  B,  X,  Y,  C, 

(4)  E,  0,  F,  P,  G,  Q,  H, 

ciascuna  delle  quali  costa  di  egual  numero  di  termini,  e perciò  in  virtù 

4 4 E E 

del  teorema  LXX  ~ è tanto  moltiplice  di  g , quanto  g di  g ; adunque 

^4 

per  lo  scolio  annesso  alla  definizione  XXIX  la  g è ugualmente  summol- 
. A E E 

tiplice  di  , che  la  di  — ; ma  supponendosi  A — E,  e C — H,  la 
(.  Da. 

A , E 

g è uguale  alla  g pel  corollario  Vili  de’  principj;  adunque  pel  corol- 

A.  E E A 

lario  IV  del  teorema  XLII  g = g , e trasponendo  g = g • 

A A A /A\3 

Ora  pel  teorema  LXX  g è triplicata  di  g , cioè  g = lgl,  6 

E A 

siccome  si  è provato  essere  g = g , così  pel  corollario  II  del  teo- 
rema XLII  g = j ; vale  a dire*g  è triplicata  di  g . 

E jE 

In  oltre  pel  teorema  LXX  g è duplicata  di  g ; adunque  g è tri- 
E E 

plicata  della  proporzione  7=-,  di  cui  è duplicata.  TI  che  dovea  di- 

U r 

mostrarsi. 


Teorema  CXXIX.  — Sieno  in  proporzione  geometrica  continua  le 
due  serie  (1),  e (2),  la  prima  delle  quali  costa  di  quattro  termini,  e la 
seconda  di  cinque  : 

(1)  A,  B,  C,  D. 

(2)  E,  F,  G,  H , I. 

E di  più  il  primo  termine  A della  serie  (1)  sia  eguale  al  primo 
termine  E della  serie  (2),  e l’ultimo  termine  D della  serie  (1)  sia  eguale 
all’ultimo  termine  I della  serie  (2). 
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Io  dico,  che  la  proporzione  ~ è quadruplicata  di  una  proporzione, 
E 

di  cui  la  proporzione  — è triplicata. 

Dimostrazione.  — Per  dimostrare  questo  teorema  debbonsi  frap- 
porre nella  serie  (1)  tra  ogni  coppia  di  termini  tre  medie  proporzionali: 
e debbonsi  frapporre  nella  serie  (2)  tra  ogni  coppia  di  termini  due  medie 
proporzionali:  dopo  questo  si  debbono  fare  i medesimi  raziocinj,  co’  quali 
si  è provato  il  precedente  teorema,  e rimarrà  dimostrato  il  teorema 
presente. 


Teorema  CXXX.  — Sieno  in  proporzione  geometrica  continua  le 
due  serie  (1),  e (2),  la  prima  delle  quali  costa  di  cinque  termini,  e la 
seconda  di  sei  : 

(1)  A,  B,  G,  D,  E. 

(2)  G,  H,  I,  K,  L,  M. 

E di  più  il  primo  termine  A della  serie  (1)  sia  eguale  al  primo 
termine  G della  serie  (2),  e l’ultimo  termine  E della  serie  (1)  sia  eguale 
all’ultimo  termine  M della  serie  (2); 

Io  dico,  che  la  proporzione  -g  è quintuplicata  di  una  proporzione. 

di  cui  la  proporzione  •=  è quadruplicata. 
ri 

Dimostrazione.  — S’interpongano  nella  serie  (1)  tra  ogni  coppia 
di  termini  quattro  medie  proporzionali;  e s’interpongano  nella  serie  (2) 
tra  ogni  coppia  di  termini  tre  medie  proporzionali:  indi  si  raziocinj,  come 
si  è fatto  nella  dimostrazione  del  teorema  CXXVIII,  e si  dimostrerà 
nella  stessa  guisa  questo  teorema  ancora. 

Scolio.  — Infiniti  teoremi  simili  possono  ritrovarsi,  e similmente 
dimostrarsi,  i tre  precedenti  bastano  per  indicare  il  modo  di  trovarli:  si 
noti  adunque  per  maggior  chiarezza: 

I.  Che  il  numero  de’  termini  della  prima  serie  esser  dee  minore  di 
una  unità  del  numero  de’  termini  della  seconda  serie. 

II.  Che  il  numero  delle  medie  proporzionali,  che  si  debbono  frap- 
porre tra  le  coppie  de’  termini  della  prima  serie  à da  essere  minore  di 
una  unità  del  numero  de’  termini  della  prima  serie. 
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III.  Che  il  numero  delle  medie  proporzionali,  che  si  debbono  frap- 
porre tra  le  coppie  de’  termini  della  seconda  serie  à da  esser  minore  di 
una  unità  del  numero  delle  medie  proporzionali,  che  si  debbono  inter- 
porre fra  le  coppie  de’  termini  della  prima  serie. 

IV.  In  tal  guisa  nasceranno  dalla  prima,  e dalla  seconda  serie  due 
progressioni  geometriche,  ciascuna  delle  quali  costerà  di  egual  numero  di 
termini,  e le  dimostrazioni  di  questi  infiniti  teoremi  procederanno  con 
tenore  uniforme  a quello  della  dimostrazione  del  teorema  CXXVIII. 

Dimostrazione  dell' articolo  quarto  di  questo  scolio.  — La  verità  del- 
l’articolo quarto  del  presente  scolio  si  dimostrerà  agl’intendenti  del  calcolo 
litterale  nella  seguente  maniera: 

Sia  n il  numero  de’  termini  della  prima  serie;  adunque  per  l’arti- 
colo primo  di  questo  scolio,  il  numero  de’  termini  della  seconda  serie 
sarà  n + 1 ; egli  è adunque  chiaro,  che  il  numero  delle  coppie  della  prima 
serie  à da  essere  n—  1,  e che  il  numero  delle  coppie  della  seconda  serie 
à da  essere  n: 

È chiaro  ancora,  che  il  numero  delle  medie  proporzionali  da  inter- 
porsi fra  le  coppie  della  prima  serie  in  virtù  dell’articolo  secondo  di 
questo  scolio  esser  dee  n — 1,  e che  il  numero  delle  medie  proporzionali 
da  interporsi  fra  le  coppie  della  seconda  serie,  in  vigore  dell’articolo 
terzo  di  questo  scolio  medesimo  esser  deve  n — 2. 

Ciò  posto;  non  sarà  difficile  a comprendere,  che  il  numero  de’  ter- 
mini, de’  quali  sarà  per  costare  la  progressione  geometrica,  che  nascerà 
dalla  prima  serie,  sarà: 

(À)  (n — 1 f + n. 

Cioè  il  numero  n — 1 delle  coppie  moltiplicato  pel  numero  n — 1 delle 
medie  proporzionali  frapposte  per  ciascuna  coppia,  con  di  più  il  numero  n 
de’  termini  della  prima  serie. 

Non  anche  sarà  diffìcile  a comprendere,  che  il  numero  de’  termini, 
de’  quali  costerà  la  progressione  geometrica,  che  nascerà  dalla  seconda 
serie,  sarà: 

(B)  n(n — 2)  + ti  + 1. 

Cioè  il  numero  n delle  coppie  moltiplicato  pel  numero  n — 2 delle 
medie  proporzionali  frapposte  tra  ciascuna  coppia,  con  di  più  il  nu- 
mero n+  1 de’  termini  della  seconda  serie.  Ma  l’espressione  (A)  è uguale 
ad  n2 — 2ti+1  + 71,  cioè  ad  7i2 — n+ 1;  e l’espressione  (B)  è uguale  ad 
7i 2 — 27i  + 7i+l,  cioè  ad  n2 — ti+1  71; 
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Adunque  ambedue  le  progressioni  geometriche,  le  quali  nasceranno 
dalla  prima,  e dalla  seconda  serie,  costeranno  di  egual  numero  di  ter- 
mini. TI  che  dovea  dimostrarsi. 

Teorema  generale.  — Sieno  in  progressione  geometrica  le  due 
serie  (1),  e (2),  la  prima  delle  quali  costa  di  n termini,  e la  seconda 
di  ra+1  termini. 

(1)  A,  B,  C,  D....V. 

(2)  E,  F,  G,  H, 

E di  più  il  primo  termine  A della  serie  (1)  sia  eguale  al  primo 
termine  E della  serie  (2),  e l’ultimo  termine  V della  serie  (1)  sia  eguale 
all’ultimo  termine  W della  serie  (2)  ; 

A 

Io  dico,  che  la  proporzione  è n — plicata  di  una  proporzione,  di 
E . 

cui  la  proporzione  -=  e (n  — 1) — plicata. 

.b 


Dimostrazione.  — Tra  ciascuna  coppia  de’ termini  della  prima  serie 
si  frappongano  ( n — 1)  medie  proporzionali;  e tra  ciascuna  coppia  de’ 
termini  della  seconda  serie  si  frappongano  (n— 2)  medie  proporzionali 
La  prima  delle  medie  proporzionali,  frapposte  tra  la  prima  coppia 
della  prima  serie,  si  chiami  S;  e la  prima  delle  medie  proporzionali 
frapposte  tra  la  prima  coppia  della  seconda  serie,  si  chiami  0;  ciò  fatto, 
si  consideri,  che  in  virtù  del  teorema  LXXI  nasceranno  le  due  infra- 
scritte progressioni  geometriche: 


(3)  A,  S B V, 

(4)  E,  0 F W, 


ciascuna  delle  quali  costerà  di  egual  numero  di  termini,  poiché  per 
quanto  si  è mostrato  di  sopra  dopo  l’articolo  quarto  di  questo  scolio, 
il  numero  de’  termini  sì  dell’  una,  come  dell’altra  progressione  sarà 


ri2 — n + 1 . 

A A 

Laonde  in  virtù  del  teorema  LXX  — tanto  è moltiplice  di 

V o 

E . E 

quanto  ^ di  ^ , e perciò  in  virtù  dello  scolio  annesso  alla  defini  - 

4 A E E 

zione  XXIX  la  ^ è ugualmente  summoltiplice  di  ~ che  la  ^ di  ~ ; ma 
o V U W 

A E 

supponendosi  A = E,  ed  V = W,  la  y è uguale  all’  pel  corollario  VITI 
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A E 

de’principj;  adunque  pel  corollario  IV  del  teorema  XLII  = 


-g  = q , e traspo- 


nendo 


E A 
0~  S' 


^4  4 

Ora  pel  teorema  LXX  -g  è n — plicata  di  ^ ; e siccome  si  è provato, 

E A A s 7.  , E 

essere  e n — placata  anche  di  — . 

O b B (J 

E E 

In  oltre  pel  teorema  LXX  ^ è (n — 1) — plicata  di  ; 

jf  u 


A .E  E 

Adunque  è n — plicata  della  proporzione  -=  , di  cui  è ( n — ) — pil- 
li Ut 

caia.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Presupposizioni  ammesse  dagli  Analisti. 

I.  Qualunque  grandezza  A considerata  semplicemente  in  se  mede- 
sima si  dice  essere  in  istato  positivo,  chiamasi  perciò  positiva , e si  de- 
signa, affiggendole  a sinistra  il  segno  + in  questa  guisa  + A,  ovvero 
non  affiggendole  verun  segno,  e scrivendo  semplicemente  A . 

II.  La  stessa  (o  altra  eguale  grandezza)  A considerata  in  senso  con- 
trario al  primo  stato,  in  maniera  che  la  grandezza  A presa  in  contrario 
senso  distrugga  la  A posta  nel  primo  stato,  dicesi  essere  in  istato  con- 
trario, chiamasi  negativa,  e si  contraddistingue  affiggendole  a sinistra 
questo  segno  — , e scrivendo  — A. 

III.  E quindi  l’aggregato  di  + A — A (cioè  di  A — A)  è uguale  g, 
zero;  perchè  in  virtù  dell’articolo  secondo  la  A concepita  in  istato  po- 
sitivo è distrutta  dalla  A negativa. 

IV.  Anzi  deve  egualmente  dirsi,  che  siccome  la  —A,  distrugge  la 
+ A,  così  all’incontro  la  + A distrugge  la  — A,  cioè  la  grandezza  positiva 
distrugge  la  negativa,  mentre  è visibile,  che  l’aggregato  di  — A + A è 
tanto  zero,  quanto  è zero  l’aggregato  di  +A — A. 

V.  E perciò  supponendo  B minore  di  A,  l’aggregato  + A — B . ov- 
vero — B + A è una  grandezza  in  istato  positivo  minore  della  + A ; 

E supponendo  C maggiore  di  A , l’aggregato  A — C,  ovvero  — B + A 
è una  grandezza  in  istato  contrario  della  C ; laddove  + A + B è una 
grandezza  in  istato  positivo  maggiore  di  -(-  A (presa  separatamente),  e 
di  +B  (presa  separatamente). 

Come  pure  — A — C è una  grandezza  in  istato  contrario  maggiore 
di  —A  (presa  a parte),  e di  — B (presa  a parte). 
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VI.  Ogni  grandezza  può  concepirsi  in  istato  'positivo,  e in  istato 
contrario,  e conforme  la  grandezza  + A,  che  è in  istato  positivo  può 
considerarsi  non  accoppiata  a veruna  grandezza  negativa,  v.  g.  a — B, 
ovvero  a —C,  così  la  grandezza  — A,  che  è in  istato  contrario,  può 
considerarsi  non  accoppiata  a veruna  grandezza  positiva,  v.  g.  a + B, 
ovvero  a + G . 

Così  può  concepirsi,  che  un  mercante  abbia  un  credito  di  mille 
scudi  senza  verun  debito,  e in  tal  caso  il  suo  credito  si  designa  così 
+ 1000  scudi,  vale  a dire  mille  scudi  in  istato  • positivo,  cioè  mille  scudi 
positivi. 

E può  ancora  concepirsi,  che  un  mercante  abbia  un  debito  di  mille 
scudi  senza  verun  credito,  e allora  il  suo  debito  si  contrassegna  così 
— 1000  scudi,  vale  a dire  mille  scudi  in  istato  contrario,  cioè  mille  scudi 
negativi. 

Così  pure  dieci  passi  verso  una  parte,  a cui  si  tende,  si  prendono 
in  istato  positivo,  e si  esprimono  in  questa  guisa  + 10  passi,  cioè  dieci 
positivi. 

E dieci  passi  verso  la  parte  opposta  a quella,  a cui  si  tende,  si 
prendono  in  istato  contrario,  e si  rappresentano  in  questo  modo  — 10 
passi,  cioè  dieci  passi  negativi. 

Corollario  I.  — I.  In  virtù  degli  articoli  primo,  secondo,  terzo,  e 
quinto  i numeri,  che  si  aggiungono,  sono  in  istato  positivo,  cioè  sono 
grandezze  positive,  e i numeri,  che  si  sottraggono,  sono  in  istato  con- 
trario, cioè  sono  grandezze  negative. 

Imperciocché  i numeri,  che  si  sottraggono,  distruggono,  o diminui- 
scono i numeri,  che  si  aggiungono,  allorché  quelli  si  accoppiano  con 
questi. 

II.  Per  la  stessa  ragione,  le  grandezze  di  qualunque  specie,  che  si 
aggiungono,  sono  in  istato  positivo,  e le  grandezze  ad  esse  omogenee, 
che  si  sottraggono  sono  in  istato  contrario. 

Corollario  II.  — Lo  stato  positivo  è uno  stato  contrario  allo  stato 
contrario. 

Imperciocché  per  l’articolo  quarto  la  grandezza  positiva  distrugge 
la  negativa  : or  siccome  la  grandezza  negativa  è in  istato  contrario  dello 
stato  positivo  ; perchè  la  grandezza  negativa  distrugge  la  positiva,  così 
con  egual  ragione  la  grandezza  positiva  è in  istato  contrario  dello  stato 
contrario;  perchè  la  grandezza  positiva  distrugge  la  negativa. 


19  — Tomo  I, 
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Corollario  III.  — E versa-vice  lo  stato  contrario  dello  stato  con- 
trario è uno  stato  "positivo. 

Imperciocché  se  lo  stato  contrario  dello  stato  contrario  non  fosse 
uno  stato  positivo,  ne  seguirebbe,  che  lo  stato  positivo  (il  quale  pel  pre- 
cedente corollario  è uno  stato  contrario  dello  stato  contrario)  non 
sarebbe  uno  stato  positivo,  il  che  è una  manifesta  contraddizione  ; 
adunque,  ec. 

Scolio.  — Questo  corollario  è chiaro  anche  per  se  medesimo  a chi 
ne  comprende  i termini. 

Imperciocché  è cosa  evidente,  che  siccome  la  grandezza  positiva 
+ A presa  in  senso  contrario  a se  stessa,  cioè  concepita  in  istato  con- 
trario a se  stessa,  divien  negativa,  e si  cangia  in  — ,4,  così  la  grandezza 
negativa  — A presa  in  senso  contrario  a se  stessa,  cioè  concepita  in 
istato  contrario  dello  stato  contrario,  dee  restituire  la  pristina  grandezza 
positiva  + A, 

Corollario  IV.  — Adunque,  siccome  — (+  A),  cioè f A è uguale 

a —A,  così  — (—A),  cioè  — — A è uguale  a + A,  vale  a dire  ad  A. 

Imperciocché  queste  espressioni  succinte  racchiudono  il  senso  del 
corollario  precedente. 

Corollario  V.  — Sottrarre  una  grandezza  costituita  in  istato  con- 
trario, cioè  sottrarre  una  grandezza  negativa,  è lo  stesso,  che  porla  in 
istato  positivo,  vale  a dire  è lo  stesso,  che  rendela  positiva,  cioè  è lo 
stesso,  che  aggiungerla. 

Imperciocché  sottrarre  una  grandezza,  che  è costituita  in  istato  con- 
trario, è lo  stesso,  che  porre  in  istato  contrario  una  grandezza,  che  è 
in  istato  contrario;  ma  lo  stato  contrario  dello  stato  contrario  è uno 
stato  positivo  pel  corollario  III;  adunque  sottrarre  una  grandezza,  che 
è costituita  in  istato  contrario,  è lo  stesso,  che  porla  in  istato  positivo, 
cioè  è lo  stesso,  che  renderla  positiva,  vale  a dire  è lo  stesso,  che  ag- 
giungerla. 

Scolio.  — I.  Aggiungere  una  grandezza,  che  è in  istato  contrario,  è 
lo  stesso,  che  lasciarla  nel  medesimo  stato  contrario,  in  cui  si  trova, 
come  è per  se  manifesto,  e perciò  + ( — A)  è uguale  a — A,  cioè 
+ —A  = —A. 

II.  È parimente  chiaro,  che  aggiungere  una  grandezza,  la  quale  è 
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in  istato  positivo,  è lo  stesso,  che  lasciarla  nello  stato  positivo,  in  cui 
ritrovasi,  e quindi  + ( + *4 ) è uguale  + A,  cioè  + +A=A. 

III.  Non  è meno  manifesto  (e  si  è accennato  nel  corollario  IV),  che 
sottrarre  una  grandezza,  la  quale  è in  istato  positivo,  è lo  stesso,  che 
costituirla  nello  stato  contrario,  cioè  renderla  negativa,  e conseguente- 
mente — ( + -4)  è uguale  — A,  cioè \-A= — A. 

Adunque  in  virtù  de’  due  primi  articoli  di  questo  scolio  il  segno  + 
affisso  ad  una  grandezza  negativa,  o ad  una  grandezza  positiva,  non 
cangia  lo  stato,  in  cui  si  trovano  dette  grandezze. 

Ma  in  virtù  dell’antecedente  corollario  IV,  e dell’articolo  terzo  di 
questo  scolio  il  segno  — affisso  ad  una  grandezza  negativa,  o ad  una 
grandezza  positiva,  muta  lo  stato,  in  cui  dette  grandezze  si  ritrovano. 

Definizione  XL.  — Rappresentino  A,  B,  C,  D quattro  grandezze 
in  generale,  tali,  che  A,  e B sieno  tra  loro  omogenee,  e G,  e D pieno 
omogenee  tra  loro; 

Io  dico,  che  le  due  grandezze  +A,  e +B  sono  in  istato  analogo 
della  prima  specie  rispetto  alle  due  grandezze  — G,  e — D;  e che  le  due 
grandezze  — A,  e — B sono  in  istato  analogo  della  seconda  specie  rispetto 
alle  due  grandezze  +G  +D. 

Dà  motivo  a questa  denominazione  l’essere  lo  stato  di  + A simile 
allo  stato  di  +B,  come  lo  stato  di  — C è simile  allo  stato  di  — D. 

Così  lo  stato  di  — A è simile  allo  stato  di  — B,  come  lo  stato  di 
+ G è simile  allo  stato  di  +D. 

Definizione  XLI.  — Io  dico  ancora- 
ché le  due  grandezze  +A,  e — B sono  in  istato  analogo  della  terza 
specie  rispetto  alle  due  grandezze  +C,  e — D; 

E che  le  due  grandezze  — A,  e +B  sono  in  istato  analogo  della 
quarta  specie  rispetto  alle  due  grandezze  — C,  e + D. 

Queste  denominazioni  si  fondano  sull’essere  la  +A  positiva,  e la 
— B negativa,  e sull’essere  la  +C  positiva,  e la  — D negativa. 

Così  la  — A è negativa,  e la  +B  positiva,  come  appunto  la  — C è 
negativa,  e la  +D  positiva. 

Definizione  XLII.  — Io  dico  inoltre: 

Che  le  due  grandezze  + A,  e — B sono  in  istato  analogo  della  quinta 
specie  rispetto  alle  due  grandezze  — C,  e +D; 

E che  le  due  grandezze  — A,  e -f  B sono  in  istato  analogo  della 
sesta  specie  rispetto  alle  due  grandezze  +C,  e — D. 
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Si  riconoscerà  la  proprietà  di  queste  denominazioni,  se  si  rifletterà, 
che  siccome  la  grandezza  -f  A è in  istato  contrario  a quello  della  gran- 
dezza — B pel  corollario  II  delle  presupposizioni,  così  la  grandezza  — C 
è in  istato  contrario  a quello  della  grandezza  + Z). 

E siccome  la  grandezza  —A  è in  istato  contrario  a quello  della 
grandezza  + 8,  così  pel  citato  corollario  II  delle  supposizioni  la  gran- 
dezza + C è in  istato  contrario  a quello  della  grandezza  — D. 

Definizione  XLIII.  — Io  dico  in  fine  : 

Che  le  due  grandezze  negative  —A,  e — B sono  in  istato  analogo 
della  settima  specie  rispetto  alle  due  grandezze  negative  — C,  e — D. 


Teorema  CXXXI.  — Posta  qualunque  proporzionalità  A . B ::  C . D 
(i  due  primi  termini  della  quale  non  è necessario,  che  sieno  omogenei 
ai  due  ultimi);  io  dico,  che  cambiando  lo  stato  di  due  termini  di  essa 
presi  ad  arbitrio,  ovvero  di  tutti  quattro  ne  risulteranno  quattro  gran- 
dezze tali,  che  le  due  prime  rispetto  alle  due  ultime  saranno  in  istato 
analogo  della  prima  specie,  o della  seconda,  o della  terza,  o della  quarta, 
o della  quinta,  o della  sesta,  o della  settima. 

Dimostrazione.  — Mutando  lo  stato  di  due  termini  della  propor- 
zionalità A . B ::  C . D,  ovvero  di  tutti  quattro,  è visibile,  che  i quattro 
termini  di  essa  non  potranno  ricevere  altre  mutazioni,  che  le  espresse 
nelle  sette  formolo  infrascritte  : 


(1) 

+ -1  • +B  : 

-C  . —D. 

(2) 

- A . -B : 

+ C.  +D. 

(3) 

«1 

1 

+ 

+0  . — D. 

(4) 

—A . +B : 

—C  . +D. 

(5) 

+ .4  . — B : 

—C  . +D. 

(6) 

-A  . + B 

+ C . -D. 

(7) 

-A . ~B : 

~C  .~D. 

Adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Definizione  XLIV.  — Allorché  mutando  lo  stato  de’  termini  di 
qualunque  proporzionalità  A . B ::  C . D , ne  risultano  quattro  grandezze 
tali,  che  le  due  prime  di  esse  rispetto  all’ altre  due  sono  in  istato  ana- 
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logo  della  prima  specie,  o della  seconda,  o della  terza,  o della  quarta, 
o della  quinta,  o della  sesta,  o della  settima. 

Io  chiamo  trascendentemente  proporzionali  le  suddette  quattro  gran- 
dezze, e dico  che  costituiscono  una  proporzionalità  trascendente,  oppure, 
che  la  prima  di  esse  sta  trascendentemente  alla  seconda,  come  la  terza 
alla  quarta:  dico  altresì,  che  i quattro  termini  della  stessa.proporziona- 
lità  A . B ::  G . D ricevendo  la  prima,  la  seconda,  la  terza,  la  quarta,  la 
quinta,  la  sesta,  o la  settima  delle  mutazioni  espresse  nelle  sette  formole 
registrate  nella  dimostrazione  dell’antecedente  teorema,  fanno  respetti- 
vamente  una  proporzionalità  trascendente  della  prima,  della  seconda, 
della  terza,  della  quarta,  della  quinta,  della  sesta,  o della  settima  specie. 

In  questa  definizione  non  è necessario,  che  i primi  due  termini  della 
proporzionalità  A . B ::  C . IJ  sieno  omogenei  ai  due  ultimi. 

Corollario  I.  — I.  Nelle  proporzionalità  trascendenti  della  prima,  - 
e della  seconda  specie  le  aliquote  de’  conseguenti  sono  contenute  ne’  loro 
antecedenti  respettivi  in  istato  simile  a quello,  che  hanno  ne’  proprj 
conseguenti:  eie  aliquote  del  primo  conseguente  sono  in  istato  contrario 
a quello  delle  aliquote  del  secondo  conseguente. 

II.  Nelle  proporzionalità  trascendenti  della  terza,  e quarta  specie 
le  aliquote  de’  conseguenti  sono  contenute  ne’ loro  antecedenti  respettivi 
in  istato  contrario  a quello,  che  hanno  ne’ proprj  conseguenti:  e le  ali- 
quote del  primo  conseguente  sono  in  istato  simile  a quello  delle  aliquote 
del  secondo  conseguente. 

III.  Nelle  proporzionalità  trascendenti  della  quinta,  e sesta  specie 
le  aliquote  de’  conseguenti  sono  contenute  ne’  loro  antecedenti  respet- 
tivi in  istato  contrario  a quello,  ch’esse  hanno  ne’ propri  conseguenti; 

E le  aliquote  del  primo  conseguente  sono  in  istato  contrario  a quello 
delle  aliquote  del  secondo  conseguente. 

IV.  Nelle  proporzionalità  trascendenti  della  settima  specie  le  aliquote 
de’  conseguenti  sono  contenute  ne’  loro  antecedenti  respettivi  in  istato 
simile  a quello,  che  hanno  ne’  proprj  conseguenti. 

E le  aliquote  del  primo  conseguente  sono  in  istato  simile  a quello 
delle  aliquote  del  secondo  conseguente. 

Corollario  II.  — In  tutte  le  specie  delle  proporzionalità  trascen- 
denti il  modo,  con  cui  il  primo  antecedente  contiene  l’ aliquote  del  primo 
conseguente  è simile  al  modo,  con  cui  il  secondo  antecedente  contiene 
l’ aliquote  del  secondo  conseguente; 
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Imperciocché  nelle  proporzionalità  trascendenti  della  prima,  della 
seconda,  e della  settima  specie  il  segno  affisso  ai  conseguenti  è lo  stesso, 
che  il  segno  affisso  ai  loro  respettivi  antecedenti. 

E nelle  proporzionalità  trascendenti  della  terza,  quarta,  quinta,  e 
sesta  specie  il  segno  affisso  ai  conseguenti  è diverso  dal  segno  affisso  ai 
loro  respettivi  antecedenti  ; di  modo  che  il  primo  antecedente  contiene 
l’ aliquote  del  primo  conseguente  in  istato  contrario  a quello,  che  esse 
ànno  nel  primo  conseguente,  e similmente  il  secondo  antecedente  contiene 
le  aliquote  del  secondo  conseguente  in  istato  contrario  a quello,  che  esse 
ànno  nel  secondo  conseguente. 

Scolio.  — I.  Questa  similitudine  del  modo,  con  cui  gli  antecedenti 
delle  sette  proporzionalità  trascendenti  contengono  le  aliquote  de’  loro 
respettivi  conseguenti,  fa  conoscere  la  proprietà,  e naturalezza  della  de- 
finizione XLIV. 

IL  Se  nella  proporzionalità  A . B ::  C . I)  si  cambiasse  lo  stato  di  tre 
termini,  ovvero  lo  stato  di  un  solo  termine,  la  sopraddetta  similitudine 
non  sussisterebbe,  come  apparisce  a chi  vi  riflette  con  attenzione,  e per 
conseguenza  mancherebbe  ogni  fondamento  di  proporzionalità  trascen- 
dente. 

III.  In  avvenire  chiamerò  proporzionalità  pura  quella  proporziona- 
lità, che  à tutti  i suoi  termini  positivi,  e dirò,  che  i termini  di  essa 
sono  puramente  proporzionali,  oppure,  che  il  primo  di  essi  sta  puramente 
al  secondo,  come  il  terzo  al  quarto. 

Corollario  III.  — Se  quattro  grandezze  sono  proporzionali  trascen- 
dentemente, io  dico,  che  le  medesime  considerate  tutte  quattro,  come 
positive,  costituiscono  una  proporzionalità  pura. 

Imperciocché  in  vigore  di  questa  definizione  le  suddette  quattro 
grandezze  intanto  sono  proporzionali  trascendentemente,  in  quanto  elleno 
prese  tutte  quattro  in  istato  positivo , formano  una  proporzionalità  pura, 
dai  termini  della  quale  cangiati  di  stato,  in  modo  che  o due  di  loro,  o 
tutti  quattro  sieno  affetti  di  segni  negativi,  risulta  una  proporzionalità 
trascendente  adunque  i termini  di  questa  considerati  tutti  quattro  come 
positivi  debbono  rendere  la  proporzionalità  pura,  da  cui  si  concepisce 
esser  nata  la  medesima  proporzionalità  trascendente. 

Corollario  IV.  — Se  quattro  termini  sono  tali  : 

Che  i due  primi  di  essi  rispetto  ai  due  ultimi  sieno  in  istato  ana- 
logo della  prima  specie,  o della  seconda,  o della  terza,  o della  quarta, 
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o della  quinta,  o della  sesta,  o della  settima:  e che  considerando  i detti 
quattro  termini,  come  tutti  positivi,  essi  costituiscono  una  proporzio- 
nalità pura; 

Io  dico,  che  i medesimi  quattro  termini  sono  trascendentemente  pro- 
porzionali. 

Imperciocché  per  l’ipotesi,  i detti  quattro  termini  considerati  tutti 
come  positivi  fanno  una  proporzionalità  pura,  adunque  restituendo  ad 
essi  i pristini  loro  segni  (in  virtù  de’  quali  i due  primi  degl’istessi  ter- 
mini rispetto  ai  due  ultimi  sono  in  istato  analogo  di  qualcuna  delle 
sette  specie),  i medesimi  quattro  termini  costitueranno  una  proporzio- 
nalità trascendente  per  la  presente  definizione,  e conseguentemente,  ee. 


Teorema  CXXXII.  — Se  di  quattro  grandezze  -f  A,  + B,  + C,  + D, 
la  prima  + A,  e la  terza  + O sono  tra  loro  eguali,  e la  seconda  + B, 
e la  quarta  + D sono  eguali  tra  loro  ; io  dico,  che  affiggendo  alle  sud- 
dette quattro  grandezze  segni  proprj  delle  sette  specie  di  proporziona- 
lità trascendente,  esse  saranno  trascendentemente  proporzionali. 

Dimostrazione.  — Per  l’ipotesi  e pel  corollario  Vili  de’  principi 
si  à questa  proporzionalità  pura  A . B : G . D;  adunque  per  la  defini- 
zione XLIV  affiggendo  ai  termini  di  essa  segni  proprj  delle  sette  pro- 
porzionalità trascendenti,  ne  risulterà  una  proporzionalità  trascendente. 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Adunque  affiggendo  ai  termini  di  questa  proporzio- 
nalità pura  Z.ZwZ.Z,  segni  proprj  delle  sette  proporzionalità  tra- 
scendenti, essi  saranno  trascendentemente  proporzionali. 

Imperciocché  nella  suddetta  proporzionalità  il  primo  termine  Z è 
uguale  al  terzo  termine  Z,  e il  secondo  termine  Z è uguale  al  quarto 
termine  Z , e conseguentemente  questo  corollario  è compreso  nel  teorema. 


Teorema  CXXXIII.  — Se  in  una  proporzionalità  trascendente  si 
sostituiscano  grandezze  eguali  in  luogo  di  uno,  di  due,  di  tre,  e anche 
di  tutti  quattro  i suoi  termini,  ne  risulteranno  quattro  termini  trascen- 
dentemente proporzionali. 

Dimostrazione.  — Si  considerino  come  tutti  positivi  i quattro 
termini  della  prima  proporzionalità  trascendente,  e si  sostituiscano  in 
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luogo  di  ossi  i suddetti  terjnini  eguali  considerati  anche  questi  come 
positivi  ; i quattro  termini,  che  ne  risulteranno,  saranno  proporzionali 
puramente  pel  secondo  punto  del  corollario  IX  de’  principj  ; adunque 
affiggendo  loro  que’  segni,  che  erano  affissi  ai  termini  della  pristina  pro- 
porzionalità trascendente,  saranno  proporzionali  trascendentemente  per 
la  definizione  XLIV. 


Teorema  CXXXIV.  — Poste  otto  grandezze  non  tutte  positive,  se 
tra  la  prima,  la  seconda,  la  terza  c la  quarta  vi  è proporzionalità  pura, 
o trascendente; 

Se  tra  le  quinta,  la  sesta,  la  prima,  e la  seconda  vi  è proporzio- 
uajità  pura,  o trascendente; 

Se  tra  la  settima,  l’ottava,  la  terza  e la  quarta  vi  è proporzio- 
nalità pura,  o trascendente; 

Io  dico,  che  la  quinta,  la  sesta,  la  settima,  e l’ ottava  saranno  pro- 
porzionali trascendentemente,  quando  noi  siano  puramente. 

Dimostrazione.  — Considerando  le  otto  grandezze,  come  tutte  po- 
sitive, vi  sarà  proporzionalità  pura  tra  la  prima,  la  seconda,  la  terza, 
la  quarta,  come  positive. 

Vi  sarà  proporzionalità  pura  tra  la  quinta,  la  sesta,  la  prima,  e la 
seconda,  come  positive; 

Vi  sarà  proporzionalità  pura  tra  la  settima,  l’ottava,  la  terza,  e la 
quarta  come  positive. 

Tutto  ciò  in  virtù  della  definizione  XLIV;  laonde  pel  corollario  XII 
de’  principj  vi  sarà  proporzionalità  pura  tra  la  quinta,  la  sesta,  la  set- 
tima, e l’ottava,  come  positive;  adunque  per  la  definizione  XLIV,  la 
quinta,  la  sesta,  la  settima,  e l’ottava  affette  coi  loro  segni,  saranno 
proporzionali  trascendentemente,  quando  noi  siano  puramente.  Il  che 
dovea  dimostrarsi. 


Teorema  CXXXV.  — Poste  sei  grandezze  non  tutte  positive; 

I.  Io  dico  in  primo  luogo,  che: 

Se  tra  la  prima,  la  seconda,  la  quinta,  e la  sesta  vi  è proporzio- 
nalità pura,  o trascendente; 

E se  tra  la  terza,  la  quarta,  la  quinta,  e la  sesta  vi  è proporzionalità 
pura,  o trascendente; 
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La  prima,  la  seconda,  la  terza,  e la  quarta  saranno  proporzionali 
trascendentemente,  quando  noi  sieno  puramente. 

IL  lo  dico  in  secondo  luogo,  che: 

Se  tra  la  prima,  la  seconda,  la  terza,  e la  quarta  vi  è proporzio- 
nalità pura,  o trascendente; 

E se  tra  la  prima,  la  seconda,  la  quinta,  e la  sesta  vi  è propor- 
zionalità pura,  o trascendente; 

La  terza,  la  quarta,  la  quinta,  e la  sesta  saranno  proporzionali 
trascendentemente,  quando  noi  sieno  puramente. 

III.  Io  dico  in  terzo  luogo,  che: 

Se  tra  la  prima,  la  seconda,  la  terza,  e la  quarta  vi  è proporzio- 
nalità pura,  o trascendente; 

E se  tra  la  terza,  la  quarta,  la  quinta,  e la  sesta  vi  è proporzio- 
nalità pura,  o trascendente; 

La  prima,  la  seconda,  la  quinta,  e la  sesta  saranno  proporzionali 
trascendentemente,  quando  noi  sieno  puramente. 

IV.  Io  dico  in  quarto  luogo,  che: 

Se  tra  la  prima,  la  seconda,  la  terza,  e la  quarta  vi  è proporzio- 
nalità pura,  o trascendente; 

E se  fra  la  quinta,  la  sesta,  la  prima,  e la  seconda  vi  è propor- 
zionalità pura,  o trascendente; 

La  quinta,  la  sesta,  la  terza,  e la  quarta  saranno  proporzionali 
trascendentemente,  quando  noi  sieno  puramente. 

Scolio.  — Questo  teorema  si  dimostrerà  di  una  maniera  simile  a 
quella,  con  cui  si  è provato  il  precedente,  considerando  le  sei  gran- 
dezze, come  tutte  positive,  e riferendo  la  prima  parte,  la  seconda,  la 
terza,  e la  quarta  del  teorema  respettivamente  al  primo  punto,  al  se- 
condo, al  terzo,  e al  quarto  del  corollario  XI  de’  principi,  e deducen- 
done le  quattro  conclusioni  del  teorema  in  proporzionalità  pure,  ai  ter- 
mini delle  quali  si  restituiranno  poscia  i pristini  segni  negativi,  allorché 
le  condizioni  del  teorema  tali  gli  esigono,  e in  questa  guisa  si  avranno 
in  virtù  della  definizione  XLIV  le  proporzionalità  trascendenti,  che  deb- 
bono dimostrarsi,  ovvero  si  avranno  le  proporzionalità  pure,  quando  tali 
abbiano  ad  essere. 

Teorema  CXXXVI.  — In  tutte  le  specie  di  proporzionalità  tra- 
scendenti, il  primo  conseguente  (convertendo)  sta  trascendentemente  al 
primo  antecedente,  come  il  secondo  conseguente  al  secondo  antecedente. 
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Teorema  CXXXVII.  — In  tutte  le  sette  specie  dì  proporzionalità 
trascendenti  il  primo  antecedente  ( permutando ) sta  al  secondo  antece- 
dente, come  il  primo  conseguente  al  secondo  conseguente. 

Scolio.  — I.  Per  esser  convinto  della  verità  di  questi  due  teoremi, 
basta  considerare  in  primo  luogo,  che  convertendo,  ovvero  permutando 
una  proporzionalità  trascendente,  ne  risulta  sempre  una  disposizione 
de’  termini  di  essa  co’  loro  segni  simile  ad  una  delle  sette  maniere  re- 
gistrate nella  dimostrazione  del  teorema  CXXXI,  di  modo  che  i due  primi 
termini  rispetto  ai  due  ultimi  sono  in  istato  analogo  della  prima  specie, 
o della  seconda,  o della  terza,  o della  quarta,  o della  quinta,  o della 
sesta,  o della  settima. 

II.  In  secondo  luogo,  che  in  virtù  del  corollario  III  della  defini- 
zione XLIV,  i termini  della  proporzionalità  trascendente  considerati 
tutti  come  positivi,  fanno  una  proporzionalità  pura,  di  maniera  che, 
convertendo,  o permutando  i termini  di  tal  proporzionalità  pura,  essi 
rimangono  sempre  puramente  proporzionali  pe’  teoremi  X,  e XI;  adunque 
restituendo  a questi  termini  così  disposti  i pristini  loro  segni,  i mede- 
simi termini  in  virtù  della  definizione  XLIV  debbono  costituire  una 
proporzionalità  trascendente,  benché  collocati  in  sito  diverso  da  quello, 
che  prima  tenevano. 


Teorema  CXXXVIII.  — In  qualunque  specie  di  proporzionalità 
trascendente,  benché  si  traspongano  i termini  di  essa  in  maniera,  che  i 
due  primi  divengano  i due  ultimi,  e i due  ultimi  divengano  i duo  primi, 
nientedimeno  i medesimi  termini  formano  sempre  una  proporzionalità 
trascendente. 

Dimostrazione.  — Riflettasi,  che  non  ostante  la  trasposizione 
espressa  in  questo  teorema,  i termini  di  qualunque  proporzionalità  tra- 
scendente serbano  fra  loro  la  disposizione,  che  è propria  per  costituire 
una  proporzionalità  trascendente,  cioè  sono  disposti  in  una  delle  sette 
maniere  registrate  nella  dimostrazione  del  teorema  CXXXI. 

Riflettasi  ancora,  che  considerando  come  tutti  positivi  tutti  i termini 
di  qualunque  proporzionalità  trascendente,  questi  costituiscono  una  pro- 
porzionalità pura  pel  corollario  III  della  definizione  XLIV,  e che  i ter- 
mini di  tale  proporzionalità  pura  trasposti  in  maniera,  che  i due  primi 
diventino  i due  ultimi,  e versa-vice,  essi  termini  continuano  ad  essere 
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puramente  proporzionali  pel  corollario  VI  de’  principi,  e pel  teorema  X; 
adunque  rendendo  a questi  termini  i primieri  loro  segni,  costituiranno, 
benché  trasposti,  una  proporzionalità  trascendente  in  vigore  della  defi- 
nizione XLIV.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  CXXXIX.  — Poste  tre  grandezze  da  una  parte,  e tre 
dall’altra: 

I.  Se  la  prima  grandezza  del  prim’ ordine  sta  puramente  alla  sua 
seconda,  come  la  prima  grandezza  del  second’ ordine  sta  alla  seconda  sua; 

E se  la  seconda  del  prim’ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza, 
come  la  seconda  del  second’ ordine  sta  alla  sua  terza; 

Io  dico,  che  per  Y egualità  ordinata  la  prima  grandezza  del  primo 
ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza,  come  la  prima  grandezza 
del  second’ordine  sta  alla  terza  sua; 

II.  Se  la  prima  grandezza  del  prim’ordine  sta  trascendentemente  alla 
sua  seconda,  come  la  prima  grandezza  del  second’ordine  sta  alla  se- 
conda sua; 

E se  la  seconda  del  prim’ordine  sta  puramente  alla  sua  terza,  come 
la  seconda  del  second’ordine  sta  alla  terza  sua. 

Io  dico,  che  per  Y egualità  ordinata  la  prima  grandezza  del  primo 
ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza,  come  la  prima  grandezza  del 
second’ordine  sta  alla  terza  sua. 

III.  Se  la  prima  grandezza  del  prim’ordine  sta  trascendentemente 
alla  sua  seconda,  come  la  prima  grandezza  del  second’ordine  sta  alla 
seconda  sua; 

E la  seconda  del  prim’ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza, 
come  la  seconda  del  second’ordine  sta  alla  terza  sua; 

Io  dico,  che  per  Y egualità  ordinata  la  prima  grandezza  del  prim’or- 
dine sta  puramente,  ovvero  trascendentemente  alla  sua  terza,  come  la 
prima  grandezza  del  second’ordine  sta  alla  terza  sua. 


Teorema  CXL.  — Poste  tre  grandezze  da  una  parte,  e tre  dall’  altra  : 

I.  Se  la  prima  grandezza  del  prim’ordine  sta  puramente  alla  sua 
seconda,  come  la  seconda  grandezza  del  second’ordine  sta  alla  sua 
terza; 

E la  seconda  del  prim’ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza, 
come  la  prima  grandezza  del  second’ordine  sta  alla  sua  seconda; 
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Io  dico,  che  per  l 'egualità  perturbata  la  prima  grandezza  del  primo 
ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  sua  terza,  come  la  prima  grandezza 
del  second’ordine  sta  alla  sua  terza. 

II.  Se  la  prima  grandezza  del  prim’  ordine  sta  trascendente  mente  alla 
sua  seconda,  come  la  seconda  grandezza  del  second’ordine  sta  alla 
sua  terza; 

E la  seconda  del  prim’ordine  sta  puramente  alla  sua  terza,  come  la 
prima  del  second’ordine  sta  alla  sua  sua  seconda; 

Io  dico,  che  per  l'egualità  perturbata  la  prima  grandezza  del  primo 
ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza,  come  la  grandezza  prima 
del  second’ordine  sta  alla  sua  terza. 

III.  Se  la  prima  grandezza  del  prim’ordine  sta  trascendentemente 
alla  sua  seconda,  come  la  seconda  grandezza  del  second’ordine  sta  alla 
sua  terza; 

E la  seconda  del  piim’ordine  sta  trascendentemente  alla  sua  terza, 
come  la  prima  del  second’ordine  sta  alla  sua  seconda; 

Io  dico,  che  per  l’egualità  perturbata  la  prima  grandezza  del  prìm’or- 
dine  sta  puramente,  ovvero  trascendentemente  alla  sua  terza,  come  la 
prima  grandezza  del  second’ordine  sta  alla  sua  terza. 


Scolio,  che  contiene  la  dimostrazione  di  questi  due  teoremi.  — I.  Tutte 
le  proporzionalità  trascendenti,  che  hanno  luogo  nelle  tre  parti  d’ ambedue 
questi  teoremi,  e non  sono  costituite  dalla  prima,  e terza  grandezza  del 
prim’ordine,  e dalla  prima,  e terza  grandezza  del  second’ordine,  danno 
proporzionalità  pure,  se  tutti  i loro  termini  si  considerano  come  positivi, 
e ciò  pel  corollario  III  della  definizione  XLIV;  quindi  è,  che  conside- 
rando come  positivi  i termini  di  tutte  le  proporzionalità  trascendenti,  le 
quali  entrano  nelle  conclusic  ni  delle  tre  parti  d’ambedue  questi  teoremi, 
le  medesime  proporzionalità  trascendenti  divengono  proporzionalità  pure 
in  virtù  de’  teoremi  XII,  e XIII,  in  virtù  anche  de’  quali  sussistono 
quelle  proporzionalità^pwre,  che  entrano  nelle  conclusioni  delle  tre  parti 
d’ambedue  i presenti  teoremi  CXXXIX,  e CXL;  adunque  restituendo 
i pristini  loro  segni  ai  termini  delle  proporzionalità  trascendenti,  le  quali 
entrano  nelle  conclusioni  delle  tre  parti  di  questi  medesimi  due  teoremi 
CXXXIX,  e CXL,  le  stesse  proporzionalità  trascendenti  debbono  sussistere 
in  vigore  della  definizione  XLIV,  e in  conseguenza  rimangono  dimostrate 
le  tre  parti  di  ciascuno  de’  due  teoremi  CXXXIX,  e CXL. 

II.  Ne’  quali  le  tre  grandezze  del  prim’ordine  considerate,  come 
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positive  possono  essere  non  omogenee  alle  tre  grandezze  del  second’ordine, 
considerate  anch’esse,  come  positive. 


Teorema  CXLI.  — Nelle  proporzionalità  trascendenti  della  prima, 
seconda,  e settima  specie: 

Se  il  primo  antecedente  è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  del 
primo  conseguente,  anche  il  secondo  antecedente  sarà  eguale,  ovvero 
respettivamente  maggiore,  o minore  del  secondo  conseguente. 

E nelle  proporzionalità  trascendenti  della  terza,  quarta,  e settima 
specie  : 

Se  il  primo  antecedente  è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  del 
secondo  antecedente,  anche  il  primo  conseguente  sarà  eguale,  ovvero 
respettivamente  maggiore,  o minore  del  secondo  conseguente. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  considerino  come  tutti  positivi 
i termini  delle  proporzionalità  trascendenti  della  prima,  seconda,  e settima 
specie,  e queste  proporzionalità  trascendenti  diverranno  proporzionalità 
pure  pel  corollario  III  della  definizione  XLIV;  di  più  il  primo  antece- 
dente delle  medesime  proporzionalità  pure  sarà  uguale,  ovvero  respetti- 
vamente maggiore,  o minore  del  primo  conseguente  in  virtù  della  sup- 
posizione; mentre  ancorché  il  primo  antecedente,  e il  primo  conseguente 
delle  proporzionalità  trascendenti  della  seconda,  e settima  specie  sieno 
negativi. 

È chiaro,  che  venendo  essi  considerati,  come  positivi,  sarà  tuttavia 
il  primo  antecedente  (come  positivo)  eguale,  ovvero  respettivamente 
maggiore,  o minore  del  primo  conseguente  (come  positivo)  ; adunque  pel 
corollario  X de’  principi  il  secondo  antecedente  delle  suddette  propor- 
zionalità pure,  sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 
del  secondo  conseguente;  e quindi  il  secondo  antecedente  delle  propor- 
zionalità trascendenti  della  prima,  seconda,  e settima  specie,  sarà  eguale 
ovvero  respettivamente  maggiore  o minore  del  secondo  conseguente; 
poiché  sebbene  il  secondo  antecedente,  e il  secondo  conseguente  sono  ne- 
gativi nelle  proporzioni  trascendenti  della  prima,  e settima  specie,  niente- 
dimeno essendosi  provato,  che  il  secondo  antecedente,  considerato  come 
positivo,  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del  se- 
condo conseguente  considerato  come  positivo,  egli  è visibile,  che  lo  stesso 
secondo  antecedente,  come  negativo,  dev’essere  uguale  ovvero  respet- 
tivamente maggiore,  o minore  del  secondo  conseguente,  come  negativo; 
e questa  è la  prova  della  prima  parte. 
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Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Similmente  sieno  considerati 
come  tutti  positivi  i termini  delle  proporzionalità  trascendenti  della  terza, 
quarta,  e settima  specie,  ed  esse  diverranno  proporzionalità  pure  pel 
corollario  III  della  definizione  XLIV  ; in  oltre  il  primo  antecedente  di 
queste  proporzionalità  pure  sia  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore, 
o minore  del  secondo  antecedente  in  vigore  dell’  ipotesi,  posciachè  quan- 
tunque i due  antecedenti  delle  proporzionalità  trascendenti  della  quarta, 
e settima  specie  sieno  negativi , è visibile,  che  venendo  essi  considerati 
come  positivi , il  primo  antecedente  come  positivo  sarà  tuttavia  eguale, 
ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del  secondo  antecedente 
come  positivo;  adunque  pel  corollario  del  teorema  XI  il  primo  conse- 
guente delle  suddette  proporzionalità  pure  sarà  eguale,  ovvero  respetti- 
vamente maggiore,  o minore  del  secondo  conseguente,  e perciò  il  primo 
conseguente  delle  proporzionalità  trascendenti  della  terza,  quarta,  e set- 
tima specie  sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del 
secondo  conseguente;  mentre  sebbene  i due  antecedenti  sono  negativi 
nelle  proporzionalità  trascendenti  della  quarta,  e settima  specie,  nulladi- 
meno  essendosi  mostrato,  che  il  primo  conseguente,  considerato  come 
positivo,  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del  se- 
condo conseguente  considerato  come  positivo,  è chiaro,  che  il  medesimo 
primo  conseguente,  come  negativo,  deve  essere  eguale,  ovvero  respetti 
vamente  maggiore,  o minore  del  secondo  conseguente,  come  negativo; 
e questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

Teorema  CXLII.  — Se  in  due  proporzionalità  trascendenti  tre  ter- 
mini della  prima  sono  eguali  a tre  termini  della  seconda,  presi  col  me- 
desimo ordine,  anche  l’altro  termine  della  prima  sarà  eguale  al  termine 
corrispondente  della  seconda. 

Dimostrazione.  — Quando  i termini,  che  debbono  provarsi  eguali, 
non  fossero  i quarti  termini  respettivi  delle  due  proporzionalità  trascen- 
denti, essi  potrebbero  farsi  divenire  quarti  termini,  mediante  il  teo- 
rema CXXXVI  convertendo , o mediante  il  teorema  CXXXVII  traspo- 
nendo; di  modo  che  la  dimostrazione  si  riduce  a provare,  che  se  i tre 
primi  termini  di  una  proporzionalità  trascendente  sono  eguali  ai  tre 
primi  termini  di  un’altra  proporzionalità  trascendente,  anche  i quarti 
termini  di  ambedue  le  proporzionalità  trascendenti  sono  eguali. 

Nella  dimostrazione  chiamerò  proporzionalità  A la  prima  delle  due 
proporzionalità  trascendenti,  e chiamerò  proporzionalità  B la  seconda. 
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Pel  teorema  CXXXVI,  convertendo  la  proporzionalità  A,  il  secondo 
termine  di  essa  starà  trascendentemente  al  primo,  come  il  suo  quarto 
termine  al  terzo;  ma  il  primo  termine  della  proporzionalità  A sta  pu- 
ramente, o trascendentemente  al  primo  termine  (a  se  eguale)  della  pro- 
porzionalità B,  come  il  terzo  termine  della  proporzionalità  A al  terzo 
termine  (a  se  eguale)  'della  proporzionalità  B pel  teorema  CXXXII; 
adunque  per  l’ egualità  ordinata,  cioè  per  la  seconda,  o terza  parte  del 
teorema  CXXXIX,  il  secondo  termine  della  proporzionalità  A sta  pu- 
ramente, o trascendentemente  al  primo  termine  della  proporzionalità  B, 
come  il  terzo  termine  della  proporzionalità  A sta  al  terzo  termine  della 
proporzionalità  B;  ma  per  l’ipotesi  il  primo  termine  della  proporziona- 
lità B sta  trascendentemente  al  secondo  termine  della  proporzionalità  B, 
come  il  terzo  termine  della  proporzionalità  B sta  al  quarto  termine 
della  proporzionalità  B;  adunque  di  nuovo  per  l’egualità  ordinata,  vale 
a dire  per  la  prima,  o terza  parte  del  teorema  CXXXIX  il  secondo 
termine  della  proporzionalità  A sta  puramente,  o trascendentemente  al 
secondo  termine  della  proporzionalità  B,  come  il  quarto  termine  della 
proporzionalità  A sta  al  quarto  termine  della  proporzionalità  B. 

Ora  il  secondo  termine  della  proporzionalità  A è uguale  per  l’ipo- 
tesi al  secondo  termine  della  proporzionalità  B;  adunque  pel  corol- 
lario XXI  de’  principj,  ovvero  per  la  prima  parte  del  teorema  XIV, 
anche  il  quarto  termine  della  proporzionalità  A sarà  eguale  al  quarto 
termine  delle  proporzionalità  B.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Altra  dimostrazione.  — Supponendo  tutti  positivi  i termini  delle 
proporzionalità  trascendenti,  enunciate  in  questo  teorema,  saranno  eguali 
per  l’ipotesi  quei  termini  corrispondenti  di  esse,  che  eiano  già  positivi, 
ed  eguali  tra  loro,  e non  cesseranno  di  essere  eguali  quei  termini  corri- 
spondenti, i quali  erano  già  negativi,  ed  eguali  tra  loro;  attesoché  due 
grandezze  negative,  che  sono  eguali,  conservano  l’ eguaglianza  loro,  benché 
diventino  ambedue  positive. 

Ciò  posto  egli  è chiaro  pel  corollario  III  della  definizione  XLIV, 
che  dalle  due  proporzionalità  trascendenti  suddette  nasceranno  due  pro- 
porzionalità pure;  ed  è egualmente  chiaro  pel  teorema  I,  che  tutti 
quattro  i termini  di  ciascuna  delle  stesse  proporzionalità  pure  saranno 
eguali  ai  termini  respettivi  dell’altra  ; adunque  restituendo  ai  quattro 
termini  di  ambedue  le  proporzionalità  pure  i primitivi  loro  segni,  si  ria- 
vranno le  due  proporzionalità  trascendenti  del  teorema,  tutti  quattro  i 
termini  correspettivi  delle  quali  saranno  eguali  tra  loro,  poiché  i termini 
corrispondenti,  che  rimarranno  positivi,  saranno  evidentemente  eguali, 
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e i termini  corrispondenti,  che  torneranno  ad  essere  negativi,  non  per 
deranno  quell’uguaglianza,  che  già  avevano  per  l’ipotesi,  essendo  negativi 
ovvero  quell’eguaglianza,  che  si  è provata  in  essi  mediante  il  teorema  I, 
allorché  sono  stati  supposti  positivi  ; conciossiachè  due  grandezze  posi- 
tive eguali  serbano  la  loro  eguaglianza,  ancorché  divengano  ambedue 
negative;  adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi 

Scolio.  — Gli  analisti  si  sono  sempre  valuti  dell’unità  positiva  per 
moltiplicare,  dividere,  ed  estrarre  le  ìadiei,  nè  alcuno  di  essi  (per  quanto 
è a me  noto)  à pensato  di  servirsi  dell’unità  negativa  per  fare  le  suddette 
operazioni. 

Riflettendo  io,  che  l’assumere  l’unità  positiva  è cosa  puramente  ar- 
bitraria, mi  sono  proposto  di  dare  un  saggio  nel  proseguimento  di  questo 
trattato  dell’uso,  che  può  farsi  anche  dell’unità  negativa. 

Chiamerò  pertanto  algoritmo  comune  quello,  che  impiega  l’ unità  po- 
sitiva nella  moltiplicazione,  divisione,  ed  estrazione  delle  radici;  e chia- 
merò algoritmo  nuovo  quello,  che  moltiplica,  divide,  ed  estrae  le  radici, 
mediante  l’unità  negativa. 

Definizione  XLV.  — Nell’algoritmo  comune  poste  due  grandezze, 
una  delle  quali  sia  negativa,  o anche  tutte  due  sieno  tali  ; io  dico,  che 
una  di  esse  si  moltiplica  per  l’altra,  quando  si  prendo  una  nuova  gran- 
dezza tale,  che  ella  sia  trascendentemente  quarta  proporzionale  dopo  la 
unità  arbitraria  positiva  la  grandezza  moltiplicanda,  e la  grandezza  mol- 
tiplicante. 

Definizione  XLVI.  — Nell’algoritmo  nuovo , poste  due  grandezze 
o ambe  positive,  o ambe  negative,  o una  delle  quali  sia  positiva,  e 
l’altra  negativa  ; io  dico,  che  una  di  esse  si  moltiplica  per  l’altra,  quando 
si  prende  una  nuova  grandezza,  tale  che  ella  sia  trascendentemente  quarta 
proporzionale  dopo  l’unità  arbitraria  negativa,  la  grandezza  moltiplicanda, 
e la  grandezza  moltiplicante. 

Scolio.  — I.  La  grandezza,  che  è quarta  proporzionale  nelle  pro- 
porzionalità trascendenti  espresse  in  queste  due  ultime  definizioni,  chia- 
masi prodotto  delle  grandezze  insieme  moltiplicate. 

II.  Egli  non  è necessario,  che  le  grandezze  moltiplicanda,  e molti- 
plicante, considerate  ambedue  come  positive  (se  teli  non  fossero),  sieno 
omogenee  tra  loro  ; è bensì  necessario,  che  il'  loro  prodotto  considerato 
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anch’esso  come  positivo  (quando  effettivamente  non  sia  tale)  sia  una 
grandezza  omogenea  alla  moltiplicante,  considerata'  come  positiva  anche 
essa,  quando  tale  già  non  fosse. 

III.  La  ragione  di  ciò,  che  si  enuncia  nel  secondo  articolo  si  ren- 
derà manifesta,  se  si  rifletterà  alla  dipendenza,  che  à la  proporzionalità 
trascendente  della  proporzionalità  pura,  come  apparisce  dalla  defini- 
zione XLIV. 

Definizione  XLVII.  — Nell’algoritmo  comune,  poste  due  gran- 
dezze, una  delle  quali  sia  negativa,  o anche  tutte  due  sieno  tali,  io 
dico,  che  una  di  esse  si  divide  per  l’altra,  quando  si  prende  una  nuova 
grandezza,  tale,  che  ella  sia  trascendentemente  quarta  proporzionale  dopo 
la  grandezza  dividente,  la  grandezza  dividenda,  e l’unità  arbitraria 
positiva.  ■ 

Definizione  XLVIII.  — Nell’algoritmo  nuovo,  poste  due  gran- 
dezze, o ambedue  positive,  o ambedue  negative,  o una  delle  quali  sia 
positiva,  e l’altra  negativa;  io  dico,  che  una  di  esse  si  divide  per  l’altra, 
quando  si  prende  una  nuova  grandezza  tale,  eh’  ella  sia  trascendentemente 
quarta  proporzionale  dopo  la  grandezza  dividente,  la  grandezza  divi- 
denda,  e l’unità  arbitraria  negativa. 

Scolio..  — I.  La  grandezza,  che  è quarta  proporzionale  nelle  pro- 
porzionalità trascendenti  relative  alle  due  ultime  definizioni,  chiamasi 
quoziente  della  grandezza  divisa  per  l’altra. 

II.  Considerando  come  positive  ambedue  le  grandezze  dividenda  e 
dividente  (quando  tali  non  sieno  per  se  medesime)  egli  è necessario,  che 
sieno.  omogene  fra  loro. 

E considerando  il  quoziente  come  positivo  (se  per  se  stesso  non  è 
tale),  e considerando  anche  l’unità  arbitraria  come  positiva  (nel  caso 
della  definizione  XLVIII);  egli  è parimente  necessario  in  ambedue  gli 
algoritmi  comune,  e nuovo,  che  questa  unità,  e il  quoziente  sieno  due 
grandezze  fra  loro  omogenee;  ma  non  è necessario,  che  la  medesima 
unità  arbitraria  sia  una  grandezza  omogenea  alla  dividenda,  o alla  di- 
vidente (il  che  è lo  stesso);  e perciò  anche  il  quoziente  può  essere  una 
grandezza  non  omogenea  alla  dividenda,  o alla  dividente. 

III.  La  ragione  di  ciò,  che  si  enuncia  nel  secondo  articolo,  si  de- 
sume chiaramente  dalla  dipendenza,  che  à la  proporzionalità  trascendente 
dalla  proporzionalità  pura,  conforme  si  esprime  nella  definizione  XLIV. 
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Definizione  XLIX.  — Nell’  algoritmo  comune,  e nell’algoritmo 
nuovo,  se  una  grandezza  positiva,  o negativa  moltiplicata  per  se  stessa 
un  certo  numero  di  volte  ne  produce  un’altra  di  qualunque  stato,  la 
prima  dicesi  radice  della  seconda  di  un  grado  espresso  dal  numero  delle 
volte  più  uno,  che  la  prima  è moltiplicata  per  se  stessa,  *ad  effetto  di 
produrre  la  seconda. 

Questa  definizione  comprende  nella  sua  universalità  la  defini- 
zione XXXVIII, 


Teorema  CXLIII.  — Nell’algoritmo  comune  una  grandezza  positiva 
moltiplicata  per  una  grandezza  negativa]  e una  grandezza  negativa  mol- 
tiplicata per  una  grandezza  positiva  danno  un  prodotto  negativo. 

E nell’  algoritmo  nuovo  una  grandezza  positiva  moltiplicata  per  una 
grandezza  negativa,  e una  grandezza  negativa  moltiplicata  per  una 
grandezza  positiva  danno  un  prodotto  positivo. 

Avvertimento.  — Nel  proseguimento  di  questo  trattato  + Z rap- 
presenterà l’unità  arbitraria  positiva,  —Z  l’unità  arbitraria  negativa. 

Esprima  ora  + F la  grandezza  positiva,  e — O la  grandezza  ne- 
gativa. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  prendano  queste  due  pro- 
porzionalità pure: 

, (1)  + Z . + F ::  + G . + FG, 

(2)  + Z . +G::  + F . +GF; 

dalle  quali  per  la  definizione  XLIV  risulteranno  le  due  respettive  pro- 
porzionalità trascendenti 

+ Z.  + F::—  G.—  FG, 

+ Z , — G ::  + F ,—GF  ; 

la  prima  di  esse,  che  è della  prima  specie,  dà  — FG  per  prodotto  di 

+ F moltiplicato  per  — G , e la  seconda,  che  è della  terza  specie  dà 

— GF  per  prodotto  di  — G moltiplicato  per  +F,  il  tutto  a tenore 
della  definizione  XLVI  ; adunque  rimane  dimostrata  la  prima  parte  del 
teorema. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Poste  le  due  proporzionalità 
pure  (1),  e (2)  registrate  nella  dimostrazione  della  prima  parte,  se  ne 
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deducono  per  la  definizione  XLIV  le  due  respettive  proporzionalità  tra- 
scendenti, che  seguono: 

-Z  .+F-.--0.  + FG, 

— Z.  — G::  + F.  + GF-, 

la  prima  delle  quali,  che  è della  quarta  specie,  dà  + FG  per  prodotto 
di  + F moltiplicato  per  — G,  e la  seconda,  che  è della  seconda  specie, 
dà  + GF  per  prodotto  di  — G moltiplicato  per  + F:  il  tutto  a tenore  della 
definizione  XLVIII;  adunque  resta  dimostrata  la  seconda  parte  del 
teorema. 

Teorema  CXLIV.  — Nell’algoritmo  comune  una  grandezza  positiva 
moltiplicata  per  una  grandezza  positiva,  e una  grandezza  negativa  mol- 
tiplicata per  una  grandezza  negativa  danno  un  prodotto  positivo: 

E nell’algoritmo  nuovo  una  grandezza  positiva  moltiplicata  per  una 
grandezza  positiva,  e una  grandezza  negativa  moltiplicata  per  una  gran- 
dezza negativa  danno  un  prodotto  negativo. 

Sieno  + F,  e +G  le  grandezze  positive  da  moltiplicarsi  insieme, 
e—  F,  e — G le  grandezze  negative  da  moltiplicarsi  tra  loro, 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  prenda  l’infrascritta  propor- 
zionalità pura: 

(1)  -{•  Z . + F::  + G . -{-FG, 

la  quale  per  la  definizione  XXXVI  fa  conoscere  esser  vera  la  prima 
parte  del  teorema  in  ordine  alla  moltiplicazione  fra  loro  di  due  gran- 
dezze positive. 

Ora  dalla  proporzionalità  pura  (I)  risulta  per  la  definizione  XLIV 
la  proporzionalità  trascendente,  che  Begue: 

+ Z.  —F::  — G.  +FG, 

che  è della  quinta  specie,  e dà  + FG  per  prodotto  di  — F moltiplicato 
per  — G a tenore  della  definizione  XLV;  adunque  rimane  dimostrata  la 
prima  parte  del  teorema. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Dalla  proporzionalità  pura  (1) 
notata  nella  dimostrazione  della  prima  parte  nascono  per  la  defini- 
zione XLIV  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 


-Z.  +F::  +G.-FG, 
— Z . — F:  : — G.  — FG, 
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la  prima  delle  quali  è della  stessa  specie,  e dà  — FO  per  prodotto  di 
+ F moltiplicato  per  -f  O;  e la  seconda,  che  è della  settima  specie,  dà 
—-FO  per  prodotto  di  — F moltiplicato  per  — O ; il  tutto  a tenore  della 
definizione  XLVI;  adunque  è dimostrata  la  seconda  parte  del  teorema. 

Teorema  CXLV.  — Nell’algoritmo  comune  niuna  grandezza  nega- 
tiva può  essere  il  prodotto  di  due  grandezze  o ambedue  positive,  o am- 
bedue negative: 

E nell’algoritmo  nuovo  niuna  grandezza  positiva  può  essere  il  pro- 
dotto di  due  grandezze  ambedue  positive,  o ambedue  negative. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Nell’algoritmo  comune  per  la 
prima  parte  del  teorema  precedente,  il  prodotto  di  due  grandezze  po- 
sitive, ovvero  di  due  grandezze  negative,  è sempre  positivo ; adunque,  ec. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Nell’algoritmo  nuovo , per  la 
seconda  parte  del  teorema  precedente,  il  prodotto  di  due  grandezze  po- 
sitive, ovvero  di  due  grandezze  negative,  è sempre  negativo',  adunque,  ec. 
Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Nell’algoritmo  comune  niuna  grandezza  reale  (cioè 
niuna  grandezza  positiva,  o negativa)  può  essere  radice  seconda  d’una 
grandezza  negativa. 

Nell’algoritmo  nuovo  niuna  grandezza  reale  (cioè  niuna  grandezza 
positiva,  o negativa)  può  essere  radice  seconda  d’una  grandezza  po- 
sitiva; 

Imperciocché,  se  nell’algoritmo  comune  una  grandezza  positiva,  o 
negativa  fosse  la  radice  seconda  d’una  grandezza  negativa,  ne  seguirebbe 
per  la  definizione  XXXVIII,  o per  la  definizione  XLIX,  che  questa 
grandezza  (la  quale  è la  pretesa  radice  seconda)  moltiplicata  per  se  me- 
desima, produrebbe  una  grandezza  negativa,  il  che  si  oppone  alla  prima 
parte  del  presente  teorema;  mentre  una  grandezza  positiva  moltiplicata 
per  se  stessa  fa  figura  di  due  grandezze  positive,  che  si  moltiplicano 
tra  loro. 

Similmente,  se  nell’algoritmo  nuovo  una  grandezza  positiva,  o ne- 
gativa fosse  la  radice  di  una  grandezza  positiva,  ne  seguirebbe,  che  la 
pretesa  radice  seconda  moltiplicata  per  se  medesima  produrebbe  una 
grandezza  positiva,  il  che  ripugna  alla  seconda  parte  di  questo  teorema. 

Scolio.  — Gli  analisti  esprimono  la  radice  seconda  con  questo 
segno  \/  , che  chiamano  segno  radicale,  cioè  designano  la  radice  se- 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


309 


conda,  v.  g.  di  + A in  questa  guisa  \/  + A,  ovvero  A,  e la  radice 
seconda  di  —A,  così  \/—A  • 

Essi  chiamano  immaginaria  la  grandezza  \/ — A,  perchè  nell’algo- 
ritmo comune  eh’ essi  maneggiano,  niuna  grandezza  reale,  cioè  niuna 
grandezza  positiva,  ovvero  negativa  può  essere  la  radice  seconda  di — A% 
cioè  eguale  a \/ — A,  conforme  si  prova  in  questo  corollario; 

Adunque  per  una  equivalente  ragione  dovrebbe  chiamarsi  immagi- 
naria (maneggiando  l’algoritmo  nuovo)  anche  lo  grandezza  \/  + A;  perchè' 
nell’algoritmo  nuovo  niuna  grandezza  reale,  cioè  niuna  grandezza  posi- 
tiva, ovvero  negativa  può  essere  la  radice  seconda  di  + A,  cioè  eguale  a 

VTA: 

Or  siccome  i nomi,  quantunque  sieno  arbitrar),  debbono  imporsi 
con  proprietà,  così  io  non  posso  indurmi  a chiamare  immaginaria  nel- 
l’algoritmo comune  la  radice  seconda  positiva,  o negativa  di  — A,  cioè 
— \/  — A,  e a chiamare  immaginaria  nell’ algoritmo  nuovo  la  radice  po- 
sitiva, o negativa  di  + A,  vale  a dire  +\/  + A; 

Imperciocché  rifletto  in  primo  luogo,  che  sì  le  une,  come  le  altre 
radici  concepite  nella  maniera  da  me  spiegata  sono  grandezze  reali,  e 
non  fantastiche,  o impossibili;  benché  nascano  dall’unità  negativa  le  prime, 
e dall’unità  positiva  le  seconde: 

Secondariamente  considero,  che  l’assunzione  dell’unità  positiva,  su 
la  quale  si  fonda  l’algoritmo  comune,  è ugualmente  arbitraria,  che  l’as- 
sunzione dell’unità  negativa,  su  la  quale  io  fondo  l’algoritmo  nuovo. 

Definizione  L.  — Io  dunque  nell’algoritmo  comune  chiamo  gran- 
dezza straordinaria  del  secondo  grado,  o semplicemente  grandezza  straor- 
dinaria, quella  grandezza  positiva,  o negativa,  che  moltiplicata  una 
volta  per  se  stessa  mediante  l’unità  negativa  produce  una  grandezza  ne- 
gativa. 

Scolio.  — Nell’algoritmo  comune  designando  con  l’espressione  ge- 
nerale — A la  grandezza  negativa,  che  nasce  dal  moltiplicare  una  volta 
per  se  stessa  la  grandezza  straordinaria  positiva,  o negativa,  questa  me- 
desima grandezza  straordinaria  positiva,  o negativa  sarà  da  me  espressa 
così  + \/—  A ; nel  segno  doppio  + il  superiore  rappresenta  la  gran- 
dezzza  straordinaria  positiva,  e l’inferiore  denota  la  grandezza  straordi- 
naria negativa. 
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Corollario.  — Nell’algoritmo  comune  in  virtù  della  definizione  L, 
e del  presente  scolio,  si  à questa  proporzionalità  trascendente,  che  è della 
sesta,  e settima  specie  : 

— Z . ± \/^A  : :± \/^A  . - A. 

Definizione  LI.  — Nell’  algoritmo  nuovo  io  chiamo  grandezza  stra- 
ordinaria del  secondo  grado,  o semplicemente  grandezza  straordinaria  quella 
grandezza  positiva,  o negativa,  che  moltiplicata  una  volta  per  se  stessa, 
mediante  l’unità  positiva,  produce  una  grandezza  positiva. 

Scolio.  — Nell’algoritmo  nuovo  denotando  con  l’espressione  gene- 
rale + A la  grandezza  positiva,  che  nasce  dal  moltiplicare  una  volta 
per  se  stessa  la  grandezza  straordinaria  positiva,  o negativa,  questa  me- 
desima grandezza  straordinaria  positiva,  o negativa  sarà  da  me  desi- 
gnata così  + \/  + A . Nel  segno  doppio  + il  superiore  rappresenta  la 
grandezza  straordinaria  positiva,  e l’ inferiore  esprime  la  grandezza  stra- 
ordinaria negativa. 

Corollario.  — Nell’algoritmo  nuovo,  in  vigore  della  definizione  LI, 
di  questo  scolio,  si  à la  seguente  proporzionalità,  ohe  è pura,  o tra- 
scendente della  quinta  specie: 

+Z  . ±V+2::±\/+~Z . + A. 


Teorema  CXLVI.  — Nell’algoritmo  comune  il  prodotto  di  qualsi- 
voglia numero  pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative,  è una 
grandezza  positiva: 

E nell’algoritmo  nuovo  il  prodotto  di  qualsivoglia  numero  pari  di 
grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative,  è una  grandezza  negativa. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Il  numero  pari  di  grandezze 
tutte  positive,  o tutte  negative  sia-  v.  g.  6. 

Egli  è certo,  che  neH’algoritmo  comune  il  prodotto  delle  due  prime 
grandezze  è positivo  (o  positive,  o negative,  che  elle  sieno);  come  pure 
il  prodotto  della  terza,  e quarta  grandezza,  e il  prodotto  della  quinta, 
e della  sesta  sono  positivi,  per  la  prima  parte  del  teorema  CXLIV  (o 
sieno  la  terza,  quarta,  quinta,  e sesta  grandezza  tutte  positive,  o tutte 
negative);  il  prodotto  poi  delle  due  prime,  moltiplicato  pel  prodotto 
della  terza,  e della  quarta,  fa  un  prodotto,  che  è positivo  per  lo  stesso 
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teorema,  ed  anche  il  prodotto  delle  quattro  prime  grandezze  (che  si  è 
provato  positivo)  moltiplicato  pel  prodotto  della  quinta,  e della  sesta 
grandezza  dà  un  prodotto  delle  sei  grandezze,  che  è positivo  per  la  ci- 
tata prima  parte  del  teorema  CXLIV. 

Così  procedendo,  è manifesto,  che  si  proverà  la  prima  parte  del 
presente  teorema  in  qualsivoglia  numero  pari  di  grandezze  o tutte  po- 
sitive, o tutte  negative;  adunque,  ec. 

Dimostrazione  della  seconda  parte . — Similmente  nell  'algoritmo  nuovo 
il  prodotto  delle  prime  due  grandezze  è negativo  (o  positive,  o negative, 
eh’  elle  sieno),  e negativi  pur  sono  il  prod  otto  della  terza,  e della  quarta 
grandezza,  e il  prodotto  della  quinta,  e della  sesta  in  virtù  della  seconda 
parte  del  teorema  CXLIV  (o  sieno  la  terza,  quarta,  quinta  e sesta  gran- 
dezza tutte  positive,  o tutte  negative)  ; adunque  il  prodotto  delle  due 
prime  grandezze,  moltiplicato  pel  prodotto  della  terza,  e della  quarta, 
compone  un  prodotto  delle  quattro  prime  grandezze,  che  è negativo,  pel 
medesimo  teorema;  e quindi  il  prodotto  delle  quattro  prime  grandezze 
(che  si  è provato  negativo)  moltiplicato  pel  prodotto  della  quinta,  e 
della  sesta,  forma  un  prodotto  delle  -sei  grandezze,  che  è negativo,  per 
l’allegata  seconda  parte  del  teorema  CXLIV. 

È visibile,  che  nel  modo  stesso  si  proverà  la  seconda  parte  del 
teorema  in  qualunque  numero  pari  di  grandezze,  o tutte  positive,  o 
tutte  negative;  adunque,  eco.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — L’esser  prese,  come  si  è fatto  nelle  dimostrazioni  di 
ambedue  le  parti  del  teorema,  Tesser  prese,  dico,  a coppia  a coppia  le 
grandezze,  le  quali  compongono  il  prodotto  delle  sei  grandezze,  o tutte 
positive,  o tutte  negative,  non  fa,  che  il  prodotto  delle  tre  coppie  sia 
differente  dal  prodotto  delle  sei  grandezze  moltiplicate  insieme  ad  una 
ad  una,  ciò  è chiaro  pel  corollario  IV  del  teorema  LXXXI  in  ordine 
al  prodotto  positivo  delle  sei  grandezze,  considerato  nella  prima  parte 
del  teorema  presente: 

E si  rende  manifesto  anche  in  ordine  al  prodotto  negativo  delle  sei 
grandezze,  considerato  nella  seconda  parte  del  teorema,  a chi  riflette, 
che  se  +abcdef  è uguale  a +(ab)  ( cd ) (e/),  conforme  ò teste  pro- 
vato, sarà  eziandio  —ab  cd  ef  eguale  a — (ab)  (cd)  (e/);  conciossiachè 
se  A è uguale  ad  E è evidente,  che  anche  — 4 è uguale  a — E. 

La  considerazione  di  questo  scolio  à manifestamente  luogo  in  qual- 
sivoglia numero  di  coppie,  che  possano  comporre  il  prodotto  di  qua- 
lunque numero  pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative. 
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Corollario  I.  — Nell’algoritmo  comune  ogni  dignità  di  grado  pari 
d’una  grandezza  positiva,  o negativa,  è una  grandezza  positiva. 

E nell’algoritmo  nuovo  ogni  dignità  di  grado  pari  d’una  grandezza 
positiva,  o negativa,  è una  grandezza  negativa. 

Corollario  II.  — Nell’  algoritmo  comune  una  grandezza  positiva, 
v.  g.  + G,  può  avere  due  radici  di  qualsivoglia  grado  pari,  una  posi- 
tiva, e l’altra  negativa. 

E nell’algoritmo  nuovo  una  grandezza  negativa,  v.  g.  — G,  può  avere 
due  radici  di  qualsivoglia  grado  pari,  una  positiva,  e l’altra  negativa; 

Imperciocché  possono  sempre  immaginarsi  due  grandezze,  una  po- 
sitiva, e l’altra  negativa,  ciascuna  delle  quali  moltiplicata  per  se  mede- 
sima (nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo)  tante  volte  meno 
una,  quante  unità  contiene  il  numero  pari  della  radice,  dia  un  prodotto 
eguale  a + G nell’algoritmo  comune,  ed  eguale  a — G nell’algoritmo  nuovo • 

Egli  è chiaro  per  la  definizione  XLIX,  che  ciascuna  delle  due  gran- 
dezze positiva,  e negativa,  immaginate  come  sopra,  esser  dee  la  radice 
del  grado  pari  della  grandezza  positiva  + G nell’algoritmo  comune,  e 
della  grandezza  negativa  — G nell’algoritmo  nuovo. 

Teorema  CXLVII.  — Nell’algoritmo  comune  niuna  grandezza  ne- 
gativa può  essere  il  prodotto  d’un  numero  pari  di  grandezze  tutte  po- 
sitive, o tutte  negative: 

E nell’algoritmo  nuovo  niuna  grandezza  positiva  può  essere  il  pro- 
dotto di  un  numero  pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Nell’algoritmo  comune,  per  la 
prima  parte  del  precedente  teorema,  il  prodotto  di  qualunque  numero 
pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative,  è positivo ; adunque,  ec. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Nell’algoritmo  nuovo  per  la 
seconda  parte  del  teorema  precedente,  il  prodotto  di  qualsivoglia  nu- 
mero pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative  è negativo ; 
adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario  I.  — Nell’algoritmo  comune,  niuna  grandezza  reale, 
cioè  niuna  grandezza  positiva,  o negativa,  può  essere  radice  di  qua- 
lunque grado  pari  d’una  grandezza  negativa; 

E nell’algoritmo  nuovo  niuna  grandezza  reale,  cioè  niuna  grandezza 
positiva,  o negativa,  può  essere  radice  di  qualunque  grado  pari  d’una 
grandezza  positiva. 
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Imperciocché  se  nell’algoritmo  comune  una  grandezza  positiva,  o 
negativa  fosse  la  radice  di  qualsivoglia  grado  pari  di  una  grandezza 
negativa,  questa  medesima  pretesa  radice,  moltiplicata  per  se  stessa 
tante  volte  meno  una,  quante  unità  si  contengono  nel  numero  pari, 
che  esprime  .il  suo  grado,  produrebbe  la  grandezza  negativa,  di  cui  è 
immaginata  radice,  e ciò  per  la  definizione  XLIX,  il  che  è contrario 
alla  prima  parte  del  teorema  presente,  posciachè  una  tal  radice  mol- 
tiplicata per  se  medesima  tante  volte  meno  una,  quante  unità  contiene 
il  numero  pari,  che  esprime  il  suo  grado,  è la  stessa  cosa,  che  il  pro- 
dotto di  un  numero  pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative. 

E per  la  medesima  definizione  XLIX,  se  nell’ algoritmo  nuovo  una 
grandezza  positiva,  o negativa  fosse  radice  di  qualunque  grado  pari 
d’una  grandezza  positiva,  questa  supposta  radice  moltiplicata  per  se 
medesima  tante  volte  meno  una  quante  unità  contiene  il  numero  pari, 
che  indica  il  suo  grado,  produrebbe  la  grandezza  positiva,  di  cui  si. 
pretende  radice;  e questo  è contro  la  seconda  parte  del  teorema  pre- 
sente, mentre  il  prodotto,  che  nasce  da  una  tal  radice  moltiplicata  per 
se  medesima  tante  volte  meno  una,  quante  unità  contiene  il  numero 
pari,  che  denota  il  suo  grado,  è lo  stesso,  che  il  prodotto  d’un  numero 
pari  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  negative. 

Scolio.  — Per  una  ragione  similissima  a quella  da  me  posta  nello 
scolio  annesso  al  teorema  CXLV,  io  chiamerò  nell’algoritmo  comune 
radici  straordinarie  del  grado  2 n quelle,  che  gli  Analisti  appellano  (forse 
men  propriamente)  radici  immaginarie  dello  stesso  grado  2 n,  e che  essi 

in 

designano  così  +\/—H. 

E nell’algoritmo  nuovo  chiamerò  radici  straordinarie  del  grado  2 n 

Zn  - 

quelle,  che  si  esprimono  analiticamente  così  + \/  + H. 

H denota  qualsivoglia  grandezza  positiva,  ed  n qualunque  numero 
intiero  positivo. 

Definizione  LII.  — Chiamo  grandezze  ordinarie  nell’ algoritmo 
comune  tutte  quelle  grandezze  positive,  o negative,  che  non  sono  straor- 
dinarie nel  medesimo  algoritmo  comune ; 

E chiamo  grandezze  ordinarie  nell’algoritmo  nuovo  tutte  quelle 
grandezze  positive,  o negative,  che  non  sono  grandezze  straordinarie 
nello  stesso  algoritmo  nuovo. 
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2 n _____ 

Corollario.  — Adunque  \/  + A,  e \/  + H nell’ algoritmo  comune 
sono  grandezze  ordinarie. 

in  

E \/  — A>  6 \/  — H nell’algoritmo  nuovo  sono  grandezze  ordinarie. 

Teorema  CXLVIII.  — Nell’algoritmo  comune  una  grandezza  posi- 
tiva divisa  per  una  grandezza  negativa,  e una  grandezza  negativa  di- 
visa per  una  grandezza  positiva,  danno  un  quoziente  negativo; 

E nell’algoritmo  nuovo  una  grandezza  positiva  divisa  per  una  gran- 
dezza negativa,  e una  grandezza  negativa  divisa  per  una  grandezza  po- 
sitiva, danno  un  quoziente  positivo. 

Sia  + F la  grandezza  positiva,  e — G la  grandezza  negativa. 
Dimostrazione  della  prima  parte.  — Si  prendano  queste  due  pro- 
porzionalità pure: 

(1)  +G.+F  ::  + Z.  + (F-.G), 

(2)  + F.  + G::  + Z . + (G:F), 

e per  la  definizione  XLIV  avremo  le  due  proporzionalità  trascendenti, 
ohe  sieguono: 

^0.  + F::  + Z.-(F:G), 

+ F.-G::  + Z.-(G:F), 

la  prima  delle  quali  è della  sesta  specie,  e la  seconda  è della  terza 
specie;  perciocché  nell’algoritmo  comune,  in  virtù  della  definizione 
XLVII,  — (F  :G)  grandezza  negativa  è il  quoziente  di  + F divisa  per 
— G,  e — (G  : F)  grandezza  negativa  anch’essa,  è il  quoziente  di  — G 
divisa  per  + F;  e ciò  dimostra  la  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Poste  le  due  proporzionalità 
pure  (1),  e (2),  sussistono  per  la  definizione  XLIV  le  due  infrascritte 
proporzionalità  trascendenti: 

-G.  + F::—Z.  +(F:G), 

+ F.  — G::  — Z . +(G:F), 

essendo  la  prima  della  quarta  specie,  e la  seconda  dèlia  quinta  specie; 
laonde  nell’algoritmo  nuovo  per  la  definizione  XLVIII  + (F:G)  gran- 
dezza positiva  è il  quoziente  di  + F diviso  per  —G;  e + (G:F)  gran- 
dezza parimenti  positiva  è il  quoziente  di  — G diviso  per  -|-  F;  e ciò 
dimostra  la  seconda  parte. 
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Teorema  CXLIX.  — Neil’ algoritmo  comune  una  grandezza  posi- 
tiva divisa  per  una  grandezza  positiva,  e una  grandezza  negativa  divisa 
per  una  grandezza  negativa  danno  un  quoziente  positivo. 

E nell’algoritmo  nuovo  una  grandezza  positiva  divisa  per  una  gran- 
dezza positiva,  e una  grandezza  negativa  divisa  per  una  grandezza  ne- 
gativa danno  un  quoziente  negativo. 

Sieno  + F,  e + G le  due  grandezze  positive,  e — F,  e — G le  due 
grandezze  negative. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Facciasi  questa  proporzionalità 
pura: 

(1)  +Q.  +F-.-.  + Z.  + (F:G), 

e per  la  definizione  XLIV  verrà  questa  proporzionalità  trascendente, 
ohe  è >della  seconda  specie: 

-G.  - F-.-.  + Z . + ( F:G ); 

laonde  per  le  definizioni  XXXIX,  e XLVII  + (F  : G),  grandezza  posi- 
tiva, è il  quoziente  di  + F diviso  per  + G,  e la  stessa  grandezza  posi- 
tiva + (F:G)  è il  quoziente  di  — F diviso  per  — G.  Il  che  prova  la 
verità  della  prima  parte. 

. Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Posta  la  proporzionalità  pura  (1), 
si  hanno  in  virtù  della  definizione  XLIV  queste  due  proporzionalità  tra- 
scendenti : 

+ G.  + F::-Z.  — (F:G), 

— G . — F — Z . — (F  :G), 

la  prima  delle  quali  è della  prima  specie,  e la  seconda  è della  settima 
specie;  e perciò  nell’algoritmo  nuovo  per  la  definizione  XLVIII  —(F:  G), 
grandezza  negativa,  è il  quoziente  di  + F diviso  per  + G,  e la  mede- 
sima grandezza  negativa  — (F  :G)  è il  quoziente  di  — F diviso  per  — G, 
il  che  prova  la  seconda  parte. 

Teorema  CL.  — Nell’algoritmo  comune: 

I,  Il  prodotto  di  qualsivoglia  numero-  impari  di  grandezze  tutte 
positive  è una  grandezza  positiva. 

II.  E il  prodotto  di  qualsivoglia  numero  impari  di  grandezze  tutte 
negative  è una  grandezza  negativa. 

Nell’algoritmo  nuovo: 

I.  Il  prodotto  di  qualsivoglia  numero  impari  di  grandezze  tutte 
positive  è una  grandezza  positiva. 
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II.  E il  prodotto  di  qualsivoglia  numero  impari  di  grandezze 
tutte  negative  è una  grandezza  negativa. 

Dimostrazione  della  prima,  e seconda  parte.  — La  piima  parte  nel- 
l’algoritmo comune  è manifesta  per  una  facilissima  illazione  del  teo- 
rema CXLIV. 

E la  seconda  si  prova  cosi: 

Il  prodotto  di  qualunque  numero  impari  di  grandezze  negative  è 
il  prodotto,  che  viene  dal  prodotto  di  un  numero  pari  di  grandezze  ne- 
gative moltiplicato  per  un’altra  grandezza  negativa,  ma  nell’algoritmo 
comune,  per  la  prima  parte  del  teorema  CXLVI,  il  prodotto  di  un  nu- 
mero pari  di  grandezze  negative  è una  grandezza  positiva;  adunque  per 
la  prima  parte  del  teorema  CXLIII  questo  prodotto  di  un  numero  pari 
di  grandezze  negative  {che  si  è provato  essere  positivo)  moltiplicato  per 
un’altra  grandezza,  che  è negativa,  dà  un  prodotto  di  qualunque  nu- 
mero impari  di  grandezze  negative,  che  è una  grandezza  negativa;  e 
questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

Dimostrazione  della  terza,  e quarta  parte.  — Il  prodotto  di  qua- 
lunque numero  impari  di  grandezze  positive  è il  prodotto,  che  risulta 
dal  prodotto  di  un  numero  pari  di  grandezze  positive,  moltiplicato  per 
un’altra  grandezza  positiva,  ma  nell’algoritmo  nuovo,  per  la  seconda 
parte  del  teorema  CXLVI,  il  prodotto  d’un  numero  pari  di  grandezze 
positive  è una  grandezza  negativa;  adunque  per  la  seconda  parte  del 
teorema  CXLIII,  questo  prodotto  d’un  numero  pari  di  grandezze  posi- 
tive (che  si  è provato  essere  una  grandezza  negativa)  moltiplicato  per 
un’altra  grandezza,  che  è positiva,  dà  un  prodotto  di  qualsivoglia  nu- 
mero impari  di  grandezze  positive,  che  è positivo;  e questa'è  la  dimo- 
strazione della  terza  parte. 

Il  prodotto  di  qualunque  numero  impari  di  grandezze  negative  è il 
prodotto,  che  nasce  dal  prodotto  di  un  numero  pari  di  grandezze  nega- 
tive, moltiplicato  per  un’altra  grandezza  negativa.  Ma  nell’algoritmo 
nuovo,  per  la  seconda  parte  del  teorema  CXLVI,  il  prodotto  d’un  nu- 
mero pari  dì  grandezze  negative  è una  grandezza  negativa;  adunque 
per  la  seconda  parte  del  teorema  CXLIII,  questo  prodotto  di  un  numero 
pari  di  grandezze  negative  (che  si  è provato  essere  una  grandezza  ne- 
gativa) moltiplicato  per  un’altra  grandezza  negativa,  fa  un  prodotto  di 
qualunque  numero  impari  di  grandezze  negative,  che  è una  grandezza 
negativa;  e questa  è la  prova  della  quarta  parte. 
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Scolio.  — L’algoritmo  nuovo,  che  sinora  si  è veduto  discordare 
dall’algoritmo  comune,  si  accorda  due  volte  con  esso  nel  teorema  pre- 
sente, conforme  apparisce  confrontando  la  terza  parte  di  questo  teo- 
rema con  la  prima,  e la  quarta  con  la  seconda. 

Corollario  I.  — In  ambedue  gli  algoritmi,  comune  e nuovo , una 
grandezza  positiva  + T può  avere  una  radice  di  qualsivoglia  grado  im- 
pari, che  sarà  positiva. 

E una  grandezza  negativa  — T può  avere  una  radice  di  qualsi- 
voglia grado  impari , che  sarà  negativa; 

Imperciocché  può  sempre  immaginarsi  ima  grandezza  prima  in  istato 
positivo,  e poi  in  istato  negativo,  che  moltiplicata  in  ciascuno  de’  due 
stati  per  se  medesima  tante  volte  meno  una,  quante  unità  contiene  il 
numero,  che  indica  il  grado  impari  della  radice,  darà,  essendo  presa 
positivamente  un  prodotto  positivo,  ed  essendo  presa  negativamente  uq 
prodotto  negativo,  e ciò  accaderà  pel  teorema  presente  tanto  nell’algo- 
ritmo  comune,  quanto  nell’algoritmo  nuovo. 

Ora  nel  primo  caso  il  prodotto  positivo  può  sempre  immaginarsi 
eguale  a + T,  e nel  secondo  caso  il  prodotto  negativo  può  sempre  sup- 
porsi eguale  a — T;  e perciò  in  virtù  della  definizione  XLIX,  la  gran- 
dezza immaginata  prima  in  istato  positivo,  e poi  in  istato  negativo  sarà 
la  radice  di  qualsivoglia  grado  impari  di  + T,  e rispettivamente  di  — T ; 
adunque,  ec. 

Corollario  II.  — In  ambedue  gli  algoritmi  comune  e nuovo,  ogni 
dignità  di  grado  impari  d’una  grandezza  positiva  è positiva : 

E ogni  dignità  di  grado  impari  d’una  grandezza  negativa  è negativa. 


Teorema  CLI.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo. 

Due  grandezze  negative  tra  loro  eguali  moltiplicate  respettivamente 
per  due  grandezze  eguali  tra  loro  (positive,  ovvero  negative)  danno  due 
prodotti  eguali  ; 

E due  grandezze  positive  tra  loro  eguali  moltiplicate  respettiva- 
mente per  due  grandezze  eguali  tra  loro  (positive,  ovvero  negative)  danno 
due  prodotti  eguali. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Sieno  — A,  e — a le  due  gran- 
dezze negative  eguali  moltiplicande,  e sieno  ± F,  e + / respettivamente 
le  due  grandezze  eguali  moltiplicanti  positive,  ovvero  negative; 
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Nell’ algoritmo  comune  per  la  definizione  XLV,  e pe’  teoremi  CXLI II, 
e CXLIV  si  avranno  queste  due  proporzionalità  trascéndenti: 

+ Z . — A : : ± F . + (AF), 

+ Z . — a : : ± / . + (af), 

ma  i tre  primi  termini  d’ambedue  queste  proporzionalità  trascendenti  sono 
tra  loro  eguali  (presi  col  medesimo  ordine);  adunque  pel  teorema  CXLII 
anche  i quarti  termini  di  esse  sono  eguali  tra  loro,  cioè  + (AF)  = -P  (a/). 

Similmente  nell’algoritmo  nuovo  si  avranno  per  la  definizione  XLVI, 
e pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV  queste  due  proporzionalità  trascen- 
denti : 

— Z . — A : : ± F . ± (AF), 

— Z . — a : : ± f . ± (a/), 

ma  i tre  primi  termini  di  queste  due  proporzionalità  trascendenti  sono 
tra  loro  eguali  (presi  col  medesimo  ordine);  adunque  pel  teorema  CXLII, 
anche  i quarti  termini  di  esse  sono  eguali  tra  loro,  cioè  + (AF)  = + (af); 
e questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Sieno  + A,  e + a le  due  gran- 
dezze positive  moltiplicande,  e sieno  ± F,  + / le  due  rispettive  gran- 
dezze eguali  moltiplicanti  positive,  o negative; 

Si  avranno  nell’algoritmo  comune  per  le  definizioni  XXXVI,  e XLV, 
e pel  teorema  CXLIII  le  due  infrascritte  proporzionalità,  che  nel  caso 
del  segno  superiore  sono  pure,  e nel  oaso  del  segno  inferiore  sono  tra- 
scendenti; 

+ Z . + A : : ± F . ± (AF), 

+ Z . + a:  :±f  : ± (af), 

e si  proverà,  come  nella  prima  parte,  che  + C4-F)  = + (af),  al  qual  ef- 
fetto dovrà  citarsi  non  solo  il  teorema  CXLIII,  ma  anche  il  teorema  I. 

Similmente  nell’algoritmo  nuovo  si  avranno  pei  la  definizione  XLVI, 
e pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV  le  due  infrascritte  proporzionalità  tra- 
scendenti : 

— Z . + A : : + F . + (AF), 

— Z . + o : : ± / . + (af), 


e si  proverà  come  nella  prima  parte,  che  4-  (AF)  = _|_  (af).  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 
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Teorema  OLII.  — Nell’ algoritmo  comune.,  e nell’algoritmo  nuovo , 
due  grandezze  negative,  tra  loro  eguali,  divise  respettivamente  per  due 
grandezze  eguali  tra  loro  (positive,  ovvero  negative)  danno  due  quozienti 
eguali. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Sieno  — A,  — a le  due  gran- 
dezze eguali  negative  dividende,  e + F,  e + / sieno  le  respettive  due 
grandezze  eguali  dividenti,  positive,  ovvero  negative; 

Nell’algoritmo  comune,  si  hanno  per  la  definizione  XLVII,  e pe’ 
teoremi  CXLVIII,  e CXLIX,  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

(1)  ±F.  — A ::  + Z.  ±(A  : F), 

(2)  ± f . — a : : + z . + (a  : /), 

e nell’algoritmo  nuovo  si  hanno  per  la  definizione  XLVIII,  e pe’  teo- 
remi GXLTII  e CXLIV,  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

(3)  ±F.  — A — Z.  ±(A:F), 

(4)  ±f . — a — z.  ±(a:f), 

col  mezzo  del  teorema  CXLII  si  proverà  l’eguaglianza  dei  quarti  ter- 
mini delle  proporzionalità  trascendenti  (1),  e (2),  cioè  Zf  (A  : F)  = +(a:  /), 
ed  anche  l’eguaglianza  dei  quarti  termini  delle  proporzionalità  trascen- 
denti (3)  e (4),  cioè  + (A- F)  = +(a:f);  e resterà  dimostrata  la  prima 
parte  del  teorema  in  ambedue  gli  algoritmi  comune  e nuovo. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Sieno  +A  , e +a  le  due 
grandezze  eguali  positive  dividende,  e sieno  + F , e + / le  due  rispet- 
tive grandezze  eguali  dividenti  positive,  ovvero  negative; 

Nell’algoritmo  comune  le  definizioni  XXXIX  e XLVII,  e i teo- 
remi CXLVIII  e CXLIX,  somministrano  le  due  infrascritte  proporzio- 
nalità, che  sono  pure  nel  caso  del  segno  superiore,  e trascendenti  nel 
caso  segno  inferiore: 

(5)  ± F.  + A ::  + Z . ±{A:  F), 

(6)  ±f.  + a ::  + Z.±(a:f); 

e nell’algoritmo  nuovo  la  definizione  XLVIII,  e i teoremi  CXLVIII, 
e CXLIX,  danno  le  due  proporzionalità  trascendenti  che  seguono: 

(7)  ±F.  + A Z.  + (A  y.F), 

(8)  ±f.  +a::  — Z.  +(o:/); 

e quindi  mediante  il  teorema  I.  e mediante  il  teorema  CXLII,  si  mo- 
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strerà,  che  sono  eguali  fra  loro  i quarti  termini  delle  due  proporziona- 
lità pure,  o trascendenti  (5),  e (6),  cioè  che  + (A:F)=  ±(a-.f). 

Similmente  col  mezzo  del  teorema  CXLII  si  proverà,  che  sono 
eguali  i quarti  termini  delle  due  proporzionalità  trascendenti  (7),  e (8); 

E rimane  provata  la  seconda  parte  del  teorema  nell’algoritmo  co- 
mune, e nell’algoritmo  nuovo. 

Scolio.  — Pongo  i due  seguenti  teoremi  CLIII,  e CLIV,  perchè 
debbono  servire  alla  pruova  dei  due  primi  corollari  de]  teorema  CLIV, 
e dei  due  corollari  del  teorema  CLXV,  come  pure  de’  teoremi  CLXXX, 
e CLXXXI,  ec. 

Il  teorema  CLIII  corrisponde  agli  articoli  IX,  e X dello  9colio  an- 
nesso alla  definizione  XXXVI,  e il  teorema  CLIV  è correlativo  all’ar- 
ticolo V della  definizione  XXXIX. 

Teorema  CLIII.  — Nell’algoritmo  nuovo  posto  che  — Z esprima 
l’unità  negativa,  e C qualsivoglia  grandezza; 

Io  dico,  che  il  prodotto  — CZ  è uguale  a Hh  G; 

E che  il  prodotto  + ZC  è uguale  a + C. 

Dimostrazione.  — Imperciocché  per  la  definizione  XLVI,  sussi- 
stono queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

(1)  ' — Z.±G::—Z.±CZ, 

(2)  -Z  .-Z::±C  .±ZC] 

e pe’  teoremi  CXXXII,  e CXXXVII  sussistono  queste  altre  due: 

(3)  —Z.±G::  — Z.±G, 

(4)  — Z.  — Z::±G.±C) 

adunque  in  virtù  del  teorema  CXLII,  paragonando  le  due  proporziona- 
lità trascendenti  (1),  e (3),  si  à + CZ  eguale  a + C,  e paragonando 
le  due  proporzionalità  trascendenti  (2),  e (4),  si  à ± ZC  eguale  a ± G. 

Scolio.  — Nel  prodottoci,  e nelle  proporzionalità  trascendenti  (1), 
e (3)  la  Z deve  essere  omogenea  alla  C; 

Ma  nel  prodotto  ZG,  e nelle  proporzionalità  trascendenti  (2), 
e (4)  non  è necessario,  che  la  Z sia  omogenea  alla  C. 
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Teorema  CLIV.  — Nell’algoritmo  nuovo  posto  che  Z significhi  la 
unità  negativa  e C qualunque  grandezza  ; io  dico,  che  il  quoziente 
+ ( CZ ) è uguale  a +C. 

Dimostrazione.  — Imperciocché  per  la  definizione  XLVIII  sus- 
siste questa  proporzionalità  trascendente: 

(1)  — Z.  ±C::  — Z.  ±{C:Z), 
e pel  teorema  CXXXII  sussiste  quest’altra: 

(2)  -Z  . ±C::—Z  . ±C; 
adunque  pel  teorema  CXLII  + (C  : Z)  è uguale  a + C. 

Scolio.  — Nel  quoziente  ( C : Z),  e nelle  proporzionalità  trascen- 
denti (I),  e (2)  la  Z deve  essere  omogenea  alla  C. 


Teorema  CLV.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo, 
se  due  grandezze  positive,  o negative  sono  moltiplicate  per  due  gran- 
dezze tra  loro  eguali  positive,  ovvero  negative  (che  possono  essere  di 
specie  diversa  dalle  moltiplicate);  io  dico,  che  i due  prodotti  che  ne 
risultano,  sono  tra  loro  puramente,  o trascendentemente,  come  le  gran- 
dezze moltiplicate. 

+ A,  e +C  sieno  moltiplicate  per  due  grandezze  eguali  ~ B, 
e ~ 6 (il  segno  ~ si  assume  da  me  per  significare  la  libertà  di  pren- 
dere B,  e b ambedue  positivamente,  o negativamente): 

Dee  provarsi,  che  (+  A x ~ B)  sta  puramente,  o trascendentemente 
a (+Cx~ft),  come  + A sta  a + C. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è similissima  alla  dimostra- 
zione del  teorema  LXXII,  con  questo,  che  invece  di  scrivere,  come  ivi, 
A,  C,  B,  b,  AB,  e Cb  dovrà  ora  scriversi  respettivamente: 

+ A,  + ~ B,  ~ b,  (+  A x ~ B),  e (+  C x ~ 6);  e di  più  in  or- 
dine all’algoritmo  nuovo  in  vece  di  scriversi  + Z,  dovrà  scriversi  — Z\ 
in  vece  poi  di  citare,  come  ivi  si  fa,  la  definizione  XXXVI,  dovrà  ci- 
tarsi la  definizione  XXXVI,  ovvero  la  definizione  XLV,  oppure  la  defi- 
nizione XLVI,  cioè  tutte  tre  queste  definizioni  insieme. 

Corollario.  — In  ambedue  gli  algoritmi  comune,  e nuovo,  se  + A sarà 
eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  +C,  anche  il  prodotto  (+4  x ~ B) 
sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  del  prodotto  (+Cx~ò). 
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E versa- vice,  se  (+A  x ~.B)  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o mi- 
nore di  (±C  X ~6)  anche  + A sarà  eguale,  ovvero  respettivamente 
maggiore,  o minore  di  +C. 

Tutto  ciò  in  virtù  del  corollario  X de’  principj  e del  teorema  CXLI. 
Questo  corollario  comprende  nella  sua  universalità  il  teorema  CLT. 


Teorema  CLVI.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo, 
se  due  grandezze  eguali  positive,  o negative  sono  moltiplicate  per  due 
grandezze  tra  loro  omogenee,  positive  o negative,  cioè  una  delle  eguali 
per  una  delle  omogenee,  e l’altra  delle  eguali  per  l’altra  delle  omogenee; 

10  dico,  che  i due  prodotti,  che  ne  risultano,  sono  tra  loro  puramente, 
o trascendentemente  come  le  grandezze  moltiplicanti,  che  possono  essere 
di  specie  diversa  dalle  moltiplicate. 

Le  due  grandezze  eguali  e ~6  sieno  moltiplicate  per  +A, 

e +C  tra  loro  omogenee,  cioè  per  + A,  per  + C,  dee  pro- 

varsi, che  (~i?  X A)  sta  puramente,  o trascendentemente  a x + C), 
come  +A  a +C. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è affatto  simile  alla  dimostra- 
zione del  teorema  LXXIII,  con  questo  che  in  vece  di  scrivere,  come 
ivi,  A,  C,  B,  b,  BA,  e he,  dovrà  scriversi  respettivamente  ±A,  +C, 
~B,  ~ft,  (~J3  x i.A,  e (~6x±C). 

E di  più  in  ordine  all’algoritmo  nuovo  in  cambio  di  scrivere  + Z 
dovrà  scriversi  — Z. 

In  luogo  poi  di  citare,  come  ivi  si  fa,  la  definizione  ,XXXVI,  dovrà 
citarsi  o la  definizione  XXXVI,  o la  definizione  XLV,  o la  defini- 
zione XLVI,  cioè  tutte  tre  queste  definizioni  unitamente. 

E in  fine  in  vece  di  citare  il  corollario  Vili  de’  principj  si  citerà 

11  corollario  Vili  de'  principj,  ovvero  il  teorema  XLI,  cioè  tutte  queste 
proposizioni  insieme. 

Corollario.  — In  ambedue  gli  algoritmi  comune,  e nuovo,  se  + A 
sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  + C,  anche  il  prodotto 

x ± A) 

sarà  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  del  prodotto 
(~6  X ±C); 

E versa- vice,  se  (~5x  ± A)  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o mi- 
nore di  (~6  x ±C),  anche  ±A  sarà  eguale,  ovvero  respettivamente 
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maggiore,  o minore  di  +C:  tutto  questo  in  virtù  del  corollario  X dei 
principj,  ovvero  del  teorema  CXLI. 

Anche  questo  corollario  comprende  nella  sua  universalità  il  teo- 
rema CLT. 

Teorema  CLVII.  — Salve  le  significazioni  esposte  nei  due  prece- 
denti teoremi  CLV  e CLVI,  io  dico,  che  nell’algoritmo  comune,  e nel- 
l’algoritmo nuovo  sussistono  le  due  infrascritte  proporzionalità: 

(1)  (±A  X~B)  sta  trascendentemente  a (+C  x~£),  come  + A 
sta  a +G  : 

(2)  (~Bx  db  A)  sta  trascendentemente  a (~Bx  + C),  come  + A 
sta  a Zf  C. 

Dimostrazione.  — Per  provare  la  sussistenza  delle  proporzionalità 
trascendenti  (1),  e (2),  si  rifletta,  che  i due  primi  termini  di  ciascuna 
è in  istato  analogo  rispetto  ai  due  ultimi  in  virtù  de’  teoremi  CXLIII, 
e CXLIV  ; 

E che  considerando,  come  positivi  tutti  i termini  delle  proporzio- 
nalità trascendenti  (1),  e (2)  si  hanno  respettivamente  queste  due  pro- 
porzionalità pure  tanto  nell’  algoritmo  comune  quanto  nell’algoritmo 
nuovo  : 

AB.CB  : : A . G, 

BA  . GB  ::  A ,G, 

e ciò  pe’  teoremi  CLV,  e CLVI;  adunque  pel  corollario  IV  della  defini- 
zione XLIV  sussistono  le  proporzionalità  trascendenti  (1),  e (2).  TI  che 
dovea  dimostrarsi. 

Teorema  CLVIII.  — Nell’algoritmo  comune  e nell’algoritmo  nuovo, 
sieno  + F,  e + G due  grandezze  omogenee  tra  loro,  ambedue  insieme 
positive,  o ambedue  insieme  negative,  e sieno  + /,  e +g  due  altre 
grandezze  omogenee  tra  loro,  ambedue  respettivamente  positive,  o am- 
bedue respettivamente  negative  (potendo  però  essere  di  specie  diversa 
le  due  seconde  dalle  due  prime); 

Sia  in  oltre  ± F maggiore,  ovvero  minore  di  + G,  e sia  + / mag- 
giore, ovvero  respettivamente  minore  di  + g ; 

To  dico  primieramente,  ohe  il  prodotto  ( + F x db/)  è maggiore,  ovvero 
respettivamente  minore  del  prodotto  (±G  x ±g); 
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Io  dico  secondariamente,  che  il  prodotto  ( + / x±F)  è maggiore, 
ovvero  respettivamente  minore  del  prodotto  (+yx±(?) 

La  dimostrazione  di  ambedue  le  parti  di  questo  teorema  è intiera- 
mente simile  alla  dimostrazione  delle  due  parti  del  teorema  LXXIV; 
ma  in  vece  di  citare  il  corollario  del  teorema  LXXII,  dee  citarsi  il  co- 
rollario del  teorema  CLV,  come  pure  in  luogo  di  scrivere  F,  G,  f,  g, 
dovrà  scriversi  respettivamente  — F,  + G,  + f,  + g,  anche  ne’  prodotti. 

Teorema  CLIX.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo, 
sieno  due  prodotti  v.  g.  (+E  X + F x +0,  ec.),  e (±ex+/X±gr,  ec.) 
formati  di  qualsivoglia  numero  di  grandezze  tutte  positive,  o tutte  ne- 
gative (purché  tante  siano  le  grandezze,  che  formano  il  primo  prodotto, 
quante  sono  quelle,  che  formano  il  secondo); 

E le  grandezze  +E  + F + G,  ec.,  delle  quali  è formato  il  primo 
prodotto,  sieno  eguali  ovvero  maggiori  o minori  delle  corrispondenti 
grandezze,  delle  quali  è formato  il  secondo,  cioè  delle  rk  e + / + ec. 
ordinatamente  prese; 

Io  dico,  che  il  primo  de’  suddetti  prodotti  è uguale,  ovvero  respet- 
tivamente maggiore,  o minore  del  secondo. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è simile  affatto  alla  dimostra- 
zione del  teorema  LXXVI,  purché  in  essa,  e nello  scolio,  che  la  pre- 
cede, in  vece  di  E,  F,  G,  e,  f,  g,  scrivasi  respettivamente  ±E,  ± F, 
+ G,  +é,  +/,  + g,  anche  ne’  prodotti. 

E purché  nplla  medesima  dimostrazione  in  vece  di  citare  la  defini- 
zione XXXVI,  e l’articolo  VII  dello  scolio,  che  gli  è annesso,  si  citino 
unitamente  la  definizione  XXXVI,  l’articolo  VII  dello  scolio,  che  gli  è 
annesso,  e le  definizioni  XLV,  e XLVI  ; 

E finalmente  purché  in  vece  di  citare  il  corollario  del  teorema  LXXII, 
il  corollario  del  teorema  LXXIII,  e il  teorema  LXXIV,  si  citino  respet- 
tivamente il  corollario  del  teorema  CLV,  il  corollario  del  teorema  CLVI, 
e il  teorema  CLVIII. 

Corollario  I.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo,  se 
qualsivoglia  grandezza  +E  è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  qual- 
sivoglia grandezza  + e,  anche  qualsisia  dignità  di  +E  sarà  eguale,  ov- 
vero respettivamente  maggiore,  o minore  di  una  dignità  simile  di  + e. 

Corollario  II.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo, 
se  una  grandezza  positiva,  o negativa  sarà  eguale,  ovvero  maggiore,  o 
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minore  d’un’altra  grandezza  positiva,  o respettivamente  negativa,  la 
radice  di  qualunque  grandezza  della  prima  sarà  eguale,  ovvero  respetti- 
vamente maggiore,  o minore  della  radice  simile  della  seconda. 

La  dimostrazione  di  questo  corollario  è simile  intieramente  alla  di- 
mostrazione del  corollario  II  dol  teorema  LXXVI,  purché  in  cambio  di 
E,  e di  e scrivasi  rispettivamente  ±E,  e +e,  anche  ne’  prodotti. 

Teorema  CLX.  — Nell’algoritmo  nuovo,  se  due  grandezze  sono 
omogenee,  e l’unità  negativa  assunta  è la  medesima; 

Io  dico,  che  il  prodotto  della  prima  grandezza  moltiplicato  per  la 
seconda,  è uguale  al  prodotto  della  seconda  grandezza  moltiplicata  • per 
la  prima. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è similissima  alla  dimostrazione 
del  teorema  LXXIX,  purché  in  vece  di  citare  la  definizione  XXXVI, 
e il  teorema  I,  si  citino  respettivamente  la  definizione  XLVI,  e il  teo- 
rema CXLTI; 

E in  vece  scrivere  + Z,  + MN,  + NM  scrivasi  respettivamente 
— . Z , -MN,  -NM. 

Teorema  CLXI.  — Nell’algoritmo  nuovo  A è uguale  al  quoziente 
+ (<4-B)  : B,  e al  quoziente  + {BA ) : B. 

Questo  teorema  ha  relazione  al  teorema  CI. 

Dimostrazione  della  prima  parte . — Per  la  definizione  XLVI,  e pel 
teorema  CXLIV  si  à questa  proporzionalità  trascendente  : 

— Z . +A  ::±B.+AB; 

ma  per  la  definizione  XLVIII,  e pel  teorema  CXLV1II  si  à quest’ altra 
proporzionalità  trascendente  : 

±B  . + AB..—Z  ,+  {AB):B; 
adunque  per  la  terza  parte  del  teorema  CXXXV. 

— Z.+A::—Z.  + (AB):B; 

e quindi  pel  teorema  CXLI  A = (AB):B. 

E questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Per  la  definizione  XLVI,  e pel 
teorema  CXLIV  sussiste  questa  proporzionalità  trascendente: 


— Z.±B::  + A ,±BA, 
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cioè  permutando 

— Z . + A : : + B . zp  BA . 

Per  la  definizione  XLVIII,  e pel  teorema  CXLVIII  si  à quest’altra 
proporzionalità  trascendente: 

±B  . + BA  ::  -Z  . + (BA):B; 
laonde  per  la  terza  parte  del  teorema  CXXXV 
— Z.  + A::—Z.  + (BA):B, 
e conseguentemente  pel  teorema  CXLI. 

A = (BA):B. 

E questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

Scolio.  — Qui  hanno  luogo  riflessioni  simili  a quelle,  che  si  con- 
tengono nello  scolio  annesso  al  teorema  CI. 

Corollario.  — Essendosi  dimostrato,  che  nell’algoritmo  nuovo 
+ (AB):B  = A,  e + (BA):B  = A,  ne  segue  evidentemente,  che  nell’algo- 
ritmo nuovo  — (AB):B  = — A,  e — (BA):B=  — A. 

Scoilo.  — Similmente  essendosi  dimostrato  nel  teorema  CI,  che 
nell’algoritmo  comune  + (AB):  B — A,  e + (BA):B  = A,  ne  segue,  ohe 
nell’algoritmo  comune  — (AB)\ B = — A,  e — (BA):B  — — A. 

Teorema CLXII. — Nell’algoritmo  nuovo  i due  quozienti  — (AC):(BC). 
e — (A:B)  sono  eguali. 

Questo  teorema  à relazione  al  teorema  CXII. 

Dimostrazione.  — Pel  teorema  CLV  si  à questa  proporzionalità: 

BC  . ACr.B  . A; 

ma  per  la  definizione  XLVIII,  e pel  teorema  CXLIX  abbiamo  queste 
due  proporzionalità  trascendenti: 

+ BC  . + AG::- Z.-(AC):(BC), 

+ B . + A::-Z  .-(AB), 
le  quali  trasposte  danno  respettivamente: 

-Z  . — (AG)  :(BG )::  +BG.+  AG, 

- Z.-(A:B)::  + B.  + A ; 
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Adunque  considerando  le  grandezze  +BC,  + AC,  + B,  + A,  — Z, 
— (AC):  (BC),  — Z,  — (A-.B)  respettivamente  come  prima,  seconda,  terza, 
quarta,  quinta,  sesta,  settima,  e ottava  grandezza,  avremo  pel  teo- 
rema CXXXIV  l’infrascritta  proporzionalità  trascendente: 

—Z  . —(AC):(BC)  ::  — Z .(A:B), 

e quindi  pel  teorema  CXLI  — (AC):(BC)  è uguale  a — (A:B).  Il  che 
dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — Debbono  qui  farsi  riflessioni  simiglianti  a quelle  dello 
scolio  annesso  alla  prima  dimostrazione  del  teorema  CXII. 

Corollario.  — Poiché  si  è dimostrato,  ohe  nell’algoritmo  nuovo 
è — ( AC):(BC ) eguale  a — (A:B),  egli  è visibile,  che  nell’algoritmo  nuovo 
+ (AC):(BC)  è uguale  a +(A:B). 

Scolio.  — Parimente  essendosi  dimostrato  nel  teorema  CXII,  ohe 
nell’algoritmo  comune  — (AC):(BC)  è uguale  a + (A  :B),  è chiaro,  che 
nell’algoritmo  comune  — ( AC):(BC ) è uguale  a —(A  : B). 


Teorema  CLXIII.  — Nell’algoritmo  nuovo  i due  quozienti 

-(CA):(CB), 

e — (A  : B)  sono  eguali. 

Questo  teorema,  che  ha  relazione  al  teorema  CXIII,  si  prova  con 
una  dimostrazione  similissima  a quella  del  teorema  antecedente,  purché 
in  luogo  del  teorema  CLV,  ivi  citato,  si  citi  il  teorema  CLVI. 

Corollario.  — Nell’algoritmo  nuovo  essendo  — ( CA):(CB ) eguale 
a —(A:B),  sarà  ancora  + (CA):(CB)  eguale  a +(A:B). 

Scolio.  — Nell’algoritmo  comune  avendosi  pel  teorema  CXIII 
+ (CA):(CB)  eguale  a + (A:B),  si  avrà  eziandio  — (CA)-.(CB)  eguale 
a — (A:B). 


Teorema  CLXIV.  — I.  Nell’algoritmo  comune  il  quoziente  + A:B 
moltiplicato  pel  quoziente  + F:G  è uguale  a +(AF):(BO). 

II.  Nell’algoritmo  nuovo  il  quoziente  +(A:B)  moltiplicato  pel  quo- 
ziente Z±.(F\G)  è uguale  a + (AF):(GB). 
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III.  E il  quoziente  + (AB)  moltiplicato  pel  quoziente  ± (F:G)  è 
nguale  — ( AF):(BG ). 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  la  definizione  XXXIX  si 
ànno  queste  due  proporzionalità  pure: 

+ B . + A : : + Z . + (A  :B), 

+ G.+F::  + Z . + (F:G); 

e pel  corollario  Vili  del  teorema  LXXXIII  si  ottiene 
+ BG.+AF--.ZZ  . + (AB)  (F-.G); 

ma  per  la  definizione  XXXIX  sussiste  questa  proporzionalità  pura: 

+ BG.+  AF:  : + Z . (AF)-.(BG), 

e per  l’articolo  XI  dello  scolio  annesso  alla  definizione  XXXVI  ZZ  è 
uguale  a Z\  adunque  i tre  primi  termini  delle  due  ultime  proporziona- 
lità sono  eguali  tra  loro  ordinatamente  presi,  e conseguentemente  pel 
teorema  XLII  anche  gli  ultimi  termini  cioè  + (.*4:1?)  (F:G),  e + (AF):(BG) 
sono  tra  loro  eguali.  E questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Scolio.  — Il  quoziente  F-.G  potrebbe  prendersi  con  un’altra  unità 
diversa  dalla  Z,  colla  quale  si  è preso  in  questa  dimostrazione  l’altro 
quoziente  A.B\  anzi  l’altra  unità  potrebbe  non  essere  omogenea  alla  Z, 
senza  pregiudicare  alla  prova  della  prima  parte  di  questo  teorema,  purché 
si  facesse  uso  di  un  metodo  non  differente  da  quello,  con  cui  dimostrerò 
il  teorema  inserto  nello  scolio  annesso  al  corollario  del  teorema  CLXXXI, 
al  quale  rimetto  il  perito  lettore. 

Una  somigliante  osservazione  valer  dovrebbe,  quando  avesse  a di- 
mostrarsi coi  soli  principj  dell’algoritmo  nuovo  una  proposizione  consi- 
mile alla  prima  parte  del  teorema  presente. 

Dimostrazione  della  seconda,  e terza  parte.  — Per  la  definizione  XLVI 
deve  provarsi  la  sussistenza  di  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

(1)  -Z  .±(A:B)::  + (F-.G).  + (AF)-.(BG)-, 

(2)  -Z  . ±(A :B)::±(F :G) . — (AF)-.(BG); 

i primi  due  termini  di  ambedue  queste  proporzionalità  sono  in  istato 
analogo  rispetto  ai  due  ultimi;  e i quattro  termini  di  ciascuna  di  esse, 
considerati  tutti  come  positivi,  fanno  una  proporzionalità  pura  per  la 
definizione  XXXVI,  e per  la  prima  parte  di  questo  teorema;  adunque 
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pel  corollario  TV  della  definizione  XLIV  sussistono  le  proporzionalità 
trascendenti  (1),  e (2);  e questa  è la  prova  della  seconda,  e della  terza 
parte.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — I.  La  prima  parte  di  questo  teorema  non  differisce  dal 
teorema  CXV. 

II.  Con  maniera  simile  a quella,  che  si  è tenuta  per  dimostrare  la 
seconda,  e la  terza  parte  di  questo  teorema,  si  dimostrerà  per  l’algo- 
ritmo  comune  la  sussistenza  di  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

+ Z.  ±(.4 :B)::  + ( F:G ).-  ( AF ):  {BG), 

+ Z.  — (A:B)::  — (F:G).+  (A  F):  (BG). 

III.  E se  ne  deduranno  pel  medesimo  algoritmo  comune  cinque  co- 
rollarj  simili  ai  cinque  corollari  seguenti. 

IV.  Al  corollario  poi,  che  corrisponderà  all’infrascritto  corollario  I, 
si  unirà  uno  scolio  simigliante  a quello,  che  sta  annesso  al  medesimo 
infrascritto  corollario  I.  Basterà  agl’intendenti,  che  io  abbia  accennato 
tutto  questo,  senza  che  io  mi  diffonda  ad  esporlo  più  distintamente. 

Corollario  I.  — Poiché  nell’algoritmo  nuovo  si  ànno  queste  equa- 
zioni : 

(1)  ±(A:B)x  + (F-.G)=  + (AF):(BG), 

(2)  ±(A:B)x±(F:G)  = - (AF):{BG); 

se  — Gè  uguale  all’  unità  negativa  — Z,  cioè  se  + G è uguale  a + Z, 
l 'equazioni  (1),  e (2)  somministreranno  respettivamente  queste  altre: 

(3)  ±(A:B)x  + (F:Z)=  + (AF):(BZ), 

(4)  ±{A:B)x±{F:Z)^-(AF):(BZ), 

mentre  in  virtù  dei  teoremi  CXLVII,  e CXLIII  siccome  F divisa  per 
— G dà  il  quoziente  +(E:(?),  così  F divisa  per  — Z dà  il  quoziente 
+ (F:Z);  e siccome  B moltiplicata  per  — G dà  il  prodotto  + BG,  cosi  B 
moltiplicata  per  — Z dà  il  prodotto  + BZ. 

Ma  essendo  pe’  teoremi  CLIV,  e CLIII  (F:Z)  eguale  ad  F,  e BZ 
eguale  a B,  egli  è visibile,  che  l’equazioni  (3),  e (4)  equivagliono  rispet- 
tivamente alle  due  seguenti: 

±(A:B)x  + E=  + (AF)\B, 

±{A:B)x±F  = — (AF):B. 
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Scolio.  — Se  la  ^ non  fosse  omogenea  alla  B,  allora  si  consideri, 
ohe  nell’algoritmo  nuovo  si  ànno  ancora  queste  due  equazioni: 

(5)  ±{A:B)x  + F = + (FA):B, 

(6)  ±(A:B)x±F  =-(FA):B; 
il  che  si  prova  così: 

Le  due  infrascritte  proporzionalità  trascendenti  sussistono  in  vigore 
del  corollario  IV  della  definizione  XLIV 

— Z .±(A:B)::  + F . +(FA):B, 

— Z . ±(A:B)::±F  . — (FA):B, 

perchè  i due  primi  termini  di  ciascuna  di  esse  sono  in  istato  analogo 
rispetto  ai  due  ultimi,  e considerando  tutti  i loro  termini  come  positivi, 
ne  risulta  questa  proporzionalità  pura  : 

+ Z . +(A:B)::  + F . +(FA):B, 

la  quale  è sussistente  in  virtù  della  definizione  XXXVI,  e del  teo- 
rema CVIII; 

Adunque  per  la  definizione  XLVT  sussistono  eziandio  F equazioni 

(6) ,  e (6). 

Questo  primo  corollario  corrisponde  al  teorema  CVIII,  e il  secondo 
corollario  seguente  al  teorema  CIX. 

Corollario  li.  — Se  poi  — B è uguale  all’unità  negativa  —Z,  cioè 
se  + B è uguale  a + Z,  l’equazioni  (1),  e (2),  registrate  nel  primo  co- 
rollario, daranno  respettivamente  queste  altre: 

(7)  ' ±(A:Z)x  + (F:G)=+(AF):(ZG), 

(8)  ±(A:Z)x±(F:G)  = -(AF):(ZG), 

perchè  a tenore  dei  teoremi  CXLVIII,  e CXLIII,  conforme  A divisa 
per  — B è ( +A:B ),  così  A divisa  per  — Z è (A:Z),  e conforme  — B 
moltiplicato  per  O è + BG,  così  — Z moltiplicato  per  O è +ZO. 

Ma  essendo  pe’  teoremi  CLIV,  e CLIII  A:  Z eguale  ad  A,  e ZO, 
eguale  a O,  è chiaro,  che  l’ equazioni  (7),  e (8)  somministreranno  respet- 
tivamente quest’altre  due  nell’algoritmo  nuovo: 

±A  x + {F\G)=  + {AF)-.G, 
±Ax±(F:G)=-(AF):G. 
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Corollario  III.  — Nell’algorifcmo  nuovo  il  prodotto  di  molti  quo- 
zienti (A: B),  (F-.G),  (H:I),  ec.,  a’  quali  sia  affisso  qualunque  segno,  è 
uguale  al  prodotto  di  tutte  le  dividendo  A F H,  ec.  diviso  pel  prodotto 
di  tutte  le  dividenti  B G I,  ec.  con  questo,  che  al  nuovo  quoziente 
(AF  H,  ec.):(B  Gl,  ec.)  deve  affiggersi  il  segno,  che  esiggono  la  seconda, 
e terza  parte  di  questo  teorema,  v.  g.  il  prodotto  de’  tre  quozienti 
(+A:B),  (—F:G),  ( + H:I ) è uguale  a — ( AFH):(BGI ). 

Perchè  per  la  seconda  parte  del  presente  teorema  si  ha  quest’equa- 
zione: 

( + A : B)  x (- F:  G)  = ( + A F)  : (B  G) ; 

e pel  teorema  CLI,  e per  la  terza  parte  del  teorema  presente  mol- 
tiplicando l’uno,  e l’altro  membro  dell’  equazione  suddetta  per  + H : I, 
si  ha  quest’ altra  equazione: 

( + A\B)(  — F\G)  (H  : I)  = — (A  F H)  : (B  Gl). 

Quest’esempio  è sufficiente-  a far  comprendere  la  verità  del  presente 
corollario. 

Corollario  IV.  — Nell’algoritmo  nuovo  si  ha  questa  equazione: 

(1)  (±  A : B)  ( ± A : B)  = (-4*)  : (&)  ; 

e ciò  per  la  terza  parte  di  questo  teorema. 

Ciò  posto  moltiplicando  l’equazione  (1)  per  ( + A : B),  si  ha  pel 
teorema  CLI,  e per  la  seconda,  e terza  parte  di  questo  teorema  l’altra 
equazione,  che  segue: 

(2)  (±A  : B)  {±A  :B)(±A:B)  = (±43)  : (Bs), 

e di  nuovo  moltiplicando  l’equazione  (2)  per  (+A:B),  si  ha  questa 
terza  equazione  (±A  : B)  ( + A : B)  ( + A : B)  ( + A : B)  = — (^44)  : (B*);  e 
ciò  per  la  terza  parte  di  questo  teorema. 

Questo  basta  a far  conoscere: 

Primo,  che  qualsivoglia  quoziente  + A : B positivo,  o negativo,  al- 
zato a qualunque  dignità  di  grado  pari,  è uguale  al  quoziente,  che  ha 
per  dividenda  la  dignità  simile  di  A presa  positivamente,  e per  divi- 
dente la  dignità  simile  di  B presa  positivamente,  ma  questo  secondo  quo- 
ziente dee  sempre  aver  affisso  il  segno  — . 

Secondo,  che  qualunque  quoziente  +A  : B positivo,  ovvero  negativo, 
alzato  a qualsivoglia  dignità  di  grado  impari,  è uguale  ad  un  altro  quo- 
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ziente  positivo,  ovvero  respettivamente  negativo,  che  ha  per  dividenda 
la  dignità  simile  di  A presa  positivamente,  e per  dividente  la  dignità 
simile  di  B presa  positivamente. 

Corollario  V.  — Nell’algoritmo  nuovo  per  estrarre  da  qualsivoglia 
quoziente  negativo,  v.  g.  da  — (A  : B)  qualunque  radice  di  un  grado 
pari,  si  prendano  positivamente  la  radice  simile  e della  dividenda  A,  e la 
radice  simile  d della  dividente  B,  e il  quoziente  + (a  : h)  sarà  la  radice 
richiesta  di  grado  pari  del  quoziente  — (A  : B). 

Per  estrarre  dal  quoziente  + (A  :B)  la  radice  di  qualùnque  grado 
impari,  si  prendano  positivamente  la  radice  simile  e della  dividenda  A, 
e la  radice  simile  d della  dividente  B,  e il  quoziente  + (c  : d)  sarà  la 
radice  richiesta  di  grado  impari  di  + (A  : B),  come  pure  il  quoziente 

— (c:d)  sarà  la  radice  richiesta  di  grado  impari  di  — (A  : B). 

V.  g.  per  estrarre  la  radice  quarta  da  — (A  : B)  è chiaro  pel  corol- 
lario IV,  che  il  quoziente  +(a:  b)  moltiplicato  tre  volte  per  se  stesso 
produrrà  (a4):(ò4),  ma  per  la  definizione  XLIX  — a4  è lo  stesso,  che 

— A,  cioè  a4  è lo  stesso,  che  A,  come  pure  — ò4  è lo  stesso,  che  — B, 
cioè  è4  è lo  stesso,  che  B;  adunque  per  l’allegata  definizione  + (<*:  h)  è 
la  radice  quarta  di  — (a4)  : (ò4),  vale  a dire  di  — (A:  B), 

Similmente  per  estrarre  la  radice  terza  da  + (A  : B)  è manifesto 
pel  corollario  IV,  che  il  quoziente  + (c  : d)  moltiplicato  due  volte  per 
se  stesso  produrrà  ±(c3):  (d3);  ed  essendo  per  la  definizione  XLIX  + (c3) 
lo  stesso  che  + A,  cioè  c3  lo  stesso,  che  A,  come  pure  +d3  lo  stesso, 
che  +B,  cioè  d3  lo  stosso  che  B,  ne  segue  per  la  medesima  definizione, 
che  + (c:d)  à la  radice  terza  di  + (c3):(d3),  vale  a dire  di  + (A\B). 

Bastano  questi  due  esempj  per  la  piena  intelligenza  del  corollario 
presente. 

Teorema  CLXV.  — I.  Nell’algoritmo  comune  il  quoziente  A : B di- 
viso pel  quoziente  F : G è uguale  ad  (AG)  : ( BF ). 

II.  Nell’algoritmo  nuovo  il  quoziente  + (A  :B)  diviso  pel  quoziente 
+ (F  : G)  è uguale  ad  + (AG)  : (BF). 

III.  E il  quoziente  + (A  : B)  diviso  pel  quoziente  + ( F : (?)  è uguale 
a - (AG)  : (BF). 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  la  definizione  XXXIX  si 
ànno  due  proporzionalità  pure: 

(1)  B . A ::  Z . (A  : B), 

G . F ::  Z . (F  : G), 


e convertendo 
(2) 
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F . G::(F  :0) . Z, 

dai  termini  delle  proporzionalità  (1),  e (2)  moltiplicate  per  ordine  tra 
loro  nasce  quest’ altra  pel  corollario  Vili  del  teorema  LXXXIII 

BF  .AG  ::Z(F  :G)  .(A:B)  Z, 

cioè  in  vigore  degli  articoli  IX,  e X dello  scolio  annesso  alla  defini- 
zione XXXVI 

BF  . AG  ::  (F  :G).(A:  B); 
ma  per  la  definizione  XXXIX,  e trasponendo 
Z .(AG):  (BF)::BF  .AG, 

e Z . (A  : B)  : (F  : G)  ::  (F  : G) . (A  : B); 

adunque  pel  corollario  XII  de’  principj 

Z .(AG):(BF)::Z  . (A  : B):  (F  : G); 

e quindi  pel  corollario  XXI  de’  principj  (A  : B):  (F  : G)  è uguale  ad 
(AG):(BF):  e questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda,  e terza  parte.  — Dee  provarsi  la  sus- 
sistenza di  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

(1)  ±(F:G).+(A:B)::-Z.  + (AG):(BF), 

(2)  ±(F  : G) . ±(A  : B)  : : — Z . — (AG)  : (BF), 

i due  primi  termini  d’ambedue  queste  proporzionalità,  sono  in  istato 
analogo  rispetto  ai  due  ultimi,  e i quattro  termini  di  ciascuna  di  esse 
proporzionalità  considerati,  come  positivi  - costituiscono  una  proporzio- 
nalità pura  per  la  definizione  XXXIX,  e per  la  prima  parte  di  questo 
teorema  ; adunque  pel  corollario  IV  della  definizione  XLIV  sussistono 
le  proporzionalità  trascendenti  (1),  e (2),  E questa  è la  prova  della  se- 
conda, e terza  parte. 

Scolto.  — I.  La  prima  parte  di  questo  teorema  non  differisce  dal 
teorema  CXVI. 

II.  Tenendo  una  maniera  simile  a quella,  con  cui  si  è dimostrata 
la  seconda,  e terza  parte  di  questo  teorema,  si  dimostrerà  per  l’algo- 
ritmo comune  la  sussistenza  di  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 
+ (F  : G) . ± (A  : B)  : : + Z . — (AG)  : (BF), 

— (F  : G) . - (A  : B)  ::  + Z . + (AG)  : (BF). 
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Corollario  I.  — Giacché  nell’algoritmo  nuovo  si  hanno  queste 
equazioni  : 

(1)  ± (A  : B)  : + (F  : G)  = + (AG)  : ( BF ), 

(2)  ±(A  • B)  : ±(F  : G)  = — (AG)  : (BF), 

se  — Gè  uguale  all’  unità  negativa  — Z vale  a dire  se  G è uguale  a Z, 
sarà  (F  : 0)  = (F  : Z),  e pel  teorema  CLTV,  sarà  F : Z eguale  ad  F;  sarà 
in  oltre  AG  = AZ,  e pel  teorema  CLIII  sarà  AZ  eguale  ad  A;  laonde 
l’ equazioni  (1),  e (2)  daranno  respettivamente: 

±(4:5)  :(  + *')=  +A:(BF), 

± (A  : B)  : (±  F)  = — A : (BF). 


Scolio.  — Quando  la  A non  è omogenea  alla  F,  allora  dee  riflet* 
tersi,  che  nell’algoritmo  nuovo  si  ànno  ancora  queste  due  equazioni: 

(3)  +(A:B):(±F)=*±A:(FB) 

(4)  ±(A:B):F  = ±A:(FB); 

e ciò  si  prova  nella  seguente  maniera: 

Le  infrascritte  due  proporzionalità  trascendenti  sussistono  pel  co- 
rollario IV  della  definizione  XLIV 

+ j F . + (A  : B)  : : — Z . A : (FB), 

+ F :±  (A  : B)  : : — Z . q:  A : (FB); 

attesoché  i due  primi  termini  di  ciascuna  di  esse  sono  in  istato  analogo 
rispetto  ai  due  ultimi,  e considerando  tutti  i loro  termini  come  posi- 
tivi, ne  risulta  questa  proporzionalità  pura: 

F . (A  : B)  : : Z . A : (FB), 

la  quale  è sussistente  in  virtù  della  definizione  XXXIX,  e del  teo- 
rema CX. 

Adunque  per  la  definizione  XLVIII  sussistono  parimente  le  equa- 
zioni (3),  e (4). 

Questo  corollario  corrisponde  al  teorema  CX,  e il  corollario  seguente 
al  teorema  CXI. 

Corollario  II.  — Se  poi  — B è uguale  all’unità  negativa  — Z, 
cioè  se  B è uguale  a Z,  si  avrà  A : B eguale  ad  A : Z,  e pel  teo- 
rema CXIV  sarà  A : Z eguale  ad  A : sarà  in  oltre  BF  eguale  a ZF,  e 
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pel  teorema  CLIII  sarà  ZF  eguale  ad  F,  di  maniera  che  l’ equazioni 
(1),  e (2)  somministreranno  respettivamente 

+ A\  + (F:G)  = + ( AG)  : F, 

± A : ± (F . O)  = — (AG)  : F. 

Scolio.  — I teoremi  CLXIV,  e CLXV,  e gli  scolj  annessi  al  primo 
corollario  del  teorema  CLXVI,  e al  primo  corollario  del  teorema  CLXV 
potrebbero  dimostrarsi  co’  soli  principi  dell’algoritmo  nuovo;  io  però  ò 
qui  voluto  far  uso  del  corollario  IV  della  definizione  XLIV,  e dedurli 
da  esso.  Veggasi  lo  scolio  annesso  al  corollario  del  teorema  CLXVII. 


Teorema  CLXVI.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo 
(A  : B)  + (E  : B)  è uguale  a (A  + E)  : B. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  la  definizione  XXXIX,  e 
trasponendo,  si  ànno  queste  due  proporzionalità  pure: 

Z .(A:  B)\:B  . A, 

Z . (E  : B)  : : B . E; 

e convertendo  si  ottengono  respettivamente  queste  altre: 

(A  : B) . Z : : A . B, 

(E  : B) . Z : : E . B; 

adunque  pel  corollario  XIII  del  teorema  II  si  avrà 
(A  : B)  ± (E  : B) . Z : : (A  ± E) . B, 
e convertendo,  indi  trasponendo: 

(1)  B.(A±E)::Z.(A:B)±(E:B); 

ma  per  la  definizione  XXXIX  si  ha 

B . (A  ± E)  : : Z . (A  ± E)  : B; 

adunque  pel  teorema  (1),  (A:B)  + (E:B),  quarto  termine  della  penul- 
tima proporzionalità,  è uguale  ad  (A  + E)  : B,  quarto  termine  dell’ul- 
tima; e questa  è la  prova  della  prima  parte. 


336 


teoeia  generale 


Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Pel  corollario  IV  della  defi- 
nizione XLIV  sussiste  questa  proporzionalità  trascendente: 

— B.(A±E)::—Z.(A-B)±{E:B), 

mentre  i due  primi  termini  di  essa  sono  in  istato  analogo  rispetto  ai 
due  ultimi,  e considerando  tutti  i suoi  termini  come  positivi , ne  pro- 
viene la  proporzionalità  pura  (1),  che  nella  dimostrazione  della  prima 
parte  si  è provata  sussistente;  ma  per  la  definizione  XI; Vili  sussiste 
nell’algoritmo  nuovo  quest’ altra  proporzionalità  trascendente: 

— B . (A  + E)  : : — Z . (A  ± E)  : B; 

adunque  pel  teorema  CXLII  l’ultimo  termine  (A  : B)  + (E  : B)  della 
prima  proporzionalità  trascendente  è uguale  all’ultimo  termine  (A+E):B 
della  seconda.  E questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

Scolio.  — La  prima  pai  te  di  questo  teorema  non  differisce  dal 
teorema  CXIV. 

Dalla  seconda  parte  si  dedurranno  tre  corollarj  simili  a quelli,  che 
si  sono  dedotti  dal  suddetto  teorema  CXIV. 

Se  si  volesse  inferire  la  seconda  parte  di  questo  teorema  dai  soli 
principj  dell’algoritmo  nuovo,  si  dovrebbe  raziocinare  in  questa  guisa: 

Per  la  definizione  XLVIII,  pel  teorema  CXLIX,  e trasponendo,  si 
ànno  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

-Z  . + (A:B)  : : +B. -A, 

— Z . + (E:  B)  : : + B . —E, 

e convertendo  si  ottengono  respettivamente  queste  altre  : 

+ {A  : B)  • — Z : : — A . + B, 

+ (E  : B)  . —Z  : : - E . + B; 

dalle  quali  in  virtù  del  corollario  III  della  definizione  XLIV  nascono 
respettivamente  le  due  seguenti  proporzionalità  pure: 

(A  :B)  . Z : :A  . B, 

(E  : B)  . Z : : E . B; 
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adunque  pel  corollario  XIII  del  teorema  II  si  avrà  questa  proporzio- 
nalità pura  : 

(A  : B)  ± (E  : B)  . Z : : (A  ± E)  . B, 

e convertendo,  indi  trasponendo: 

B . (A  ±E)  : : Z . (A  : B)  ±(E  : B); 

laonde  per  la  definizione  XLIV  si  avrà  eziandio  l’infrascritta  proporzio- 
nalità trascendente: 

—B  . [ A±E]\:Z  . [A:  B]±[E:B]; 

ma  per  la  definizione  XLVIII  sussiste  nell’algoritmo  nuovo  quest’altra 
proporzionalità  trascendente  : 


-B  . [A  ± E]  : : -Z  . [A±E]:B; 


adunque  pel  teorema  CXLII  il  quarto  termine  [ A : B]  + [E  : B]  della 
penultima  proporzionalità  trascendente  è uguale  al  quarto  termine 
[A  +E]  : B dell’ultima.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


Teorema  CLXVII.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo 
i termini  di  due  proporzionai. tà  pure,  o trascendenti  moltiplicati  per 
ordine  tra  loro  costituiscono  una  nuova  proporzionalità  pura,  o tra- 
scendente. 

Dimostrazione.  — Rappresentino  generalmente 

+ A . + B : : + G . + D, 

+ a . + b ::  — }—  c . H - d 

le  due  proporzionalità  puie,  o trascendenti,  mentre  i termini  di  esse 
portano  affisso  il  segno  +,  il  quale  non  muta  lo  stato  di  detti  termini 
positivi,  o negativi,  che  sieno  per  quello,  che  si  è notato  nell’articolo  III 
dello  scolio  annesso  al  corollario  V delle  presupposizioni. 

Debbono  provarsi  le  due  proporzionalità  infrascritte  pure  o tra 
scendenti  : 

[1]  +4x  + fl.+Sx+J''+t'X  + c.  + D X +d, 

[2]  +ax+A.  + bx  + B\:+cx  + C.+dx  + D. 
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Prom  della  proporzionalità  prima.  — Primieramente  si  à questa 
proporzionalità  pura,  o trascendente: 

[3]  -\-Ax-\-a.-\-Bx-\-a\  \ + Cx  + c.+Z)x  + c,‘ 
imperciocché  per  l’ipotesi 

A B \ + C . + D, 

e pel  teorema  CLV,  ovvero  pel  teorema  CLVII,  e trasponendo 

+ A x+a.  + 5 x + o - : + A . -j-  B , 

+ C X + c . + D X + c ::  + C . + D ; 

adunque  pel  teorema  CXXXIV  sussiste  la  proporzionalità  [3]. 

Secondariamente  si  proverà  nella  stessa  maniera,  mediante  il  teo- 
rema CLVI,  che  sussiste  la  proporzionalità  pura,  o trascendente,  che 
segue  : 

[4]  + B x + a . B x -{-  b + D X + e . -f-jDx+d,' 

adunque  confrontando  le  due  proporzionalità  [3],  e [4]  si  avrà  per  l'egua- 
lità ordinata  la  proporzionalità  [1]. 

La  prova  della  proporzionalità  [2]  si  farà  col  medesimo  raziocinio, 
e per  conseguenza  il  teorema  è provato  interamente. 

Corollario.  — In  vece  della  proporzionalità  [3]  si  potrà  dimostrare 
anche  l’infrascritta  : 

4-0X4 -A. ~{-ax-\-B \ + Cx+c.+Dx  + c, 

e ciò  si  farà  con  un  raziocinio  simile  a quello  con  cui  si  è provata  la 
proporzionalità  [3]  suddetta,  servendosi  dei  teoremi  CLVI,  CLV,  e CLVII. 

Parimente  in  vece  della  proporzionalità  [4]  si  proverà  con  simi- 
gliante  raziocinio  quella  che  segue: 

+ ax  + B . + 6 X + B : : + D X + c . + Dx  + d, 

facendo  uso  dei  teoremi  CLV,  CLVI,  e CLVII;  adunque  per  l’egualità 
ordinata  si  avrà  la  seguente  proporzionalità  pura,  o trascendente: 

“I - a x A . + bx+B::+Gx+c.  + Dx+d. 
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Scolio.  — Di  questo  teorema,  e del  suo  corollario  potrà  valersi 
chi  vorrà  dedurre  dai  soli  principj  dell’algoritmo  nuovo  i teoremi  CLXIV, 
e CLXV.  e gli  scolj  annessi  al  primo  corollario  del  teorema  CLXV:  le 
dimostrazioni  procederanno  con  un  tenore  simile  a quello  delle  dimo- 
strazioni colle  quali  respettivamente  si  è provata  la  prima  parte  del 
teorema  CLXIV  e la  prima  parte  del  teorema  CLXV. 

Ma  a tale  oggetto  dovrà  riflettersi,  che  nell’algoritmo  nuovo  l’unità 
negativa  — Z,  moltiplicata  per  sè  stessa,  è uguale  a sè  stessa,  cioè 
— Zx  — Z è uguale  a — Z. 

Imperciocché  per  la  definizine  XLVI,  e pel  teorema  CXLIV 
— Z . —Z  : : —Z  .—Z\ 
e pel  corollario  del  teorema  CXXXII 

— Z . — Z . — Z . — z ,* 

adunque  pel  teorema  CXLII  — Z2  è uguale  a — Z. 

Potrà  ancora  servirsi  del  presente  teorema,  e del  suo  corollario  ohi 
vorrà  provare  diversamente  nell’algoritmo  comune  le  due  proporzionalità 
trascendenti  registrate  nello  scolio  annesso  alla  dimostrazione  del  teo- 
rema CLXV,  e le  altre  due  proporzionalità  trascendenti  registrate  nello 
scolio  annesso  alla  dimostrazione  del  teorema  CLXV. 

A me  basta  d’indicare  i fonti  di  tutte  le  suddette  prove,  non  vo- 
lendo maggiormente  allungarmi  con  esporle  intere;  ciò  potrà  non  diffi- 
cilmente eseguirsi  dagl’intendenti. 


Teorema  CLXVIII.  — Nell’  algoritmo  nuovo  il  prodotto  dei  termini 
medj  d’una  proporzionalità  pura  è uguale  al  prodotto  degli  estremi,  sia 
la  proporzionalità  pura  A . B : : G . D,  i due  termini  della  quale  non 
è necessario,  che  sieno  omogenei  ai  due  ultimi,  dee  provarsi  che 
— BG  = — AD,  e che  —CB=  — DA. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  la  definizione  XLVI,  e pel 
teorema  CXIJV  si  hanno  queste  due  proporzionalità  trascendenti: 

[1]  -Z.  + A ::  + D . -[AD], 

-Z  . +B-.:  + G .-[BG]; 

e convertendo  la  seconda  di  esse  si  à quest’ altra: 

[2]  + B.-Z::  — [BC].+C; 
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si  ànno  adunque  due  ordini  di  grandezze,  cioè  — Z,  + A,  — B,  + Z 
da  una  parte,  e — BG,  + C,  +D,  — AD  dall’altra,  tali,  che  per  la  pro- 
porzionalità trascendente  [1]  — Z prima  del  prim’ordine  sta  trascen- 
dentemente alla  sua  seconda  + A,  come  +D  penultima  del  second’  or- 
dine sta  alla  sua  ultima  — [AD],  e per  l’ipotesi  + A seconda  del  primo 
ordine  sta  puramente  alla  sua  terza  + B,  come  + G antepenultima  del 
second’ ordine  sta  alla  sua  penultima  +D;  adunque  per  l’ egualità  per- 
turbata, cioè  per  la  seconda  parte  del  teorema  CXL,  — Z prima  de! 
prim’ordine,  sta  trascendentemente  alla  sua  terza  + B,  come  + C ante- 
penultima del  second’ ordine  sta  alla  sua  ultima  —[AD], 

Di  più  per  la  proporzionalità  [2],  + B terza  del  prim’ordine,  sta 
trascendentemente  alla  sua  ultima  — Z,  come  — [BG]  che  precede  l’an- 
tepenultima  del  second’ordine,  sta  alla  sua  antepenultima  C;  adunque 
di  nuovo  per  l’egualità  perturbata,  cioè  per  la  terza  parte  del  teo- 
rema CXL  — Z prima  del  prim’ordine  sta  a — Z,  ultima  del  primo 
ordine,  come  — [BG],  prima  del  second’ordine,  sta  a — [AD]  ultima 
del  second’ordine,  ma  — Z è uguale  a — Z;  adunque  pel  teorema  CXLI 
— BC  è uguale  a — AD.  E questa  è la  prova  della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Per  dimostrare,  che  — GB  = — DA , 
si  consideri  che  per  la  definizione  XLVI,  e pel  teorema  CXLIV  si 
ottengono  le  due  infrascritte  proporzionalità  trascendenti: 

[3]  —Z  . + D::  + A.-[DA] 

— Z . + C::  + B.  — [CB], 


e convertendo  la  seconda,  si  à quella,  che  segue- 

[4]  + G.Z::[CB].-B; 

quindi  risultano  due  ordini  di  grandezze,  cioè  — Z,  + D,  +C,  — Z da 
una  parte,  e — [GB],  + B,  + A — [AD]  dall’altra,  tali,  che  — Z sta 
trascendentemente  a + D,  come  +4  a - [DA],  e + D sta  puramente 
a +C,  come  + B a + A [poiché  avendosi  per  l’ipotesi  A.  Br.G.D  si 
à trasponendo,  indi  convertendo  D . C ::B . A],  e finalmente  per  la  pro- 
porzionalità trascendente  [4]  + C sta  trascendentemente  a — Z,  come 
— [GB]  a +B ; laonde  procedendo  con  maniera  simile  a quella,  che  si 
è tenuta  nella  I parte,  si  vedrà  mediante  l’egualità  perturbata  essere 
trascendentemente  — Z a — Z,  come  — [CB]  a —[DA],  e col  mezzo 
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de]  teorema  CXLI  si  proverà  eziandio,  che  — GB  è uguale  a — DA  ; e 
questa  è la  prova  della  seconda  parte. 

Scolio.  — La  dimostrazione  di  questo  teorema  mutando  ciò,  che 
dee  mutarsi,  vale  a dire,  pigliando  l’unità  positiva  Z invece  della  nega- 
tiva, e prendendo  respettivamente  i prodotti  positivi  BC,  AD,  CB,  DA 
in  vece  dei  prodotti  negativi  — BC,  — AD,  — CB,  — DA,  la  stessa 
dimostrazione,  dico,  prova  elegantemente  nell’algoritmo  comune,  che 
nella  proporzionalità  pura  A.B.-.C.D  deve  essere  -\-BC=-\-AD,  e 
+ CB  = + DA. 


Teorema  CLXIX.  — Nell’algoritmo  nuovo,  se  si  à — AD  = —BG, 
sussiste  questa  proporzionalità  : A . B : ; C . D e se  si  à—  DA  — — CB 
sussiste  la  medesima  proporzionalità  : A . B : : C . D. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Se  non  sussiste  la  proporzio- 
nalità  A.B.-.C.D,  potrebbe  concepirsi  in  virtù  del  postulato  la  gran- 
dezza V omogenea  alla  C,  e disuguale  alla  D,  tale,  che  sussistesse  questa 
proporzionalità:  A . B ::  C . V ; adunque  pel  teorema  precedente  si  avrebbe 

— AV  = — BC;  ma  si  ha  per  l’ipotesi  — AD  = —BC  ; adunque  sarebbe 

— AV  — — AD,  e dividendo  l’uno,  e l’altro  membro  di  quest’equazione 
per  A,  ne  verrebbe  pei  teoremi  CXLVIII,  e OLII  + [AV]  : A = + [AD~\:A, 
ma  essendo  pel  teorema  CLXT  + [A  F]  : A eguale  ad  V , e + (AD)  : A 
eguale  a D,  sarebbe  la  V eguale  alla  D,  il  che  è contro  la  supposizione 
fatta  della  V disuguale  alla  D;  adunque  sussiste  la  proporzionalità 
A.B.-.C.D-,  e questa  è la  prova  della  prima  parte. 

La  dimostrazione  della  seconda  parte  è tanto  simile  a quella  della 
prima,  che  non  fa  d’uopo  distenderla;  basterà  per  averla  di  sostituire 
nella  dimostrazione  della  prima  parte  DA,  CB,  VA  in  vece  respettiva- 
mente di  AD,  BC,  AV;  adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Le  grandezze  A,  e B debbono  essere  tra  loro  omogenee,  e le  gran- 
dezze G,  e D omogenee  tra  loro,  non  essendo  necessario,  che  le  due 
seconde  sieno  omogenee  alle  due  prime. 


Teorema  CLXX.  — Nell’algoritmo  nuovo  il  quarto  termine  d’una 
proporzionalità  pura  è uguale  al  prodotto  de’  due  termini  medj  diviso 
pel  primo  termine. 

Sia  A . B : : C . D,  dee  provarsi,  che  D è uguale  tanto  a + (BC)  : A, 
quanto  a + (CB):  A . 
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Dimostrazione.  — Pel  teorema  CLXVIII  si  à — AD  = —BC,  e 
— DA  = — GB  ; adunque  pe’  teoremi  CXLVIII  e OLII  si  avrà  tanto 
+ (AD)  : A = + (BC)  : A,  quanto  + (DA)  : A = + (CB)  : A;  ma  pel  teo- 
rema CLXI D è uguale  tanto  a + (dZ))  : A,  quanto  a + (DA)  : A ; adunque 
D tanto  è uguale  a + (BC)  : A,  quanto  a + (CB)  : A.  Il  che  dovea  di- 
mostrarsi. 


Teorema  CLXXI.  — Nell’algoritmo  nuovo  il  terzo  termine  di  una 
proporzionalità  pura  è uguale  al  prodotto  de’  termini  estremi  diviso  pel 
secondo. 

Sia  A . B::C  . D,  dee  provarsi,  che  + (AD)  : B,  quanto  + (DA)  : B 
è uguale  a + C. 

Dimostrazione.  — Il  teorema  CLXVIII  dà  — (BC)  = — (AD),  e 
— ( CB)  = — (DA)-,  ma  pe’  teoremi  CXLVIII,  e CLII  si  à tanto 
+ (BC)  : B = + (AD)  : B,  quanto  + (CB)  : B = + (DA)  : B;  adunque  es- 
sendo pel  teorema  CLXI  tanto  + (BC)  : B,  quanto  + (CB)  : B eguale  a 
+ C,  ne  siegue,  che  la  stessa  C è uguale  tanto  a +(AD):B,  quanto 
a +(DA):B.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — Nella  proporzionalità  A.BwC.D,  considerata  in  questi 
due  teoremi,  non  è necessario,  che  i primi  due  termini  sieno  omogenei 
ai  due  ultimi. 

In  ordine  a questi  medesimi  due  teoremi  dovranno  farsi  riflessioni 
simili  a quelle,  che  si  son  fatte  respettivamente  negli  scolj  annessi  ai 
teoremi  CHI,  e CIV,  e a tale  effetto  dovrà  aversi  riguardo  allo  scolio 
annesso  alla  definizione  XLVIII. 


Teorema  CLXXTI.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo 
il  prodotto  de’  termini  medj  di  una  proporzionalità  trascendente  è uguale 
al  prodotto  de’  termini  estremi. 

La  proporzionalità  trascendente,  che  qui  si  considera,  è tale,  che 
considerando  come  positivi  tutti  i suoi  termini  non  è necessario,  che  i 
due  primi  sieno  omogenei  ai  due  ultimi. 

Dimostrazione.  — I quattro  termini  della  proporzionalità  trascen- 
dente sieno  considerati,  come  tutti  positivi,  ed  essi  costituiranno  una 
proporzionalità  pura  pel  corollario  III  della  definizione  XLIV;  laonde 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


343 


pel  corollario  II  del  teorema  LXXVII  nell’algoritmo  comune,  e pel 
teorema  CLXVIII  nell’algoritmo  nuovo,  il  prodotto  de’  termini  medj 
della  suddetta  proporzionalità  pura  sarà  eguale  al  prodotto  de’  termini 
estremi  jadunque  anche  nella  proporzionalità  trascendente  il  prodotto  dei 
medj  sarà  eguale  a quello  degli  estremi  ; imperciocché  quantunque  per  ca- 
gion  de’  teoremi  CXLIII  e CL  nella  proporzionalità  trascendente  il  pro- 
dotto de’  medj,  e il  prodotto  degli  estremi  fossero  ambidue  negativi  nell’al- 
goritmo comune,  e ambidue  positivi  nell’algoritmo  nuovo,  nientedimeno 
egli  è chiaro,  che  in  entrambi  gli  algoritmi  comune,  e nuovo,  se  due 
grandezze  positive  sono  tra  loro  eguali,  le  medesime  prese  negativamente 
saranno  ancora  eguali,  e se  due  grandezze  negative  sono  eguali  tra  loro, 
le  stesse  prese  positivamente  saranno  tuttavia  eguali,  e quindi,  ec.  Il 
che  dovea  dimostrarsi. 

Teorema  CLXXIII.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo, 
se  quattro  termini  sono  tali,  che  i due  primi  rispetto  ai  due  ultimi  sieno 
in  istato  analogo  della  prima,  o della  seconda,  o della  terza,  o della 
quarta,  o della  quinta,  o della  sesta,  o della  settima  specie;  e se  di  più 
il  prodotto  de’  due  termini  medj  di  essi  è uguale  al  prodotto  de’  due 
termini  estremi;  io  dico,  che  i suddetti  quattro  termini  sono  trascen- 
dentemente proporzionali. 

I due  primi  de’  quattro  termini  debbono  essere  tra  loro  omogenei, 
e i due  ultimi  debbono  essere  omogenei  tra  loro,  non  essendo  necessario, 
che  sieno  tutti  quattro  omogenei. 

Dimostrazione.  — Considerando  i medesimi  quattro  termini,  come 
tutti  positivi,  essi  saranno  puramente  proporzionali  pel  corollario  II  del 
teorema  LXXVII,  ovvero  pel  teorema  CLXIX;  adunque  pel  corollario  IV 
della  definizione  XLIV  gl’istessi  quattro  termini  sono  trascendentemente 
proporzionali.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Teorema  CLXXIV.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo 
il  quarto  termine  d’ogni  proporzionalità  trascendente  è uguale  al  pro- 
dotto de’  termini  medj  diviso  pel  primo  termine. 

Teorema  CLXXV.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo 
il  termine  d’ogni  proporzionalità  trascendente  è uguale  al  prodotto  de’ 
termini  estremi  diviso  pel  secondo  termine. 

Dimostrazione  di  questi  due  teoremi.  — Si  considerino,  come  posi- 
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tivi  i quattro  termini  della  proporzionalità  trascendente  (i  due  primi  de’ 
quali  non  è necessario,  che  sieno  omogenei  ai  due  ultimi),  e in  virtù  del 
corollario  III  della  definizione  XLIV,  essi  formeranno  una  proporziona- 
lità pura,  in  cui  il  quarto  termine  sarà  eguale  al  prodotto  de’  termini 
medj  diviso  pel  primo,  e il  terzo  termine  sarà  eguale  al  prodotto  de’ 
termini  estremi  diviso  pel  secondo.  Tutto  questo  si  prova  nelPalgoritmo 
comune  mediante  i teoremi  CHI,  e CIV,  e nell’  algoritmo  nuovo  mediante 
i teoremi  CLXX,  e CLXXI. 

Ciò  posto  non  può  dubitarsi  della  verità  dei  due  presenti  teoremi, 
perchè  sebbene  fossero  negativi  il  quarto  termine,  ovvero  il  terzo  ter- 
mine della  proporzionalità  trascendente,  oppure  ambedue,  e per  conse- 
guenza fossero  negativi  i loro  valori  espressi  in  questi  due  teoremi:  nien- 
tedimeno essendosi  essi  termini  (quarto,  e terzo)  in  sembianza  di  positivi, 
provati  eguali  ai  suddetti  loro  valori,  considerati  anche  questi  in  sem- 
bianza di  positivi,  ne  siegue,  che  divenendo  negativo  il  quarto  termine, 
ovvero  il  terzo  termine,  oppure  ambedue,  e divenendo  negativi  anche  i 
loro  valori,  non  si  perde  punto  l’eguaglianza,  che  passa  tra  essi  termini, 
considerati  come  positivi,  e i loro  valori  considerati,  come  positivi ; im- 
perciocché è evidente,  che  se  + F = + O,  anche  — F = — G.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 

Teorema  CLXX  VI.  — Nell’algoritmo  nuovo  il  prodotto  di  quante, 
e quali  grandezze  positive  omogenee  si  vogliano  è uguale  ad  ogni  altro 
prodotto  delle  medesime,  qualunque  ordine  si  osservi  nel  moltiplicarle 
insieme;  purché  non  si  cangi  il  valore  dell’  unità  negativa  assunta. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è similissima  alla  dimostrazione 
del  teorema  XLV,  purché  si  consideri,  che  nell’  algoritmo  nuovo,  il  pro- 
dotto di  qualunque  numero  di  grandezze  omogenee  equivale  ad  una 
pura  grandezza  omogenea  (prescindendo  dalla  diversità  de’  segni  affissi), 
i quali  segni  debbono  esser  negativi  pel  teorema  CXLVI  ne’  prodotti  di 
un  numero  pari  di  grandezze,  e debbono  esser  positivi  ne’  prodotti  d’un 
numero  impari  di  grandezze  pel  teorema  CL. 

E purché  nell’accennata  dimostrazione  del  teorema  XLV  si  sosti- 
tuisca la  voce  grandezza  in  luogo  della  voce  proporzione ; invece  poi  di 
citare,  come  ivi  si  fa,  il  teorema  XXIII  si  citi  il  teorema  CLX;  invece 
del  I corollario  del  teorema  XXIV  si  citi  il  corollario  del  teorema  CLV; 
e in  vece  del  corollario  VII  dello  stesso  teorema  XXIV  si  citi  il  teo- 
rema CLVI,  come  pure  in  luogo  del  I corollario  del  teorema  XXIX  si 
citi  il  teorema  CLXVIII. 
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Scolio  — I.  Possono  dedursi  dal  teorema  presente  corollari  simili 
a quelli,  che  si  sono  dedotti  dal  teorema  LXXXI. 

II.  È facile  lo  stendere  il  presente  teorema  CLX  ai  prodotti  di 
grandezze  tutte  negative,  e ciò  in  ambedue  gli  algoritmi,  comune,  e 
nuovo. 

Imperciocché  chiamando  + F il  prodotto  (secondo  ambedue  gli  al- 
goritmi) di  quante,  e quali  grandezze  positive  si  vogliano,  e + G il  pro- 
dotto delle  medesime  grandezze  moltiplicate  fra  loro  con  ordine  diverso; 
egli  è manifesto,  che  le  stesse  grandezze  divenendo  tutte  negative  o la- 
sceranno  il  prodotto  + F,  e +0  coi  loro  pristini  segni,  e in  tal  caso 
la  cosa  è più  che  evidente,  ovvero  muteranno  i segDi  de’  medesimi  pro- 
dotti, i quali  diveranno  respettivamente  + F,  e ZfG,  ma  in  questo  caso 
ancora,  essendosi  provato  in  ambedue  gli  algoritmi  comune,  e nuovo 
mediante  i teoremi  LXXIX,  LXXXI,  CLX,  e CLXXVI  presente,  che 
+ F è uguale  a +0,  ne  siegue  ad  evidenza,  che  ancora  è uguale 
a + G. 


Teobema  CLXXVII.  — Nell’  algoritmo  nuovo  qualunque  termine  (che 

10  ohiamerò  Y ) d’ una  progressione  geometrica  dopo  il  secondo  è uguale 
ad  una  dignità  del  secondo  termine,  il  numero  esponente  della  quale  è 
minore  di  una  unità  del  numero,  che  indica  il  sito,  che  ottiene  nella 
progressione  il  termine  Y,  è uguale,  dico  alla  detta  dignità  del  secondo 
termine  divisa  per  una  dignità  del  primo  termine,  il  numero  esponente 
della  quale  è minore  di  due  unità  del  numero,  che  indica  il  sito,  che 
ottiene  nella  progressione  il  termine  Y. 

Intendo  di  una  progressione  formata  di  termini  tutti  positivi. 

Sia  la  progressione  geometrica  A,  B,  C,  D,  E,  ec.  dee  provarsi,  che 

11  terzo  termine  C è uguale  a B2:A,  che  il  quarto  termine  D è uguale 
a B3:A 2,  che  il  quinto  termine  E è uguale  a B^'.A3,  e così,  ec. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è intieramente  simile  alla  di- 
mostrazione del  teorema  CXVITI,  per  adattar  la  quale  al  presente  teo- 
rema, basta  citare  il  teorema  CLXX  in  vece  del  teorema  CHI,  e con- 
siderare, che  quantunque  nell’ algoritmo  nuovo  una  grandezza  positiva 
moltiplicata  per  una  grandezza  positiva  dia  un  prodotto  negativo  pel 
teorema  CXLIV,  nientedimeno  questo  medesimo  prodottto  negativo  (ve- 
nendo diviso  per  una  grandezza  positiva)  rende  un  quoziente  positivo, 
e ciò  in  virtù  del  teorema  CXLVIII. 
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Teorema  CLXXVIII.  — Nell' algoritmo  comune,  e nell’algoritmo 
nuovo  +\/+A  moltiplicata  per  +\/+  A,  produce  + A ; 

E + \/  + A moltiplicata  per  + \/  + A produce  — A. 

Dimostrazione.  — Nell’algoritmo  comune  la  prima  parte  del  teo- 
rema è evidente  pel  teorema  CXLIV  : e nell’  algoritmo  nuovo  è pure  evi- 
dente per  la  definizione  LI,  e per  lo  scolio  a quella  annesso. 

Per  provare  la  seconda  parte  si  rifletta,  che  nell’algoritmo  comune, 
in  virtù  dalle  definizioni  XXXVI,  e XLV,  si  à questa  proporzionalità 
pura,  o trascendente  della  quinta  specie: 

(1)  +Z  .±\/TI::±\/+~À-  + A, 

e che  nell’algoritmo  nuovo  si  à la  medesima  proporzionalità  (1)  in  virtù 
del  corollario  della  definizione  LI. 

Si  rifletta  ancora,  che  mutando  il  segno,  cioè  lo  stato  del  secondo 
antecedente  della  proporzionalità  (1),  dee  mutarsi  tanto  nell’algoritmo 
comune,  quanto  nell’algoritmo  nuovo , dee  mutarsi,  dico,  il  segno,  cioè 
lo  stato  anche  del  secondo  conseguente;  affinchè  i due  primi  termini  ri- 
spetto ai  due  ultimi  sieno  in  istato  analogo  di  qualcuna  delle  sette  specie, 
conforme  richiede  la  definizione  XLIV;  si  avrà  per  tanto  questa  pro- 
porzionalità trascendente,  che  è della  prima,  e della  terza  specie: 

(2)  + Z -±\/+~Ar-  + \/~+A  A, 

e per  conseguenza  tanto  nell’algoritmo  comune,  quanto  nel  nuovo, 
+ y + A moltiplicata  per  +v  + A produce  — A ; e questa  è la  prova 
della  seconda  parte;  adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Adunque  nell’algoritmo  nuovo  la  grandezza  straor- 
dinaria ±\/Ta  si  moltiplica  per  la  grandezza  straordinaria  + \/  + A 
mediante  l’unità  'positiva. 

Scolio.  — Nell’algoritmo  nuovo  chi  pensasse  di  potersi  valere  in 
sì  fatta  moltiplicazione  dell’unità  negativa  — Z,  in  vece  della  propor- 
zionalità trascendente  (2),  o non  avrebbe  alcuna  proporzionalità  pura,  o 
trascendente,  oppure  avrebbe  questa: 


Z . +\/  + A::  -^-\/  + A . + A 
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ohe  è impropria,  poiché  nell’algoritmo  nuovo  —A  è uguale  a + \/  + A 
moltiplicata  per  + \/  + A in  vigore  della  definizione  LI,  laonde  ne  se- 
guirebbe, che  il  prodotto  (±\/  + A)  ( + \/  + A)  sarebbe  eguale  al  pro- 
dotto (± \/ + A)  ( + \/-|-  A). 


Teorema  CLXXIX.  — Nell’algoritmo  nuovo  e nell’algoritmo  co- 
mune + \/ — À moltiplicata  per  +\/ — A produce  — A. 

E +\/ — A moltiplicata  per  + \/ — A produce  + A. 

Dimostrazione.  — Nell’algoritmo  nuovo  la  prima  parte  del  teorema 
è manifesta  pel  teorema  CXLIV,  e nell’algoritmo  comune  è pur  mani- 
festa per  la  definizione  L,  e per  lo  scolio,  che  gli  è annesso. 

Per  dimostrare  la  seconda  parte  si  consideri,  che  nell’algoritmo 
nuovo  in  virtù  della  definizione  XLVI  si  à questa  proporzionalità  tra- 
scendente, che  è della  sesta,  e settima  specie: 

(1)  —Z'±\/-  —A  : : ± \/—H  . — A, 

e che  nell’algoritmo  comune  si  ha  la  medesima  proporzionalità  trascen- 
dente (1)  in  vigore  del  corollario  della  definizione  L;  si  consideri  eziandio, 
che  cangiando  il  segno,  cioè  lo  stato  del  secondo  antecedente  della  pro- 
porzionalità (1),  à da  mutarsi  tanto  neH’algoritmo  nuovo,  quanto  nel 
comune , à da  mutarsi,  dico,  il  segno,  cioè  lo  stato  anche  del  secondo 
conseguente,  acciò  i due  primi  termini  rispetto  ai  due  ultimi  sieno  in 
istato  analogo  di  qualcuna  delle  sette  specie,  come  esige  la  defini- 
zione XLIV;  si  avrà  dunque  1’infrascritta  proporzionalità  trascendente, 
che  è della  quarta,  e della  seconda  specie: 

(2)  - Z . + \/ — A::^f\/ — A.+A, 

e perciò  tanto  nell’algoritmo  nuovo,  quanto  nell’algoritmo  comune  + y — A 
moltiplicata  per  \/ — A,  produce  + A;  e questa  è la  dimostrazione 
della  seconda  parte;  adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Adunque  nell’algoritmo  comune , la  grandezza  stra- 
ordinaria + \/ — A si  moltiplica  per  la  grandezza  straordinaria  + \/  — A 
mediante  l’unità  negativa. 
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Scolio.  — Nell’algoritmo  comune,  in  vano  si  pensarebbe  di  valersi 
nella  suddetta  moltiplicazione  dell’unità  positiva  + Z,  mentre  in  tal 
caso  in  vece  della  proporzionalità  trascendente  (2),  o non  si  avrebbe  al- 
cuna proporzionalità  pura,  o trascendente,  oppure  si  avrebbe  questa: 

+ Z : ±\/=À  ::  + \/^A  . - A, 

la  quale  è impropria;  imperciocché  nell’ algoritmo  comune  —A  è uguale 
a -±S/ — A moltiplicata  per  ±\/—  A,  in  virtù  della  definizione  L;  la- 
onde ne  seguirebbe,  che  il  prodotto  (±\/ — A)  {+\/ — A)  sarebbe  uguale 
al  prodotto  (+\/—A)  ( + \/—  A). 

Altbo  Scolio.  — I.  In  quelle  proporzionalità  pure,  o trascendenti, 
alcuni  termini  delle  quali  sono  grandezze  straordinarie,  il  modo  con  cui 
il  primo  antecedente  contiene  l’ aliquote  del  primo  conseguente  è simile 
al  modo,  con  cui  il  secondo  antecedente  contiene  le  aliquote  del  secondo 
conseguente;  essendo  ciò  chiaro  per  se  medesimo  in  ordine  alle  propor- 
zionalità pure,  e pel  corollario  II  della  definizione  XLIV  in  ordine  alle 
proporzionalità  trascendenti. 

II.  Con  questo  però,  che  considerando  in  tali  proporzionalità  la 
contenenza  degli  antecedenti  in  ordine  alle  aliquote  de’  loro  respettivi 
conseguenti,  dee  prescindersi  dalla  qualità  straordinaria  di  quei  termini, 
i quali  sono  grandezze  straordinarie. 

III.  Sì  fatto  prescindimento  però  non  è punto  necessario,  quando  tutti 
i termini  delle  proporzionalità  pure,  o trascendenti  sono  grandezze  stra- 
ordinarie; ovvero  quando  i due  primi  termini  sono  grandezze  ordinane, 
e i due  ultimi  sono  grandezze  straordinarie,  oppure  allorché  i due  primi 
termini  sono  grandezze  straordinarie,  e i due  ultimi  termini  sono  gran- 
dezze ordinarie. 

IV.  Simiglianti  riflessioni  debbono  aver  luogo  intorno  quelle  pro- 
porzionalità pure,  o trascendenti,  alcuni  termini  delle  quali  sono  misti 
di  grandezze  ordinarie,  e di  grandezze  straordinarie,  e segnatamente 
convien  riflettere,  come  nel  secondo  articolo  di  questo  scolio,  che  in  sì 
fatte  proporzionalità,  allorché  si  considera  la  contenenza  degli  antecedenti 
in  ordine  alle  aliquote  de’  loro  conseguenti,  dee  parimente  prescindersi 
dalla  qualità  straordinaria  di  quelle  porzioni  de’  suddetti  termini  misti, 
le  quali  sono  grandezze  straordinarie. 

V.  In  somma  nelle  specie  di  proporzionalità  accennate  tanto  nel 
primo  articolo,  quanto  nel  quarto  di  questo  scolio  allorché  si  considera 
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la  contenenza  delle  aliquote  del  conseguente,  la  quale  compete  al  cor- 
respettivo  antecedente,  debbono  riguardarsi  le.  grandezze  straordinarie 
come  se  si  riferissero  a quella  sorta  d’algoritmo  comune , o nuovo,  in  cui 
tali  grandezze  non  sono  straordinarie. 

In  altro  modo  non  saprei  come  potrebbe  mai  concepirsi  l’essenza, 
e la  sussistenza  di  queste  proporzionalità,  e trarne,  come  tal  volta  convien 
fare,  illazioni  simiglianti  a quelle,  che  si  deducono  dalle  altre  proporzio- 
nalità pure,  o trascendenti,  le  quali  costano  di  termini  tutti  ordinarj. 

Teorema  CLXXX.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’  algoritmo  nuovo 
+ l \/  + A moltiplicata  per  + l \/  + A produce  + l2  A; 

E + l \/  + A moltiplicando  per  + l \/  + A produce  — l2  A. 

La  lettera  l significa  qualunque  grandezze  positiva,  che  può  essere 
ancora  non  omogenea  alla  A. 

Dimostrazione  per  l’algoritmo  comune.  — Pel  teorema  CLXXVII 
si  ànno  queste  due  proporzionalità: 


(1) 

+ Z.±\/+A : 

: ±\ /+Z-  + A, 

(2) 

+ Z .±\/+A: 

:+\/+  A — A. 

Prendasi  l'unità  assunta  V omogenea  alla  l,  potendo  la  stessa  V 
esser  anche  diversa  dalla  prima  unità  assunta  Z,  e facciasi  la  seguente 
proporzionalità  pura: 

+ V . + I : : + l . + I2, 

i termini  della  quale  sieno  moltiplicati  pe’  termini  correlativi  delle  due 
proporzionalità  (1),  e (2),  e si  avranno  rispettivamente  le  altre  due  pro- 
porzionalità infrascritte  in  virtù  de’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV,  e CLXVII. 


(3) 

+ VZ.±l\/+A  : 

:±l\/  + A-  + 12  A, 

(4) 

+ vz  ,±i\/Ta-. 

: + l\/+A--l2A; 

ma  nell’algoritmo  comune  per  l’articolo  IX  dello  scolio  annesso  alla  de- 
finizione XXXVI  V Z è uguale  a Z,  considerando  V per  unità  assunta 
nella  formazione  del  prodotto  V Z;  adunque  sostituendo  nelle  proporzio- 
nalità (3),  e (4)  + Z in  cambio  di  + V Z,  ne  verranno  pel  corollario  IX 
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de’  principj,  e pel  teorema  CXXXIII  le  due  respettive  proporzionalità, 
che  seguono: 

(5)  + Z.±l\/+A  ::±l\/TA-  + l2  A, 

(6)  +Z  .±l\/TA::  + l\/TA.-P  A, 

le  quali  a tenore  delle  definizioni  XXXVI,  e XLV  mostrano  la  verità 
del  teorema  in  ordine  all’algoritmo  comune. 

Dimostrazione  per  l’algoritmo  nuovo.  — Pel  teorema  CI- XXVI  II, 
sussistono  anche  nell’algoritmo  nuovo  le  due  proporzionalità  (1),  e (2). 

Prendasi  come  sopra  la  V,  e sia  — V un’altra  unità  assunta,  nega- 
tiva, ed  omogenea  a — l,  in  modo  che  + V può  essere  diversa  da  + Z; 
facciasi  questa  proporzionalità  trascendente: 

-V.-l  -l\ 

e i termini  di  essa  sieno  moltiplicati  per  ordine  coi  termini  di  ciascuna 
delle  proporzionalità  (1),  e (2),  mentre  in  vigore  de’  teoremi  CXLIII, 
CXLIV,  e CLXVII  ne  risulteranno  le  proporzionalità  (3)  e (4). 

Riflettasi  ora,  che  anche  nell’algoritmo  nuovo  assumendo  V per 
unità  nella  formazione  del  prodotto  + VZ  si  à pel  teorema  CLIII  + VZ 
eguale  a + Z,  e perciò  ponendo  nelle  proporzionalità  (3),  e (4)  + Z in 
luogo  di  + VZ  sussisteranno  pel  corollario  IX  de  principj,  e pel  teo- 
rema CXXXIII  le  proporzionalità  (5),  e (6)  anche  nell’ algoritmo  nuovo, 
e rimarrà  provato  intieramente  il  teorema.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Le  proporzionalità  (5),  e (6)  fanno  conoscere,  che 
nell’algoritmo  nuovo  la  grandezza  straordinaria  ±_l\/  + A si  moltiplica 
+ ly  + A mediante  l’unità  positiva. 

Teorema  CLXXXI.  — Nell’algoritmo  nuovo  e nell’algoritmo  comune 
+ l\/-~A  moltiplicata  per  +l\/ — A produce  — l2A. 

E +l\/ — A moltiplicata  per  +l\/—A  produce  +l2A. 

Dimostrazione  per  l’ algoritmo  nuovo.  — Il  teorema  CLXXXI 
dà  le  due  proporzionalità  trascendenti  infrascritte: 

(1)  — Z.±\/—. A::±\/~ A . — . A, 

(2)  —Z.±\J:=rA-.\+\/— A.  +A. 
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Prendasi  la  V,  che  deve  essere  omogenea  ad  l,  e può  essere  diffe- 
rente da  Z,  e si  consideri  — V per  un’altra  unità  assunta  negativa.  Si 
faccia  questa  proporzionalità  trascendente: 

— —P, 

i di  cui  termini  si  moltiplichino  pe’  termini  corrispondenti  delle  due 
proporzionalità  ( 1 ),  e (2  ).  poiché  in  tal  guisa  si  avranno  pe’  teo- 
remi CXLIII,  CXLIV,  e CLXVII  le  due  respettive  proporzionalità  se- 
guenti : 

(3)  -VZ  . ±l\Z^A  : : ±l\/=À  . — Pi, 

(4)  —YZ  . +iV/=r^  : : +^4. 

Nell’algoritmo  nuovo  pel  teorema  CLIII  — VZ  è uguale  a — Z.  at- 
tesoché — V si  considera  come  unità  negativa  assunta  in  formare  il 
prodotto  — VZ,  e quindi  se  si  sostituisce  — Z in  vece  di  — VZ  nelle 
proporzionalità  (3),  e (4),  si  vedranno  nascere  queste  altre  due  propor- 
zionalità trascendenti  : 

(5)  -Z.±l\/—  A::±l\/^A  ,—PA, 

(6)  -Z  .±l\/=A::±l\/=A  . +PA, 

che  in  vigore  della  definizione  XLVI  dimostrano  la  verità  dell’ algoritmo 
nuovo. 

Dimostrazione  per  l’algoritmo  comune.  — Sussistono  le  propor- 
zionalità (1),  e (2)  anche  nell’ algoritmo  comune  pel  teorema  CLXXIX. 
Facciasi  pertanto  questa  proporzionalità  pura: 

+ V .+/::  + I . + P, 

con  assumere  V per  un’altra  unità  assunta,  la  quale  può  esser  differente 
dalla  Z,  ma  deve  essere  omogenea  ad  l,  indi  moltiplicando  i termini  di 
quest’ultima  proporzionalità  per  quelli  delle  due  proporzionalità  (1),  e (2) 
presi  ordinatamente,  si  conseguiranno  pe’  teoremi  CXLIII,  CXLIV,  e 
CLXVII  le  proporzionalità  (3)  e (4).  Ora  neH’algoritmo  comune  si  à 
pel  teorema  CXXXII 


+ V . -V  ::  +Z  . —Z, 


352 


TEORIA  GENERALE 


e per  la  definizione  XLV  si  à eziandio 

+ V.-V ::  +Z.—Z; 

adunque  pel  teorema  CXLII  si  vede  essere  — VZ  eguale  a — Z ; laonde 
la  surrogazione  di  — Z in  luogo  di  — VZ  nelle  proporzionalità  (3),  e (4) 
renderà  la  proporzionalità  (5),  e (6),  mediante  le  quali  anche  nell’algo- 
ritmo comune  si  prova  il  teorema;  adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimo- 
strarsi. 

Corollario.  — Mostrano  le  proporzionalità  (5),  e (6),  che  nell’al- 
goritmo comune  la  grandezza  straordinaria  ±l\/-A  si  moltiplica  per 
+ l\/ — A,  e per  +l\/ — A col  mezzo  dell’unità  negativa. 

Scolio.  — Il  metodo,  che  ò tenuto  nel  dimostrare  i due  ultimi 
teoremi  può  servire  a dimostrarne  degli  altri  concernenti  le  grandezze 
straordinarie,  e servirà  anche  a provare  l’infrascritto,  che  appartiene 
alle  grandezze  ordinarie. 


Teorema.  — Rappresentino  M,  ed  N qualsivoglia  grandezza  ordi- 
naria, positiva,  o negativa,  non  essendo  necessario,  che  l’una  sia  omo- 
genea all’altra;  io  dico,  che  il  quadrato,  o sia  seconda  dignità  di  +MN 
è uguale  a -f  nell’algoritmo  comune,  e a — M2  N2  nell’algoritmo 

nuovo. 

Dimostrazione.  — Sia  l’unità  assunta  omogenea  alla  M,  ed 
~I  F unità  assunta  omogenea  alla  N ; dovendosi  avvertire,  che  il  segno 
~ denota  + in  ordine  all’algoritmo  comune,  ed  esprime  — in  ordine 
all’algoritmo  nuovo;  e che  l’unità  <~^V  può  essere  diversa  dall’altra 
unità  ~ Z. 

Si  facciano  queste  due  proporzionalità  pure,  o trascendenti: 

~ Z . ±M ::  ±M . ~ M2 , 

~ V . ±N  ::  ±N.N2, 

e moltiplicando  per  ordine  i termini  della  prima  con  quelli  della  seconda 
sussisterà  pe’  teoremi  CLXVII,  CXLIII,  e CXLIV  questa  terza  pro- 
porzionalità pura,  o trascendente  : 

~ZF.  + MN  : : ±MN'.~M2N2) 
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ma  nell’algoritmo  comune  per  l’articolo  X dello  scolio  annesso  alla  defi- 
nizione XXXVT,  e nell’algoritmo  nuovo,  pel  teorema  OLITI  la  Z V è 
uguale  a ~ V,  adunque  ponendo  ~ V in  cambio  di  ~ ZV  nell’ultima 
proporzionalità  si  otterrà  la  seguente  pel  corollario  IX  de’  principi,  e 
pel  teorema  CLIII 

~ F . ± MN  : : ± MN  . M2N2  ; 

e quindi  per  la  definizione  XLIX  M2  N2  sarà  eguale  al  quadrato,  o 
sia  seconda  dignità  +MN  in  ordine  ad  ambedue  gli  algoritmi  comune, 
e nuovo.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — I.  Il  quadrato,  o sia  seconda  dignità  di  +MN  è 
ancora  eguale  a ~MNMN,  cioè  a + MNx+lMN  per  la  defini- 
zione XLIX  ; adunque  nell’  algoritmo  comune  + M 2 N 2 è uguale  a 
+ MNMN;  e nell’algoritmo  nuovo  — M2N 2 è uguale  a — MN  MN. 

II.  E conseguentemente  nell’algoritmo  comune  anche  — M2N 2 sarà 
eguale  a — MNMN,  e nell’algoritmo  nuovo  anche  + M2N2  sarà  eguale 
a +MNMN. 

Teorema  CLXXXII.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo 
±_l\/—a  è uguale  a ±_\/  + l2a\  e ±l\/ — a è uguale  a +\/—lza. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — In  ambedue  gli  algoritmi 
comune  e nuovo  +1  y + a moltiplicata  per  sè  stessa  è uguale  a + l2  a 
pel  teorema  CLXXX,  e +\/  + l2 a moltiplicata  per  sè  stessa  è uguale 
a + l2a  pel  teorema  CLXXVIII  ; adunque  + l2 a è la  seconda  dignità 
tanto  di  ^rl\/  + a,  quanto  di  +Y / +l2 a,  e conseguentemente  pel  corol- 
lario II  del  teorema  CLIX  +l\/  + a è uguale  a +\/+l2a.  Il  che 
dovea  dimostrarsi  in  primo  luogo. 

La  seconda  parte  si  dimostra  nella  medesima  guisa,  che  la  prima, 
purché  in  vece  di  ±tV  +a,  ±\/+l2a,  e +l2a,  scrivasi  respettiva- 
mente  +l\/ — o,  +\/ — l2a,  e — l2a,  e in  cambio  di  allegare  i teo- 
remi CLXXX,  e CLXXVIII,  si  alleghino  respettivamente  i teoremi 
CLXXXI,  e CLXXIX;  adunque  il  teorema  è interamente  dimostrato. 

Teorema  CLXXXTII.  — Nell’algoritmo  nuovo,  e nell’algoritmo 
comune  la  radice  seconda  d’una  grandezza  negativa,  v.  g.  di  — A,  dee 
prendersi  mediante  l’unità  negativa. 
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Dimostrazione.  — La  dimostrazione  di  questo  teorema  nell’algo- 
ritmo nuovo,  nasce  immediatamente  dal  teorema  CXLIV; 

E nell’algoritmo  comune  dal  corollario  della  definizione  I.,  ove  si 
prova  questa  proporzionalità  trascendente  della  sesta,  e settima  specie: 

— Z.±  \/=A::±\/—A.-A. 

11  che  dovea  dimostrarsi. 


Corollario.  — Nell’algoritmo  comune,  se  + 62  (quantunque  in  ap- 
parenza di  grandezza  positiva)  denotasse  in  realtà  una  grandezza  nega- 
tiva, v.  g.  — A,  la  radice  seconda  + b di  + ò2,  si  dovrebbe  prendere 
mediante  l’unità  negativa,  e concepirsi  questa  vera  proporzionalità  tra- 
scendente, che  in  realtà  è della  sesta,  e settima  specie: 


cioè 


— Z . ± 6 : : ± 6 . + fe2, 

2j  + j q 


Teorema  CLXXXIV.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo 
nuovo  la  radice  seconda  d’una  grandezza  positiva,  v.  g.  di  + A dee 
prendersi  mediante  l’unità  positiva. 

Dimostrazione.  — La  dimostrazione  del  presente  teorema  nel- 
l’algoritmo comune  è un’immediata  conseguenza  del  teorema  CXLIV; 

E nell’algoritmo  nuovo  deriva  immediatamente  dal  corollario  della 
definizione  LI,  in  cui  è provata  questa  proporzionalità  pura,  o trascen- 
dente della  quinta  specie: 

+ Z . + \/+  A ::  ± \/+  A . + A. 

Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Nell’algoritmo  nuovo,  se  — b2  (quantunque  in  ap- 
parenza di  grandezza  negativa)  esprimesse  in  realtà  una  grandezza  posi- 
tiva, v.  g.  + A,  la  radice  seconda  +6  di  — b2,  si  dovrebbe  prendere 
mediante  l’unità  positiva,  e formare  questa  vera  proporzionalità,  che 
in  realtà  è pura,  o della  quinta  specie: 

+ Z . + b : : + b . — b2, 


cioè 


+ Z . ±b::  ±b  . + A. 
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Teorema  CLXXXV.  — Nell’ algoritmo  comune,  e nell’ algoritmo 
nuovo,  una  grandezza  straordinaria  può  moltiplicare  una  grandezza  ordi- 
naria positiva,  o negativa. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Rappresenti  c qualsivoglia 
grandezza  ordinaria  positiva,  e così  l,  che  potrà  esprimere  anche  l’unità 
naturale. 

Nell’ algoritmo  comune: 

(1)  + Z . + c : : + l \J — A . + cl  \/ — A, 

è una  vera  proporzionalità  pura,  o trascendente  della  prima  specie; 

(2)  + Z . — c : : + l \/ — A . Ijl  cl  \/ — A, 

è una  vera  proporzionalità  trascendente  della  terza  o della  quinta 
specie; 

Adunque  in  virtù  delle  definizioni  XXXVI,  e XLV,  ec.  Il  che 
dovea  primieramente  dimostrarsi. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Rimangano  a c,  e ad  l 
le  significazioni  esposte  di  sopra. 

Nell’algoritmo  nuovo: 

(3)  — Z . + c + l \/ + A . Zf  cl  \/ -i- A, 

è una  vera  proporzionalità  trascendente  della  sesta,  o quarta  specie; 

(4)  — Z . — c\:  +_l\/  + A . -+i  cl  \/  + A, 

è una  vera  proporzionalità  trascendente  della  seconda,  o settima  specie; 

Adunque  per  la  definizione  XLVI,  ec.  Il  che  dovea  secondaria- 
mente dimostrarsi. 

Teorema  CLXXXVI.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo 
nuovo  una  grandezza  straordinaria  può  essere  moltiplicata  per  una  gran- 
dezza ordinaria  positiva,  o negativa. 

Dimostrazione.  — Conservino  c,  ed  l le  loro  significazioni. 
Permutando  le  proporzionalità  (1),  è (2),  notate  nella  dimostrazione 
della  prima  parte  del  teorema  precedente,  si  hanno  le  due  infrascritte 
per  l’algoritmo  comune: 

+ Z . + l \/ — A : : + c . + cl  \/ — A, 

+ Z . + l \/ — À : : — c . qZ  cl  \/ — A, 
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la  prima  delle  quali  è una  proporzionalità  pura,  o trascendente  della 
terza  specie,  e la  seconda  è una  proporzionalità  trascendente  della 
prima,  o quinta  specie. 

Permutando  le  proporzionalità  (3),  e (4)  registrate  nella  dimostra- 
zione della  seconda  parte  del  precedente  teorema  si  ottengono  le  due 
seguenti  per  l’algoritmo  nuovo: 

— Z . + l \/  + A : : 4-  c . + cl  \f  + A, 

— Z . + l \/  + A : : — c . + cl  \/  + A, 

la  prima  delle  quali  è una  proporzionalità  trascendente  della  sesta,  o 
seconda  specie;  e la  seconda  è una  proporzionalità  trascendente  della 
quarta,  o settima  specie; 

Adunque  per  le  definizioni  XXXVI,  XLV,  e XLVI  nell’algoritmo 
comune,  e nell’algoritmo  nuovo  una  grandezza  straordinaria  può  essere 
moltiplicata  per  una  grandezza  ordinaria  positiva,  o negativa.  Il  che 
dovea  dimostrarsi. 

Teorema  CLXXXVII.  — Nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo 
nuovo  il  prodotto  di  una  grandezza  straordinaria  (positiva,  o negativa) 
moltiplicata  per  una  grandezza  ordinaria  (positiva,  o negativa)  è uguale 
al  prodotto  della  medesima  grandezza  ordinaria  (positiva,  o negativa) 
moltiplicata  per  la  stessa  grandezza  straordinaria  (positiva,  o negativa); 

In  ambidue  gli  algoritmi  comune,  e nuovo,  ~ c significhi  la  gran- 
dezza ordinaria  positiva,  o negativa; 

Nell’algoritmo  comune,  ± l\/--A  significhi  la  grandezza  straordi- 
naria (positiva,  o negativa),  intendendo  per  l qualsivoglia  grandezza 
ordinaria  positiva,  ed  anche  l’unità  naturale; 

Nell’ algoritmo  nuovo,  + l\/  + A significhi  la  grandezza  straordi- 
naria (positiva,  o negativa)  conservando  l la  significazione  espressa. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Nell’algoritmo  comune  pel 
teorema  CLXXXV  si  à questa  proporzionalità  pura,  o trascendente: 

+ Z . ~ c : : + l y/ — i4.~cx(+l  \/ — A ), 

e pel  teorema  CLXXXVI  si  à questa  proporzionalità  pura,  o trascen- 
dente : 

+ Z . ± l\/—A  ::  ~c  . — c x (±  l\/^A): 
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gli  ultimi  termini  di  queste  due  proporzionalità  sono  tra  loro  eguali; 
l’ultimo  termine  della  seconda  è il  prodotto  di  + l\/ — A moltiplicato 
per  in  virtù  delle  definizióni  XXXVI,  e XLV;  l’ultimo  termine 
della  prima  è il  prodotto  di  ~ c moltiplicata  per  +l\/ — A in  virtù 
della  definizióne  XXXVI,  e XLV;  adunque,  ec.  E questa  è la  prova 
della  prima  parte. 

Dimostrazione  della  seconda  paste.  — Similmente  nell’algoritmo 
nuovo  pel  teorema  CLXXXV  si  à questa  proporzionalità  trascendente: 

— Z . ~ c : : + l \/  + A . ~ c X ( + l \f+~A  ), 
e pel  teorema  CLXXXVI  si  à quest’ altra  proporzionalità  trascendente: 

— Z . + l \/  + A ~ e . ~ e X (±l\/+A): 

gli  ultimi  termini  di  queste  due  proporzionalità  sono  eguali  tra  loro; 
l’ultimo  termine  della  seconda  è il  prodotto  di  +l\/+A  moltiplicato 
per  ~ c in  virtù  della  definizione  XL VI;  e l’ultimo  termine  della  prima 
è il  prodotto  di  ~ c moltiplicata  per  ± i\/Ta  in  virtù  della  defini- 
zione XLVI;  adunque,  ec.;  e questa  è la  prova  della  seconda  parte.  Il 
che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio.  — Col  medesimo  tenore  di  dimostrazione  si  proverebbe, 
che  in  entrambi  gli  algoritmi  comune,,  e nuovo  il  prodotto  della  gran- 
dezza ordinaria  + 6 moltiplicata  per  l’altra  grandezza  ordinaria  c 
è uguale  al  prodotto  di  ~ c moltiplicata  per  + b. 

Altro  scolio.  — La  dimostrazione  del  seguente  teorema  dipende 
da  questo  principio  supposto  da  tutti  gli  Analisti. 

Poste  due  espressioni  analitiche  costanti  di  qualsivoglia  numero  di 
parti  positive,  o negative,  una  di  esse  si  moltiplica  per  l’altra,  quando 
tutte  le  parti  d’una  espressione  (prese  ad  una  ad  una ) si  moltiplicano 
per  tutte  le  parti  dell’altra  espressione  prese  ad  una  ad  una. 

Di  questo  medesimo  principio  io  mi  varrò  anche  nella  continua- 
zione. 

Un  altro  principio  consimile,  parimente  supposto  da  tutti  gli  Ana- 
listi, è il  seguente: 

Un’espressione  analitica,  costante  di  qualsivoglia  numero  di  parti 
positive,  o negative,  si  divide  per  un’altra  grandezza  (positiva,  o nega- 
tiva) ovvero  per  un’altra  espressione  analitica  costante  di  qualsivoglia 
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numero  di  parti  positive,  o negative,  quando  tutte  le  parti  della  prima 
espressione,  (prese  ad  una  ad  una)  si  dividono  per  la  suddetta  grandezza 
positiva,  o negativa,  ovvero  respettivamente  per  la  seconda  espressione. 

Teorema  CLXXXVIII.  — Nell’ algoritmo  comune , e nelPalgoritmo 
nuovo  io  dico,  che  la  radice  seconda  attualmente  estratta  da  una  gran- 
dezza, che  non  à tale  radice  ordinaria , venendo  aggiunta  ad  una  gran- 
dezza ordinaria,  ovvero  da  essa  sottratta,  l’aggregato,  ovvero  respetti- 
vamente la  differenza,  non  saranno  grandezze  puramente  ordinarie. 

L’esempio  farà  meglio  comprendere  il  senso,  e la  dimostrazione  di 
questo  teorema. 

Nell’algoritmo  comune  sia  + b la  radice  seconda  attualmente  estratta 
dalla  grandezza  — A,  che  in  detto  algoritmo  non  à la  radice  seconda 
ordinaria,  cioè  sia  +6  = + \/ — A\ 

E nell’algoritmo  nuovo  sia  + b la  radice  seconda  attualmente  estratta 
dalla  grandezza  + A,  che  nell’algoritmo  nuovo  non  à la  radice  seconda 
ordinaria,  cioè  sia  + b = + \/  + A\ 

In  ambedue  gli  algoritmi  comune,  e nuovo  sia  c una  grandezza  or- 
dinaria omogenea  alla  A; 

Io  dico,  che  nell’algoritmo  comune , e nell’algoritmo  nuovo  c + b,  e 

■** 

c — b non  sono  grandezze  puramente  ordinarie. 

Dimostrazione.  — Se  nell’algoritmo  comune  le  due  grandezze  rap- 
presentate per  c + b fossero  grandezze  puramente  ordinarie,  il  quadrato 
di  c + b sarebbe 
c2  + bc 
+ bc  + ò2 

pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV,  cioè  il  quadrato  di  c + b sarebbe 
c2  + 2 cb  + b2,  e ò2  sarebbe  positivo  per  l’allegato  teorema  CXLIV,  lad- 
dove b2  deve  essere  negativo,  ed  eguale  a — A pel  teorema  CLXXIX. 

All’opposto,  se  nell’algoritmo  nuovo  le  grandezze  espresse  per  c + b 
fossero  grandezze  puramente  ordinarie,  il  quadrato  di  c + b sarebbe 
~c2  + bc 

A-bc  — 62 

pe’  teoremi  sopraccitati  CXLIII,  e CXLVI,  cioè  il  quadrato  di'  c + b 
sarebbe  — c2  qT  2 cb  — b2,  e — b2  sarebbe  negativo  pel  teorema  CXLIV, 
quando  esser  dee  positivo,  ed  eguale  a + A pel  teorema  CLXXVIII; 

Adunque  nell’algoritmo  comune,  e nell’  algoritmo  nuovo  c + b,  e c — b 
non  sono  grandezze  puramente  ordinarie,  ma  e è grandezza  ordinaria,  e + b 
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è grandezza  straordinaria,  quantunque  sia  attualmente  estratta  da  — A 
nell’algoritmo  comune,  e da  + A nell’algoritmo  nuovo.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 

Altra  dimostrazione.  — Se  nell’algoritmo  comune  le  grandezze 
denotate  per  c + b fossero  grandezze  puramente  ordinarie,  c + 6 molti- 
plicata per  c — b produrrebbe 

c2 — cb 

+ cb  + ( + &)( — 6),  cioè  — c2+ò2  pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV, 
vale  a dire  ( + b)  ( — 6)  sarebbe  eguale  a — è2,  il  che  è contrario  al  teo- 
rema CLXXIX,  in  virtù  del  quale  ( — 6)  ( — b)  è uguale  a + b2,  cioè  + A. 

E se  nell’algoritmo  nuovo  le  grandezze  significate  per  c + 6 fossero 
grandezze  puramente  ordinarie,  (c  + 6)  moltiplicato  per  c — b darebbe 

— c2  + cb 

— cb  +(  + 6)  ( — 6),  cioè  — c2  + 62  pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV, 
vale  a dire  ( + è)  ( — 6)  sarebbe  uguale  a + 62,  il  ohe  ripugna  al  teo- 
rema CLXXVIII,  in  vigore  di  cui  (+  6)  ( — b)  è uguale  a — ò2  cioè  a — A. 

Adunque  nell’algoritmo  comune,  e nell’algoritmo  nuovo  c + b,  oc  — b 
non  sono  grandezze  puramemte  ordinarie.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Scolio,  che  serve  a spiegar  distintamente  il  senso  di  questo  teorema.  — 
1.  Per  cagion  d’esempio,  se  c = 5,  ed  A = 4; 

Nell’algoritmo  comune  sarà 

± = ± V/^4  = ± | 2 |,  (il  numero  2 è scritto  tra  due  linee 

per  contrassegno,  che  è una  grandezza  straordinaria,  essendo  questo  due 
positivo,  o negativo  uguale  alla  radice  di  — 4 presa  mediante  l’unità 
negativa)',  e sarà  c + ò = 5 + | 2 |; 

Adunque,  secondo  questo  teorema,  5 + | 2 | non  è uguale  a 7,  e 
5 — ! 2 | non  è uguale  a 3. 

Il  quadrato  di  6 + | 2 J non  è uguale  a 49,  ma  a 29  + 10  j 2 |;  e il 
quadrato  di  5—  | 2 | non  è uguale  a 9,  ma  a 29— 10  | 2 ; 

Finalmente  il  prodotto  di  5 + | 2 1 moltiplicato  per  5 — | 2 | non  è 
uguale  a 21,  ma  a 29. 

Nell’algoritmo  nuovo  poi  sarà  +\/-|-d  = ±\/+4  = ± |2|  (il  nu- 
mero 2 è qui  ancora  una  grandezza  straordinaria,  mentre  questo  due 
positivo,  o negativo  è uguale  alla  radice  di  + 4 presa  mediante  l’unità 
positiva)  ; e sarà  c + b = 5 + 1 2 | ; 

Adunque  pel  presente  teorema  5 -f  | 2 | non  è uguale  a 7,  e 5 — | 2 | 
non  è uguale  a 3;  il  quadrato  di  5 + 1 2 [ non  è uguale  a — 49,  ma  a 
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— 29  — 10  | 2 | , e il  quadrato  di  5 — |2|  non  è uguale  a — 9,  ma  a 

— 29+  10  2 [;  e in  fine  il  prodotto  di  5 + 2 moltiplicato  per  5 — | 2 | 
non  è uguale  a — 21,  ma  a — 29. 

II.  Tutto  ciò  non  parrà  strano,  se  si  rifletterà,  che  nell’algoritmo 
comune  + |2|  non  è uguale  a +2,  imperciocché  se  fosse  + |2|  = +2, 
sarebbe  pel  corollario  I del  teorema  CLVIII  il  quadrato  di  + j 2 ] eguale 
al  quadrato  di  +2,  cioè  pe’  teoremi  CLXXXIX,  e CXLIV  sarebbe 

— 4 = + 4;  il  che  è assurdo. 

Parimente  nell’algoritmo  nuovo  + |2|  non  è uguale  a +2,  mentre 
se  fosse  + 1 2 | = + 2,  sarebbe  pel  corollario  I del  teorema  CLVIII,  il 
quadrato  di  + | 2 | eguale  al  quadrato  di  + 2,  cioè  pe’  teoremi  CLXXVIII, 
e CXLIV  sarebbe  + 4 = — 4.  Il  che  è similmente  assurdo. 

III.  Questo  esempio  mostra,  che  tanto  nell’  algoritmo  comune,  quanto 
nell’algoritmo  nuovo  un  numero  straordinario  non  può  confondersi  per 
via  di  addizione,  o di  sottrazione  con  un  numero  ordinario. 

Similmente  in  ambidue  gli  algoritmi  comune,  e nuovo  una  linea 
straordinaria  non  può  confondersi  per  via  di  addizione,  o per  via  di 
sottrazione  con  una  linea  ordinaria. 

E così  in  ogni  genere  di  grandezze,  ec. 

IV.  Nell’algoritmo  comune  prendendo  il  quadrato  di  c + ó,  e il  pro- 
dotto di  c + ò moltiplicato  per  c — b,  tutti  i prodotti  parziali,  che  entrano 
nel  quadrato,  e nel  prodotto,  si  formano  mediante  l’unità  positiva,  a 
riserva  di  (±ò)(  + ò)  nel  quadrato,  .e  di  ( + 6)  ( — 6)  nel  prodotto,  che 
sono  formati  mediante  l’unità  negativa,  a cagione  di  + b,  e di  — b 
grandezze  straordinarie. 

Così  nell’algoritmo  nuovo,  allorché  si  prende  il  quadrato  di  c + b,  e 
il  prodotto  di  c + b moltiplicata  per  c — b,  tutti  i prodotti  parziali,  che 
entrano  nel  quadrato,  e nel  prodotto,  si  formano  col  mezzo  dell’unità 
negativa,  eccettuati  (+ò)  ( + ò)  nel  quadrato,  e ( + &)(  — ò)  nel  prodotto, 
che  sono  formati  col  mezzo  dell’unità  positiva  a causa  delle  grandezze 
straordinarie  + b,  e — b.  Ma  se  + ò rappresentasse  una  grandezza  ordi- 
naria nell’algoritmo  comune,  e parimente  una  grandezza  ordinaria  nel- 
l’algoritmo nuovo,  allora  tutti  quanti  i prodotti  parziali,  che  entrano 
nel  quadrato  di  c + ò,  e nel  prodotto  di  c + ò moltiplicata  per  c — ò sa- 
rebbero formati  col  mezzo  dell’unità  positiva  nell’algoritmo  comune,  e 
dell’unità  negativa  nell’algoritmo  nuovo. 

Avvertimento.  — Il  teorema,  che  segue,  doveva  esser  collocato 
più  addietro;  ma  essendo  stato  ommesso,  avrà  qui  luogo.  Egli  è neces- 
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sario  nell’algoritmo  nuovo,  ed  io  ne  farò  uso  in  appresso,  cioè  nella  se- 
conda maniera  di  risolvere  l’equazione  del  quarto  grado  mediante  il 
suddetto  algoritmo. 


Teorema  CLXXXIX.  — Dinoti  ~ il  segno  più,  ovvero  meno  ad 
arbitrio;  io  dico,  che  nell’algoritmo  nuovo  sussistono  queste  quattro 
equazioni  : 

^(A  + E)x  B = —^AB+r^EB, 

B X ±E)-—~BA  + ~BE, 

~(A±E)x  —B  = ~AB±~EB, 

— B x ^(Az^E)  = ~BA  + i-'-BE , 
nelle  quali  non  è necessario,  che  B sia  omogeneo  ad  A,  ed  E. 

Dimostrazione.  — Rappresenti  — Z l’unità  negativa  assunta. 

Avendo  riguardo  al  significato  dei  primi  membri  delle  quattro  equa- 
zioni soprascritte,  e alla  definizione  XLVI,  è chiaro,  che  sarà  dimostrato 
il  teorema,  se  si  proverà  la  sussistenza  delle  quattro  proporzionalità  tra- 
scendenti infrascritte  : 


(1) 

-Z 

,~(A±E)::B.— 

AB  + ~ 

EB, 

(2) 

— Z 

. B ::  ~(A  + E) . — 

- ~ BA  + r 

BE, 

(3) 

-Z . 

~(A±E)::-B . 

AB  + 

EB, 

(±) 

— Z 

.-B-.:^(A±E) 

~ BE . 

Per  dimostrare  adunque  tale  sussistenza  riflettasi: 

I.  Che  i due  segni  q , e b significano  meno,  e che  i due 

segni  + + , e significano  più.  Attesoché  i quattro  segni  suddetti 

non  dinotano  qui  moltiplicazione,  ma  rappresentano:  il  primo  posizione 
di  stato  negativo;  il  secondo  negazione  di  stato  positivo;  il  terzo  posi- 
zione di  stato  positivo;  il  quarto  negazione  di  stato  negativo.  Veggasi  il 
corollario  IV  delle  presupposizioni,  e lo  scolio  annesso  al  corollario  V 
di  esse. 

II.  Che  i primi  due  termini  delle  proporzionalità  trascendenti  (1),  (2), 
(3),  (4)  sono  in  istato  analogo  rispetto  ai  due  ultimi;  e che  i quattro  ter- 
mini di  ciascuna  di  esse  proporzionalità,  considerati  tutti  come  positivi. 
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costituiscono  una  proporzionalità  pura  per  la  definizione  XXXVI,  e pe’ 
teoremi  XCVII,  e XCVIII;  adunque  le  quattro  proporzionalità  trascen- 
denti suddette  sussistono  pel  corollario  IV  della  definizione  XLIV.  E il 
teorema  è dimostrato  in  tutte  le  sue  parti. 

Corollario  I.  — Da  questo  teorema  possono  dedursi  conseguenze 
simili  a quelle  de’  corollarj  de’  teoremi  XCVII,  e XCVTII,  e degli  scolj 
annessi  ai  medesimi  corollarj. 

Corollario  II.  — Con  simigliante  maniera  si  potrà  dimostrare 
anche  per  l’algoritmo  comune  un  teorema  similissimo  al  presente. 

Avvertimento.  — Siccome  in  questo  trattato  io  non  mi  sono  val- 
suto  del  metodo  degli  egualmente  moltiplici,  così  mi  era  dimenticato  di 
dimostrare  secondo  i miei  principi  le  definizioni  V,  e VTI  del  quinto 
d’Euclide,  che  esprimono  proprietà  notabili  delle  proporzioni  eguali,  e 
disuguali;  ò risoluto  pertanto  di  aggiungere  i due  seguenti  teoremi,  che 
ne  contengono  le  dimostrazioni. 


Teorema  CXC.  — Sieno  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D,  e de- 
notino p,  e q due  numeri  ad  arbitrio,  ma  intieri,  e positivi,  che  possono 
essere  eguali  tra  loro,  o disuguali  (potendo  in  oltre  p,  e q significare 
anche  l’unità);  se  le  quattro  grandezze  pA,  qB,  pC,  qD  sono  tali,  che 
essendo  la  prima  pA  eguale,  ovvero  maggiore,  o minore  della  seconda  qB, 
anche  la  terza  pC  sia  eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o mi- 
nore della  quarta  qD,  e ciò  sempre  accada,  qualunque  sia  il  numero  si- 
gnificato dalla  p,  e il  numero  denotato  dalla  q; 

Io  dico,  che  sussiste  questa  proporzionalità: 

(1)  A.Br.C.D, 

i due  ultimi  termini  della  quale  non  è necessario,  che  sieno  omogenei 
ai  due  primi. 

Dimostrazione.  — Se  per  impossibile  la  proporzionalità  (1)  non 
sussiste,  prendasi  per  postulato  la  grandezza  V omogenea  alla  A tale, 
che  abbiasi  l’infrascritta  proporzionalità: 


(2) 


V . B : : C . D, 
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e in  virtù  del  corollario  III  del  teorema  XII  sussisterà  quest’ altra  pro- 
porzionalità: 

(4)  pV  . qB  : : pC  . qD. 

Designando  con  la  lettera  0 la  differenza,  che  passa  tra  la  i,  e 
la  V,  si  avTà  la  A eguale  ad  V + 0,  cioè  ad  V + 0.  se  A è maggiore 
di  V,  e ad  V — 0,  se  A è minore  di  V. 

Laonde  pA  sarà  eguale  a p{V  + 0),  comprendendo  ambidue  i casi 
in  una  sola  espressione,  e pe’  corollari  XXII,  e XXVII  de’  principj, 
sarà  parimente  pA  eguale  a pV  + pO. 

Dopo  queste  premesse  facciasi  denotare  dalle  lettere  p,  e q numeri 
tali,  che  pO  sia  sempre  maggiore  di  B,  e qB  sia  prossimamente  maggiore 
di  pV,  quando  il  segno  doppio  ± significa  +,  ma  qB  sia  prossimamente 
minore  di  pV,  quando  ± significa  — ; il  che  è possibile,  attesa  la  libertà, 
che  si  à di  prendere  il  numero  p grande  quanto  si  vuole,  donde  poi 
siegue  la  determinazione  del  numero  q,  secondo  l’esigenza  di  questa  co- 
struzione. 

Sarà  pertanto  pV  + B maggiore  di  qB,  o eguale  a qB,  quando  + 
denota  +;  siccome  pV  — B sarà  minore  di  qB,  o eguale  qB,  quando  + 
denota  — ; 

Imperciocché,  acciò  qB  sia  prossimamente  maggiore  di  pV;  allorché 
+ è + , qB  — B esser  dee  minore  di  pV,  o eguale  a pV  ; laonde  qB 
esser  dee  minore  di  pV  + B,  o eguale  a pV  + B,  vale  a dire  pV,+ B 
esser  dee  maggiore  di  qB,  o eguale  a qB,  allorché  + è + . 

E similmente,  affinchè  qB  sia  prossimamente  minore  di  pV,  al- 
lorché + è — , qB  + B deve  esser  maggiore  di  pV,  o eguale  a pV,  e per 
conseguenza  qB  deve  esser  maggiore  di  pV  — B,  o eguale  a pV  — Fi,  vale 
a dire  pV  — B deve  esser  minore  di  qB,  o eguale  a qB,  allorché  + è — . 

Essendosi  dunque  provato,  che  quando  + denota  +,  pV  +B  è mag- 
giore di  qB,  o eguale  a qB,  è visibile,  che  allora  pV  + pO  sarà  maggiore 
di  qBy  ed  essendosi  eziandio  provato,  che  quando  + denota  — , pV  — B 
è minore  di  qB,  o eguale  a qB,  è del  pari  manifesto,  che  allora  pV — pO 
sarà  minore  di  qB ; mentre  secondo  la  costruzione  pO  è sempre  maggiore 
di  B in  qualunque  modo  si  prenda  il  segno  +■  Ora  in  virtù  della  pro- 
porzionalità (3),  che  nasce  dalla  supposta  proporzionalità  (2),  e dal  co- 
rollario X de’  principj,  se  pV  è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore 
di  qB,  anche  pC  è uguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore 
di  qD. 
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Adunque  rimanendo  ferina  la  costruzione  già  fatta,  si  vede,  che 
nelle  quattro  grandezze  infrascritte 

(pF  ± pO) , qB  , pC  , qD 


può  accadere,  allorché  il  segno  + significa  +,  che  la  prima  (pF  + pO), 
cioè  pA  sia  maggiore  della  seconda  qB,  e la  terza  pC  sia  minore  della 
quarta  qD  ; attesoché  nella  costruzione  qB  si  è fatta  prossimamente 
maggiore  di  pF,  cioè  pF  si  è fatta  minore  di  qB  (donde  provasi  come 
sopra,  che  pC  è minore  di  qD),  e nientedimeno  si  è dimostrato,  che 
(pF  + pO ),  vale  a dire  pA,  è maggiore  di  qB. 

E può  ancora  accadere,  allorché  il  segno  + significa  — , che  la 
prima  (pF  — pO),  cioè  pA,  sia  minore  della  seconda  qB,  e la  terza  pG 
sia  maggiore  della  quarta  qD  ; poiché  qB  nella  costruzione  si  è fatta 
prossimamente  minore  di  pF,  cioè  pF  si  è fatta  maggiore  di  qB  (donde 
si  prova  come  sopra,  che  pC  è maggiore  di  qD),  e ciò  non  ostante  si 
è dimostrato,  che  (pF  — pO),  vale  a dire  pA,  è minore  di  qB. 

Ma  tutto  ciò  rovescia  l’ipotesi,  la  quale  esige,  che  se  pA,  cioè 
(pF+pO)  è uguale,  ovvero  maggiore,  o minore  di  qB,  anche  pC  sia 
eguale,  ovvero  respettivamente  maggiore,  o minore  di  qD,  e che  ciò 
sempre  avvenga  qualunque  sia  il  numero  significato  dalla  p,  e il  numero 
denotato  dalla  q\  adunque  la  A non  può  essere  eguale  ad  V + 0,  nè 
ad  F — 0,  vale  a dire  la  A non  può  essere  nè  maggiore,  nè  minore 
di  F,  cui  è omogenea,  e conseguentemente  la  A è uguale  alla  F ; e la 
supposta  differenza  tra  la  A,  e la  F è nulla. 

Quindi  è,  che  sostituendo  nella  proporzionalità  (2)  in  vece  di  F la 
A,  che  gli  è stata  provata  eguale,  si  vedrà  sussistere  la  proporziona- 
lità (1)  in  virtù  del  corollario  IX  de’  principi-  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Questo  teorema  comprende,  e dimostra  la  definizione  V del  V libro 
d’ Euclide. 


Corollario.  — Continui  tanto  la  p,  quanto  la  q a significar  nu- 
meri come  sopra; 

Io  dico  in  primo  luogo,  che  se  la  proporzione  è maggiore  della 


C 


proporzione  ^ > la  p,  e la  q potranno  designare  numeri  tali,  che  pA  sia 
maggiore  di  qB,  e pC  sia  minore  di  qD; 


Io  dico  in  secondo  luogo,  che  se  la  proporzione  è minore  della 
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proporzione 


G 

D 


, la  p,  e la  g potranno  denotare  numeri  tali,  che  pA  sia 


minore  di  qB,  e pC  sia  maggiore  di  qD. 

Imperciocché  assumendo  nel  postulato  la  V omogenea  alla  A,  e 

VC  A 

tale,  che  abbiasi  ='  ~jj’  8ar^  P6^  corollario  VI  del  teorema  II  ^ mag- 

V 

giore,.  ovvero  respettivamente  minore  di  (così  piaeemi  d’esprimere 


ambedue  le  parti  del  presente  corollario);  onde  in  virtù  del  corol- 
lario XVI  de’  principi  A sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore 
di  V,  perlocchè  chiamando  0 la  differenza,  che  passa  tra  la  A e la  V, 

A 

la  medesima  A sarà  eguale  ad  V +0,  cioè  ad  V + 0 nel  caso  di  j- 

C AG 

maggiore  di  , e ad  V — 0 nel  caso  di  minore  di  — • 

JJ  JJ  Jj 

Procedendo  dunque  come  si  è fatto  nella  dimostrazione  di  questo 
teorema,  si  mostrerà,  che  pA  è uguale  a (pV  + pO)  nel  primo  caso,  e 
che  pA  è uguale  a (pV  — pO)  nel  secondo  caso. 

Indi  si  proverà  potersi  denotare  dalla  p,  e dalla  q numeri  tali,  che 
(pV + pO),  cioè  pA  sia  maggiore  di  qB,  e pC  sia  minore  di  qD. 

E si  proverà  similmente  potersi  designare  dalla  p,  e dalla  q numeri 
tali,  che  (pV  — pO),  cioè  pA  sia  lùaggiore  di  qB,  e pC  sia  maggiore 
di  qD.  Il  che  dovea  dimostrarsi  in  questo  corollario. 


Teorema  CXCI.  — Sieno  due  proporzioni  ^ , — tali , che  signifi- 
cando p,  e q due  numeri,  come  nel  precedente  teorema,  pA  sia  mag- 
giore, ovvero  minore  di  qB,  e pC  non  sia  maggiore,  ovvero  respettiva- 
mente non  sia  minore  di  qD  ■ 

A 

Io  dico,  che  la  proporzione  ^ è maggiore,  ovvero  respettivamente 

(j 

minore  della  proporzione  ^ • 


Dimostrazione.  — Si  pigli,  pel  postulato,  la  grandezza  X omoge- 
A. 

nea  alla  G in  modo,  che  sia  eguale  ad  -=-  > e pel  corollario  III  del 

_o  JJ 

teorema  XII  sarà  ; laonde  pel  corollario  X de’  principi  sarà 

qB  qD 

ancora  pX  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  qD  ; secondo 
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che  pA  è maggiore,  ovvero  minore  di  qB  ; ma  per  l’ipotesi,  mentre  pA 
è maggiore,  ovvero  minore  di  qB,  la  pG  non  è maggiore,  ovvero  respet- 
tivamente  non  è minore  di  qD  ; adunque  mentre  pX  sarà  maggiore,  ov- 
vero respettivamente  minore  di  qD,  la  pG  non  sarà  maggiore,  ovvero 
respetti vamente  non  sarà  minore  di  qD,  e in  conseguenza  pX  sarà 
maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  pC  ; perlocchè  in  vigore 
dell’assioma  TIT,  la  X sarà  maggiore,  ovvero  respettivamente  minore 


di  C,  e pel  corollario  XVII  de’  principj  la  proporzione  ^ sarà  maggiore 

Q 

ovvero  respettivamente  minore  della  proporzione  — . ma  per  la  co- 

A X 

struzione  la  proporzione  ^ è eguale  alla  proporzione  -=r  ; adunque  pel 

B D 

A 

corollario  VI  del  teorema  II  la  proporzione  sarà  maggiore  ovvero  re- 
fi 

spettivamente  minore  della  proporzione  Il  che  dovea  dimostrorsi. 


Questo  teorema  comprende  e dimostra  la  definizione  VII  del  V libro 
d’ Euclide. 


Altra  dimostrazione  del  presente  teorema.  — I.  Per  la  defi- 

A 

nizione  XXIII,  e pel  teorema  XXII  la  proporzione  -■g  è composta  delle 

due  proporzioni  ~ » e ~ . siccome  la  proporzione  ~ è composta  delle 

due  proporzioni  e ma  pel  corollario  del  teorema  X la  propor- 
A C 

zione  è uguale  alla  proporzione  ; adunque  pel  teorema  XXIV  si 
à questa  proporzionalità: 

A C pA  pG 
qB  qD  ' ' qB  qD  ’ 

ora  pel  corollario  XV  del  teorema  II  ^ è maggiore  ovvero  respettiva- 
mente minore  di  ~ (poiché  si  suppone  pA  maggiore,  ovvero  minore 

di  qB,  e pC  non  maggiore,  ovvero  respettivamente  non  minore  di  qD); 

A 

adunque  pel  corollario  X de’  principj  — è maggiore,  ovvero  respetti- 
vamente minore  di  • 
qD 


DELLE  PROPORZIONI  GEOMETRICHE 


367 


II,  Similmente  per  la  definizione  XXIII  e pel  teorema  XXII  — è 

r> 

composta  delle  due  proporzioni  ^ , e siccome  ~ è composta  delle 
due  proporzioni  ~ > e ^ : ma  pel  corollario  XIII  de’  principi  è 

uguale  a ^ ; adunque  pel  teorema  XXIV  si  à l’infrascritta  propor- 
zionalità : 

A G_  C 

BD'qBqD’ 


ed  essendosi  provato  nel  primo  punto,  che  è maggiore,  ovvero  re- 

Q 

spettivamente  minore  di  > ne  siegue  pel  corollario  X de’  principi, 

A , C 

che  g è maggiore,  ovvero  respettivamente  minore  di  g • U che  dovea 

dimostrarsi. 
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APPLICAZIONE  DELL’ALGORITMO  NUOVO 

ALLA  RESOLUZIONE  ANALITICA  DELL’ EQUAZIONI  DEL  SECONDO,  DEL  TERZO,  E DEL  QUARTO  GRADO. 

Giacché  ò posti  i fondamenti  dell’algoritmo  nuovo,  piacemi  ora  di 
farne  veder  l’uso  nella  resoluzione  dell’  equazioni  quadrate,  cubiche,  e 
quadrato-quadrate. 

Per  meglio  dunque  far  concepire,  che  l’algoritmo  nuovo  conduce  alle 
medesime  verità,  che  si  trovano  mediante  l’algoritmo  comune,  io  lascerò 
di  valermi  nella  risoluzione  dell’ equazioni  suddette  di  varj  metodi  da 
me  scoperti,  e mi  servirò  de’  metodi  usitati,  che  in  questo  caso  sem- 
brano più  collimare  al  mio  scopo;  e per  diffondermi  meno,  che  sia  pos- 
sibile, supporrò  il  lettore  istrutto  ne’  principj  dell’analisi,  e nella  ma- 
niera d’operare  algebraicamente,  cosicché  sia  disposto  a ben  compren- 
dere gli  articoli  della  seguente  preparazione  generale,  i quali  concernono 
l’algoritmo  nuovo. 

Preparazione  generale.  — Primo.  Inequazioni,  che  hanno  zero 
per  secondo  membro,  possono  ridursi  ad  avere  la  sola  grandezza  inco- 
gnita senza  miscela  di  grandezze  cognite,  come  pure  a non  contenere 
veruna  frazione,  o alcuna  grandezza  affetta  di  segni  radicali:  e tutto  ciò 
con  maniere  simili  a quelle,  che  si  usano  nell’ algoritmo  comune. 

Secondo.  Liquazioni  composte,  il  secondo  membro  delle  quali  è 
zero,  e che  hanno  il  loro  primo  termine  senza  grandezze  cognite,  si  sup- 
pongono prodotte  da  tante  (e  non  più)  equazioni  lineari,  quante  unità 
contiene  il  numero,  che  espone  il  grado  della  dignità,  a cui  ascende  la 
grandezza  incognita  nel  primo  termine  di  dette  equazioni  composte,  e 
queste  equazioni  lineari  debbono  avere  nel  primo  lor  membro  la  gran- 
dezza incognita  lineare  con  qualche  grandezza  cognita  aggiunta,  ovvero 
sottratta,  oppure  senza  tale  grandezza  cognita,  e nel  loro  secondo 
membro  debbono  aver  zero. 

In  avvenire,  quando  si  parlerà  d’equazioni  composte,  s’intenderanno 
quelle,  che  ànno  il  primo  termine  senza  grandezze  cognite. 
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Terzo.  Le  grandezze  cognite,  che  si  contengono  nell’ equazioni  lineari 
espresse  nel  precedente  articolo,  ovvero  respettivamente  zero  (se  dette 
grandezze  cognite  non  vi  si  contengono)  sono  le  radici  dell’ equazioni 
composte,  cioè  sono  i diversi  valori  della  grandezza  incognita,  che  nelle 
medesime  equazioni  lineari  si  contiene;  purché  però  le  suddette  gran- 
dezze cognite  si  prendano  col  segno  mutato,  vale  a dire  con  quel  segno, 
ch’esse  avrebbero,  se  fossero  trasportate  nel  secondo  membro  delle  loro 
equazioni  lineari. 

Quarto.  Queste  radici  dell’ equazioni  composte  o sono  grandezze  or- 
dinarie (positive,  o negative),  o sono  grandezze  straordinarie  (positive, 
o negative),  o sono  un  aggregato  di  grandezze  ordinarie  coi  loro  segni, 
e di  grandezze  straordinarie  coi  loro  segni. 

Quinto.  Moltiplicando  l’equazioni  lineari  fra  loro  in  modo  che  ne 
risulti  un’equazione  composta  di  grado  eguale  a quella,  ohe  si  vuol  ri- 
solvere, si  potrà  osservare,  che  se  l’ equazioni  lineari  non  contengono 
nelle  loro  espressioni  grandezze  straordinarie , esse  producono  un’equa- 
zione composta  di  tal  natura,  che  tante  sono  in  questa  le  variazioni 
immediate  de’  segni  +,  c —,  ovvero  — , e + quante  sono  le  sue  radici 
positive,  e tante  sono  le  uniformità  immediate  de’  segni  +,  e +,  ov- 
vero — , e — quante  le  sue  radici  negative. 

Sesto.  E perchè  i termini  intermedj,  che  talora  mancano  nell’ equa- 
zioni composte  possono  in  esse  fingersi  come  esistenti,  ma  affetti  colla 
cifra  0,  e possono  reputarsi  positivi,  o negativi,  come  si  vuole,  ne  segue, 
che  la  regola  accennata  nel  precedente  articolo  per  conoscere  dalla  dif- 
formità, o conformità  de’  segni  immediatamente  consecutivi  il  numero 
delle  radici  positive,  e delle  negative  concerne  ancora  il  termine  + 0 xn, 
ovvero  il  termine  — 0 xn. 

Settimo.  Anzi  se  i due  termini  dell’equazione  composta,  in  mezzo 
de’  quali  sta  collocato  il  termine  mancante  + 0 xn,  ànno  ambedue  il 
medesimo  segno  +,  ovvero  — , ciò  sarà  indizio,  che  qualcuna  delle  ra- 
dici dell’equazione  composta  contiene  qualche  grandezza  straordinaria. 

Imperciocohè  in  questa  supposizione  ponendo  il  termine  deficiente 
+ 0 xn,  ovvero  + 0xn  tra  quello,  che  deve  immediatamente  precederlo,  e 
quello,  che  immediatamente  dee  seguirlo,  si  vede  in 

+ bxn  + 1 + 0 xn  + l xn  — 1, 

ovvero  in  —bxn  + 1 + 0xn  — lxn~l  ( b , ed  l possono  significere  anche  l’u- 
nità naturale)  si  vede,  dico,  una  disposizione  di  segni,  che  indica  due 
radici  positive,  quando  nei  segni  doppi  +,  e + vale  il  superiore,  e in- 


374 


APPLICAZIONE 


dica  due  radici  positive,  quando  ne’  segni  doppi  suddetti  vale  l’inferiore; 
adunque  l’equazione  composta  avrebbe,  e non  avrebbe  un  numero  certo  di 
radici  negative,  e positive,  il  che  sarebbe  contraddittorio;  convien  pertanto 
attribuire  tale  assurdo  a qualche  grandezza  straordinaria,  che  entri  in  qual- 
cuna delle  radici,  mentre  non  può  nascere  dalle  grandezze  ordinarie. 

Ottavo.  Una  grandezza  positiva  sotto  il  segno  radicale  del  secondo 
grado  (la  quale  nell’algoritmo  nuovo  è una  grandezza  straordinaria)  non 
entra  nell’espressione  delle  radice  dell’ equazioni  del  secondo,  o del  terzo 
grado  ridotte  come  si  accenna  nell’articolo  I)  se  non  entra  in  due  ra- 
dici delle  medesime  equazioni;  e nelle  due  radici  vi  entra  in  maniera, 
che  in  une  di  esse  radici  la  suddetta  grandézza  straordinaria  è affetta 
col  segno  +,  ovvero  col  segno  — , e nell’altra  radice  la  stessa  gran- 
dezza straordinaria  è affetta  col  segno  contrario  — , ovvero  respettiva- 
mente  +.  Tutto  questo,  acciò  nell’ equazioni  del  secondo,  o del  terzo 
grado  ridotte  non  comparisca  la  grandezza  straordinaria,  altrimenti  le 
medesime  equazioni  non  sarebbero  ridotte.  Per  la  stessa  ragione  nell’e- 
quazioni  di  maggior  numero  di  dimensioni,  vale  a dire  di  più  alto  grado 
ridotte,  quelle  radici  di  esse,  che  contengono  una  grandezza  straordinaria 
debbono  essere  in  numero  pari,  cioè  o due,  o quattro,  o sei,  ec.  Nella 
metà  poi  del  numero  di  sì  fatte  radici  la  grandezza  straordinaria  dev’es- 
sere affetta  col  segno  +,  ovvero  — , e nell’altra  metà  dev’essere  affetta 
col  segno  contrario  —,  ovvero  respettivamente  +. 

Qui  però  si  noti,  che  questo  s’intende  quando  nell’espressione  della 
radice  d’ un’ equazione,  v.  g.  del  terzo  grado,  la  grandezza  straordinaria 
è contenuta  una  sol  volta,  e non  quando  essa  vi  si  contiene  due,  o più 
volte,  e in  modo,  che  l’espressione  della  stessa  radice  sia  un  aggregato 
di  più  parti  tali,  che  ciascuna  parte  stia  sotto  qualche  segno  radicale 
comune,  mentre  in  simigliante  caso  la  grandezza  straordinaria  può  en- 
trare, v.  g.  nell’espressione  di  tutte  tre  le  radici  dell’equazione  cu- 
bica, esservi  affetta  con  tali  segni  +,  ovvero  —,  e starvi  sotto  tali 
segni  radicali,  che  le  tre  equazioni  lineari,  le  quali  contengono  le  tre 
radici  dell’equazione,  venendo  moltiplicate  insieme,  restituiscano  l’equa- 
zione del  terzo  grado  ridotta,  e libera  dalla  grandezza  straordinaria. 

Quest’annotazione  non  potrà  ben  comprendersi  se  non  con  l’uso, 
essa  à egualmente  luogo  nell’algoritmo  comune. 

Nono.  L’ equazioni  composte  (considerate,  come  prodotte  dall’ equa- 
zioni lineari  moltiplicate  insieme)  se  nel  loro  primo  termine  contengono 
la  grandezza  incognita  elevata  a qualunque  dignità  di  grado  impari, 
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ànno  lo  stesso  primo  termine  col  segno  + come  nell’ algoritmo  comune; 
ma  se  nel  loro  primo  termine  contengono  la  grandezza  incognita  elevata 
a qualsisia  dignità  di  grado  pari,  ànno  il  medesimo  primo  termine  af- 
fetto col  segno  — ; tutto  ciò  in  virtù  de’  teoremi  CL,  e CXLVI. 

Decimo.  Nell’ equazioni  composte,  e ridotte,  come  si  accenna  nell’ar- 
ticolo I,  il  coefficiente  cognito  del  secondo  termine  è uguale  all’aggre- 
gato di  tutte  le  radici  dell’equazione,  ma  quest’aggregato  è col  segno 
proprio,  se  l’equazione  è di  grado  pari,  ed  è col  segno  mutato,  se  l’equa- 
zione è di  grado  impari. 

Il  coefficiente  cognito  del  terzo  termine  è uguale  all’aggregato  di 
tutti  i prodotti  delle  radici  prese  a due  a due,  e quest’aggregato  è col 
segno  proprio,  se  l’equazione  è di  grado  pari,  ed  è col  segno  mutato, 
se  l’equazione  è di  grado  impari. 

Il  coefficiente  cognito  del  quarto  termine  è uguale  all’aggregato  di 
tutti  i prodotti  delle  radici  prese  a tre  a tre,  ma  quest’aggregato  è col 
segno  proprio,  se  l’equazione  è di  grado  pari,  ed  è col  segno  mutato, 
se  l’equazione  è di  grado  impari.  E similmente,  ec. 

In  fine,  l’ ultimo  termine  dell’  equazione,  che  è intieramente  cognito, 
è uguale  al  prodotto  di  tutte  le  radici  dell’equazione,  ma  questo  pro- 
dotto è col  segno  proprio,  se  l’ equazione  è di  grado  pari,  ed  è col  segno 
mutato,  se  l’equazione  è di  grado  impari. 

In  questo  decimo  articolo  ò inteso  per  segno  proprio  quel  segno, 
che  le  radici  dell’equazione  ànno  per  se  stesse,  e che  aver  debbono 
secondo  le  leggi  del  nuovo  algoritmo  i diversi  prodotti,  ec.  delle  radici 
medesime  formati  a parte. 

Undecimo.  Se  nell’equazione  composta  manca  il  secondo  termine, 
ciò  fa  conoscere,  che  le  radici  positive  prese  insieme  sono  eguali  alle 
radici  negative  prese  insieme.  Oppure  nell’ equazioni  del  secondo  grado, 
che  la  radice  positiva  è uguale  alla  negativa;  come  anche  nell’ equa- 
zioni del  terzo  grado,  che  l’ aggregato  delle  radici  positive,  ovvero  nega- 
tive, è uguale  alla  radice  negativa,  ovvero  respettivamente  alla  radice 
positiva;  e similmente  nell’ equazioni  di  più  alto  grado,  ec. 

Avvebtimento.  — No’  due  seguenti  articoli  si  farà  un  perpetuo 
uso  delle  seconde  parti  de’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV. 

Duodecimo.  Per  togliere  il  secondo  termine  d’ un’ equazione  com- 
posta di  grado  impari  in  vece  della  grandezza  incognita,  se  ne  conce- 
pisca un’altra  diminuita,  ovvero  accresciuta  del  coefficiente  cognito  del 
secondo  termine  dell’equazione,  diviso  (detto  coefficiente)  pel  numero. 
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che  indica  la  dignità,  che  ottiene  la  grandezza  incognita  nel  primo  ter- 
mine; cioè  diminuita,  se  il  coefficiente  del  secondo  termine  è affetto 
col  segno  + , e accresciuta,  se  il  medesimo  secondo  termine  è affetto 
col  segno  — ; indi  pongasi  nell’equazione  in  luogo  della  grandezza  inco- 
gnita, e delle  sue  dignità  la  nuova  grandezza  diminuita , ovvero  accre- 
sciuta, come  sopra,  e respettivamente  le  dignità  simili  di  essa  così  dimi- 
nuita, ovvero  accresciuta,  e si  otterrà  un’altra  equazione,  composta  del 
medesimo  grado  senza  il  secondo  termine. 

V.  G.  per  togliere  il  secondo  termine  di  quest’equazione  del  terzo 
grado: 

y3  + 6 ay2  — 9 a2y  — 12  a3  = 0, 

prendasi 

z — 2a  = y, 

e si  avrà: 

y3  = z3  — 6 az2  + 12  a2z  — 8 o3, 


+ 6oy2  = ( + 6 a)  {—  y2)  = ( + 6 a)  (— z2  + 4a*  — 4 a2), 

cioè: 

+ 6 ay 2 = + 6 az2  — 24  a2z  + 24  a3, 

— 9 a2y  = (+9o2)(+ j)  = (+9o2)(  + « — 2 a), 

cioè: 

— 9 a2y  = — 9a2z  + 18  a3, 
è 

— 12  a3  = — 12  a3, 
donde  risulta: 


y3  + 6 ay 2 — 9 azy  — 12  a3 


eguale  a 


z3  + 21  a2z  + 22  o3  = 0. 


Decimoterzo.  Ma  per  togliere  il  secondo  termine  d’un’ equazione 
composta  di  grado  pari,  in  vece  della  grandezza  incognita,  se  ne  prenda 
un’altra  diminuita,  ovvero  accresciuta  del  coefficiente  cognito  del  secondo 
termine  dell’equazione,  diviso  (detto  coefficiente)  pel  numero,  ohe  indica 
la  dignità,  che  ottiene  la  grandezza  incognita  nel  primo  termine,  cioè 
diminuita,  se  il  coefficiente  del  secondo  termine  è affetto  col  segno  — , 
e accresciuta , se  il  coefficiente  del  medesimo  seoondo  termine  è affetto 
col  segno  +;  si  pongano  poscia  nell’equazione  in  vece  della  grandezza 
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incognita,  e delle  sue  dignità  la  nuova  grandezza  inoognita  diminuita, 
ovvero  accresciuta , oome  sopra,  e respettivamente  le  dignità  simili  di 
essa  così  diminuita,  ovvero  accresciuta,  e ne  verrà  un’altra  equazione 
del  medesimo  grado  priva  del  secondo  termine. 

V.  G.  per  togliere  il  seoondo  termine  di  quest’equazione  del  quarto 
grado  : 

— yi  — 16  y3  — 71  y°-  + 4 y + 420  = 0, 

si  pigli 

z—  4 = $r, 

e si  avrà 

— y*  = — z4  + 16  z3  — 96  z2  + 256  z — 256, 

— 16y3  = (+  16)(+«/3)  = ( + 16)  {z3  — 12  z2  + 46  z — 64), 

oioè: 

— 16  y3  = — 16  z3  + 192  z2  — 768  z + 1024, 


oioè- 


cioè: 


— 71  y2  = ( — 71)  ( — y2)  = ( — 71)  ( — z2  + 8 z — 16), 


— 71  = — 71  z2  + 568  z — 1136, 

+ 4 y = (—  4)  ( + y)  = (—  4)  (z  — 4), 

+ 4 y = +4  z — 16, 


donde  proviene 


eguale  a 


+ 420  = + 420, 

— y 4 — 16  y3  — 71«/2  + 4t/  + 420 

— z4  + 25  z2+60z+36  =0. 


Resoluzione  dell’ equazioni  quadrate,  cioè  del  secondo  grado,  mediante 
V algoritmo  nuovo.  — Si  raoohiudono  tutte  le  equazioni  quadrate  in 
queste  due  formole: 

(1)  — x2  + 2 nx  + p — 0, 

(3)  — x2  + 2 nx— p = 0, 

le  quali  ne  comprendono  quattro  per  cagione  del  segno  doppio  +,  ohe 
affetta  il  loro  secondo  termine. 
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Per  risolvere  la  prima  formola,  si  osservi,  che  la  disposizione  de’ 
segni,  fa  conoscere  in  essa  due  radici,  una  positiva,  ed  una  negativa  in 
qualunque  modo  si  prenda  il  segno  +;  rappresentando  adunque  la 
radice  positiva  con  quest’equazione  semplice: 

(3)  * = + & + a, 

e la  radice  negativa  con  quest’ altra: 

(4)  x=+b-a, 

poiché  a si  suppone  maggiore  di  6,  si  avranno  quest’ altre  due  equa- 
zioni semplici,  cioè  lineari; 

x + b — a = 0, 
x + b + a = 0, 

e moltiplicandole  insieme  si  avrà  pe’  teoremi  CXLIII,  e CXI-IV: 

(x  + b) 2 + (x  Hh  b)  a, 

— (x  + b)a  — a2  = 0, 

cioè  pe’  suddetti  teoremi  CXLIII,  e CXLIV: 

— xl  + 2 bx  — b2  = 0, 

+ a2. 

Paragonando  i secondi  termini  di  quest’equazione,  e della  formola  (1) 
si  ottiene  b = n. 

Paragonando  i terzi  termini  della  medesima  equazione,  e della  for- 
mola (I)  si  vede  — 62  -f  o2  = p,  cioè  — a2  = — b2  — p,  e ponendo  in  cambio 
di  — 62  il  suo  valore  — n2,  si  à — a2  = — ri2  — p;  ed  estraendo  di  qua, 
e di  là  la  radice  quadrata  positiva,  si  trova: 

a = y — n 2 — p, 

si  surroghino  nell’ equazioni  semplici  (3),  e (4)  i valori  di  n,  e di  a,  e 
si  vedrà  essere: 

x = + n + \/~  n 2 — p, 

il  valore  della  radice  positiva,  ed 

x = + n — \/  — n 2 — p, 


il  valore  della  radice  negativa. 
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In  ambedue  l’ ultime  equazioni  il  segno  doppio  + prende  regola 
dal  segno  + della  prima  forinola. 

Per  risolvere  la  seconda  forinola  (nella  quale  la  disposizione  de’ 
segni  mostra,  che  se  + è — vi  sono  due  radici  negative,  e se  + è + 
vi  sono  due  radici  positive),  si  rappresentino  le  due  radici  con  queste 
due  equazioni  lineari: 

(5)  x = + a + b, 

(6)  x=  + a — b, 

nelle  quali  b si  suppone  minore  di  a,  quando  b non  sia  grandezza 
straordinaria. 

Dalle  stesse  equazioni  lineari  nascono  le  due,  che  sieguono: 

x + a — b = 0, 
x + a + b = 0, 

e il  prodotto  di  queste  è pe!  teoremi  CLXIII,  e CXLIV  : 

( x + a)2  + (x  + a)  b, 

~(x  + a)b  +b2  — 0, 

cioè  pe’  citati  due  teoremi 

— x2  + 2ax  — a2  = 0, 

+ b 2 

si  confrontino  i termini  di  quest’equazione  con  quelli  della  formola  (2), 
e la  comparazione  de’  secondi  mostrerà  a=n : il  confronto  de’  terzi 
termini  dà  — a2  + b2  = — p,  vale  a dire  — b2  = p — a2,  e sostituendo  — n2 
in  luogo  del  suo  valore  — a2  si  conseguisoe: 

(7)  — b2  = p — n 2 

si  tiri  dai  due  membri  di  quest’equazione  la  radice  quadrata  positiva, 
e si  scoprirà: 

b = \Zp~n2-. 

i valori  di  a,  e di  6 posti  nell’ equazioni  (5)  e (6)  somministrano: 


(8) 

x=  -±.n+\/  p — n2 

(9) 

x=+n  — \/p—n2, 
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pe’  valori  delle  due  radici  della  formola  (2),  nelle  quali  radici  il  valore 
del  segno  pp  è regolato  dal  valore  del  segno  pp  della  detta  formola 
seconda. 

Si  noti,  che  se  p è maggiore  di  n,  cioè  se  il  terzo  termine  della 
formola  (2)  è maggiore  del  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del  se- 
condo termine,  in  questo  caso  \/  p — n2  è una  grandezza  straordinaria , 
perchè  p — nz  è una  grandezza  positiva.  In  questo  medesimo  caso  la 
radice  seconda  d’ambidue  i membri  dell’equazione  (7)  dee  supporsi 
estratta  mediante  l’unità  positiva  in  virtù  del  teorema  CLXXXIV  e 
del  suo  corollario. 

Esempj.  — Posto  che  nella  formola  (2)  il  segno  pp  vaglia  + , e 
sia  2n  = 2,  e p = 2,  la  stessa  formola  si  cangerà  in  questa  equazione: 

— x2  + 2x — 2=0, 

e l’equazioni  (8),  e (9)  si  muteranno  respettiv amente  in  quest’altre: 

x — 1 + \/  + 1 = 1 + | 1 I, 

* = ì—  V/TT  = ì—  { 1 1, 

il  numero  | 1 | tra  le  due  linee  è un  numero  straordinario,  ovvero  una 
unità  straordinaria,  onde  1 + | 1 | non  sarà  2,  ed  1 — | 1 | non  sarà  zero, 
in  vigore  del  teorema  CLXXXVJIT,  e del  I articolo  dello  scolio,  che 
gli  è annesso. 

Ma  se  nella  seconda  formola  il  segno  ip  vaierà  -f , e sarà  2 n — 8, 
e p = 7,  la  medesima  formola  si  muta  nella  seguente  equazione,  le  radici 
della  quale  non  contengono  grandezza  straordinaria: 

— x2+  8x  — 7 = 0, 

e l’equazioni  (8),  e (9),  che  esprimono  le  radici  di  essa  diventano  respet- 
tivamente: 

x = 4 + ^^9  = 4 + 3=7, 
x = 4 — V/  — 9 = 4 — 3 = 1. 

Resoluzione  dell' equazioni  cubiche,  cioè  del  terzo  grado,  mediante 
V algoritmo  nuovo.  — Preparazione  particolare  per  risolvere  le  dette 
equazioni  cubiche. 
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Primo.  Tutte  l’ equazioni  cubiche,  quando  abbiano  il  secondo  termine, 
possono  ridursi  mediante  l’articolo  XII  della  preparazione  generale  ad 
altre  equazioni  cubiche  prive  del  secondo  termine;  e quindi  la  resolu- 
zione di  queste  trae  seco  la  resoluzione  di  tutte  le  equazioni  del  terzo 
grado.  Considerando  pertanto  l’equazioni  cubiche  mancanti  del  secondo 
termine,  si  vede,  che  esse  possono  ridursi  tutte  a queste  due  formolo: 

(1)  x3  + 3px  + 2q  — 0, 

(2)  x3--3px±2q  = 0, 

ciascuna  delle  quali  ne  comprende  due  per  cagione  del  segno  doppio  +, 
che  è affisso  all’ultimo  termine. 

Secondo.  Per  conoscere,  se  in  due  delle  radici  di  dette  formolo  entri 
grandezza  straordinaria,  e in  tal  caso,  se  l’altra  radice  (ove  entrano  le 
sole  grandezze  ordinarie,)  sia  positiva,  o negativa;  oppure  (quando  tutte 
tre  le  radici  di  qualcuna  dell’equazioni  contenute  nelle  medesine  formole 
sono  libere  da  grandezza  straordinaria ) per  conoscere  se  due  di  esse 
radici  sono  negative,  e l’altra  positiva,  ovvero  se  due  di  esse  sono  po- 
sitive, e l’altra  negativa; 

Si  consideri,  che  mancando  in  ambedue  queste  formole  il  secondo 
termine,  le  due  radici  delle  medesime,  che  sono  positive,  o sono  in 
luogo  di  positive,  debbono  essere  eguali  alla  radice  negativa;  ovvero  le 
due  radici,  che  sono  negative,  o sono  in  luogo  di  negative,  esser  deb- 
bono eguali  alla  radice  positiva;  e ciò  in  virtù  dell’articolo  XI  della 
preparazione  generale. 

Laonde  siccome  nella  prima  formola  la  disposizione  de’  segni  fa 
conoscere  per  gli  articoli  V e VI  della  preparazione  generale,  che  vi  è 
una  radice  negativa,  allorché  il  segno  + si  prende  pel  segno  +,  a ca- 
gione di  + 3px,  e di  +2 q,  e che  nella  stessa  prima  formola  vi  è una 
radice  positiva,  allorohè  il  segno  + si  prende  pel  segno  — , a cagione 
di  — 3px,  e di  — 2 q;  e siooome  ancora  nella  prima  formola  i due  ter- 
mini, tra  i quali  è il  termine  mancante,  hanno  ambidue  il  medesimo 
segno,  il  che  indioa,  che  in  due  delle  radici  ci  entra  grandezza  straordi- 
naria, a tenore  degli  artiooli  VII,  e Vili  della  preparazione  generale; 
così  dee  oonohiudersi  che  la  prima  formola  à una  radice  negativa  senza 
grandezza  straordinaria,  e due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza  straor- 
dinaria, quando  +2  q significa  +2  q,  e che  la  medesima  prima  formola 
à una  radioe  positiva  senza  grandezza  straordinaria,  e due  radici,  nelle 
quali  entra  grandezza  straordinaria,  allora  quando  +2  q significa  — 2 q\ 
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dee  parimenti  conchiudersi,  che  nel  caso  di  + 2q  la  radice  negativa 
libera  da  grandezza  straordinaria  dev’essere  eguale  nella  prima  formola 
alla  somma  dell’ altre  due  radici,  nella  quale  entra  grandezza  straordi- 
naria, e che  nel  caso  di  — 2q  la  radice  positiva  libera  da  ogni  gran- 
dezza straordinaria  dev’essere  eguale  nella  prima  formola  alla  somma, 
delle  altre  due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza  straordinaria;  e ciò 
per  cagione  della  mancanza  del  secondo  termine,  che  in  altra  guisa  non 
mancherebbe. 

Terzo.  Ponendo  nella  seconda  formola  il  termine  mancante  + oxz, 
la  disposizione  dei  segni  fa  conoscere,  che  essa  dovrebbe  avere  due  ra- 
dici positive,  e una  negativa,  quando  + 2 q denota  + 2q,e  che  dovrebbe 
avere  due  radici  negative,  e una  positiva,  allorché  + 2q  denota  — 2 q. 

Per  conoscere  se  la  seconda  formola  abbia  due  radici,  nelle  quali 
entri  grandezza  straordinaria,  formisi  un’equazione  cubica  mancante  del 
secondo  termine  con  tre  radici  libere  da  grandezza  straordinaria,  e 
queste  siano  espresse  nelle  tre  seguenti  equazioni  lineari:  * + f±g  = 0; 
= x + 2f  = o. 

Ne’  segni  doppj  debbono  prendersi  i superiori,  quando  +2q  esprime 
+ 2q,  e gl’inferiori,  quando  +2 q denota  — 2q\  ed  / dee  concepirsi  mag- 
giore di  g-f  affinchè  le  due  equazioni  lineari  x + / ± g -f  o,  ed  x + / + g — o 
esprimano  il  valore  delle  due  radici  positive  nel  caso,  ohe  +2  q è uguale 
a + 2q,  e il  valore  delle  due  radici  negative  nel  caso,  che  ±_2q  è 
uguale  a — 2 q. 

Si  moltiplichino  tra  loro  le  tre  equazioni  lineari  sopranotate,  osser- 
vando bene  il  tenore  delle  seconde  parti  de’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV, 
e si  vedrà  nascere  quest’equazione  cubica  senza  secondo  termine: 

(A)  a;3  — 3/2a;±2/3  = 0, 

— g‘lx  + 2g'tf, 

l’ispezione  di  cui  fa  conoscere,  qualmente  ogni  equazione  cubica,  che 
abbia  tutte  tre  le  radici  libere  da  grandezza  straordinaria,  e manchi  del 
secondo  termine  deve  avere  il  terzo  termine , e deve  averlo  necessariamente 
negativo,  la  qual  seconda  osservazione  conferma  ciò  che  si  è detto  nel 
secondo  articolo  di  questa  preparazione  particolare,  che  la  prima  for- 
mola ha  due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza  straordinaria,  perchè  il 
suo  terzo  termine  è positivo.  La  prima  osservazione  poi  mostra,  che  una 
equazione  cubica,  la  quale  manchi  del  secondo,  e del  terzo  termine,  à 
due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza  straordinaria. 
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Paragonando  ora  l’equazione  (A)  con  la  formola  (2),  la  compara- 
zione de’  seoondi  termini  mostrerà: 

(B)  3 f + j72  = 3p, 

e la  oomparazione  de’  terzi  termini  darà: 

±2f + 2jr»/  = ±2ff, 
cioè  dividendo  di  qua,  e di  là  per  — 2 

(C)  ±f3  + g°-f=±q, 

si  cubi  l’equazione  (B),  e osservando  le  leggi  dell’algoritmo  nuovo,  sta- 
bilite in  questo  trattato,  si  avrà: 

27  /a  + 27  g2f  + 9 gxf-  + g6  = 27  p3, 

cioè  dividendo  per  — 27: 

(D)  /a  + 02/4  + ^ + 2^6  = p3, 

si  quadrino  i membri  dell’equazione  (C),  e ne  verrà  seoondo  le  leggi  del- 
l’algoritmo nuovo: 

(E)  -/«  + 2^/4  _ 04/2  =_3V 

si  aggiungano  le  due  equazioni  (D),  ed  (E),  e si  otterrà: 

(F)  3 02/4- |-04/2 + ^?6=p3_g2. 

Per  dimostrare,  che  p3  è maggiore  di  q2  quando  la  g non  è uguale 
a zero  (vale  a dire  quando  la  formola  (2).  e l’equazione  (A)  non  hanno 
due  radici  eguali)  basterà  provare,  che  il  primo  membro  dell’equazione  (F) 
è positivo,  poiché  ne  seguirà,  che  anohe  il  secondo  membro  p3 — q2  sarà 
positivo,  cioè  che  p3  sarà  maggiore  di  q2.  E per  dimostrare,  ohe  il  primo 
membro  dell’equazione  (F)  è positivo,  basterà  provare,  ohe  3 g2fx  è maggiore 
2 

di  + — gr4/2,  il  che  si  farà  nel  seguente  modo: 

o 

2 

Egli  è visibile,  che  3 / è maggiore  di  — g,  essendosi  supposto  / maggiore 

à 
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di  g,  e per  conseguenza  maggiore  di  g—  —g,  che  è uguale  a — g;  adunque 

tJ  u 

2 

moltiplicando  3/  maggiore  per  / maggiore,  e — g minore  per  g minore  il  prò- 

O 

2 

dotto  — 3 f2  sarà  maggiore  del  prodotto  — — g pel  teorema  CLVIII,  e poscia 

2 

moltiplicando  per  gzf  la  grandezza  — 3/2  maggiore,  e la  grandezza gz 

3 

minore,  ne  risulterà  pel  corollario  del  teorema  CLV,  3 f2g‘fÀ  maggiore 
2 

di  — <7  4/2,  ma  pel  teorema  CLXXVI,  e pel  primo  articolo  dello  scolio, 

O 

che  gli  è annesso,  3 f2g2f  è uguale  a 3 gr2/4;  adunque  3 g2f*  è maggiore 
di  jS '4/2- 

Rimane  adunque  dimostrato  anche  nell’ algoritmo  nuovo,  che  quando 
un’equazione  cubica  mancante  del  secondo  termine  à tre  radici  tra  loro 
disuguali,  e libere  da  grandezza  straordinaria,  p3  è maggiore  di  q2,  cioè 
il  cubo  della  terza  parte  del  coefficiente  del  terzo  termine  è maggiore 
del  quadrato  della  metà  del  quarto  termine. 

Dimodoché  quando  la  formola  (2)  non  abbia  due  radici  eguali,  se 
il  cubo  della  terza  parte  del  coefficiente  del  suo  terzo  termine  non  è 
maggiore  del  quadrato  della  metà  del  suo  quarto  termine,  dee  conchiu- 
dersi, che  la  medesima  formola  (2)  à due  radici  nelle  quali  entra  gran- 
dezza straordinaria,  tali  però,  che  la  loro  somma  è uguale  all’  altra  radice, 
che  è libera  da  grandezza  straordinaria,  e questo  per  cagione  della  de- 
ficienza del  secondo  termine,  che  in  caso  diverso  non  sarebbe  mancante. 

Risoluzione  della  prima  formola  cioè  di  x3  + 3px  + 2q  — o.  — Per 
l’articolo  II  della  preparazione  particolare  questa  formola  à due  radici, 
nelle  quali  entra  grandezza  straordinaria,  ed  à una  radice,  ove  non  entra, 
la  quale  è negativa,  quando  +2  q esprime  +2  q,  ed  è positiva,  quando 
+ 2q  significa  — 2 q.  Oltre  di  ciò  l’aggregato  delle  due  prime  radici  è 
uguale  alla  terza  radice,  che  è libera  da  grandezza  straordinaria. 

Si  prendano  pertanto  le  tre  equazioni  lineari  infrascritte: 

x + a + \/3ò2  = 0,  x^fa^f  \/ 3b2  = 0,  e x^2a  = 0, 

nelle  due  prime  delle  quali  entra  la  grandezza  straordinaria  \/3ò2,  e 
tutte  tre  sono  tali,  che  l’aggregato  de’  tre  valori  di  x da  esse  dedotti 
è uguale  a zero.  Avvertendo,  che  ne’  segni  doppj  dee  valere  il  superiore, 
quando  +2 q è +2 q,  e l’inferiore  quando  +2  q è —2  q. 
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Si  moltiplichi  x a -jz\/  ^b2  = 0 Per  * + 0 + \/ 3 à2  = 0,  e pe’  teo- 
remi CXLIII,  e CLXXVIII  si  avrà: 

(*  + °)2+  (*  + «)  V/36*, 

±(*HF»)  V/362—  3&2  = 0, 

cioè  pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV: 

— x2  + 2 ax  — a2  — 0, 

— 3 ò2. 

Indi  si  moltiplichi  quest’ ultima  equazione  per  la  terza  equazione  li- 
neare a:  + 2a=0,  e si  otterrà  pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV, 

x3  zf  2 a*2  + a2x  + 362a;, 

+ 2aa;2 — 4a2a:  +2a3  + 6a62 

cioè: 

x3  + 3ò2a:  + 2a3  =0, 

— 3a2x  + 6afc2, 

equazione  mancante  del  secondo  termine,  come  la  formola  (1)  da  ri- 
solversi. 

Si  paragonino  il  terzo  e il  quarto  termine  di  questa  equazione  col 
terzo,  e quarto  termine  respettivamente  della  prima  formola: 

x3  + 3px  + 2q  = 0, 

e ne  verranno  le  due  respettive  equazioni,  che  sieguono: 

3ò2  — 3a2  = 3p, 

+ 2a3  + 6oà2  = + 2 q, 

cioè  dividendo  la  prima  di  queste  per  — 3,  e la  seconda  per  +2: 

(3)  b2—a2  = p, 

(4)  a3  + 3aò2  = g; 

e ciò  pe’  teoremi  CXLVIII,  CXLIX,  CLII,  e pel  teorema  CLXI,  e il 
suo  corollario. 

Ora  la  prima  delle  due  ultime  equazioni  cubata  somministra: 
ò6 — 3o2ò4  + 3a462 — o8  = p3, 
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e la  seconda  di  esse  quadrata  dà: 

— a6  — 6a4fe2 — 9a2fe4  = — q 2, 

tutto  questo  in  vigore  de’  teoremi  CXLITI,  e CXLIV. 

Dalla  penultima  equazione  sottraggasi  l’ultima,  e si  troverà: 

* 

fea  + 6a2fe4  + 9a4fe2  = p3  + q2, 

cioè: 

— fea-6a2fe4  — 9a4fe2  = -S2-p3, 

estraggasi  dall’uno,  e dall’altro  membro  la  radice  quadrata,  e pel  co- 
rollario II  del  teorema  CLIX  ne  risulterà: 

(6)  è3  + 3a2fe  = V/  — q2  — p\ 

dovendosi  avvertire,  che  nell’algoritmo  nuovo  \/  — q2 — p3  è una  gran- 
dezza ordinaria. 

Aggiungasi  l’equazione  (4)  all’equazione  (5),  e ne  nascerà: 

a3  + 3a2fe  +3  afe2  + fe3  — q + \/  — q2  — p3, 

si  estragga  di  qua,  e di  là  la  radice  cubica,  e pel  corollario  II  del  teo- 
rema CLIX  si  vedrà  essere: 

a + fe  = \/ q +'  V/—  ?2_“ P3> 

sottraggasi  L’equazione  (5)  dell’equazione  (4),  e ne  deriverà: 

a3  — 3 a2fe  + 3 afe2  — fe3  = + q — \/  — q 2 — p3, 
estraggasi  di  qua,  e di  là  la  radice  cubica,  e si  scoprirà: 


(7) 


3 

a— fe  = \/  q — \/  — q2  — p®, 


si  aggiungano  le  due  equazioni  (6),  e (7),  e finalmente  si  conoscerà: 

. 3 3 

2a  = \/  q + \/  — q2  — p3+\//q—\/  — q2  — ps, 

il  qual  valore  di  2 a preso  negativamente,  quando  nella  prima  forinola 
+ 2 q significa  +2  q,  e preso  positivamente,  quando  +2  q significa  — 2 q, 
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è uguale  a quella  radice  della  prima  forinola,  che  è libera  da  grandezza 
straordinaria;  e l’espressione  di  questa  radice  è analoga  a quella  del 
Cardano. 

Esempio.  — Sia  l’equazione  x3  + 6x — 2 = 0,  che  spetta  alla  prima 
formola;  adunque  p = 2,  q = 1,  e \/  — q2  — ps  =-  \/  — 9,  e perciò 

3 3 

a;  = 2aV/l+Y/  — 9 + \/ 1 — \/  — 9; 
ma  nell’algoritmo  nuovo  + V/-- ‘9  è uguale  a +3;  adunque 

a;  = V/l  +3  + V/l—  3 = V/"+4  + V/^  ’ 

Chi  volesse  il  valore  2 a sotto  un’altra  espressione  differente  da 
quella,  che  si  vede  nell’equazione  (8),  divida  per  a + b l’equazione  (2), 
cioè  b 2 — a1  = p,  e osservando  le  leggi  dell’algoritmo  nuovo,  ec.  troverà 
quest’ altra  equazione,  come  si  comproverà  calcolando 

a — b = — p:  (a  + b), 

nel  secondo  membro  della  quale,  ponendo  in  cambio  di  a + b il  suo  va- 
lore tratto  dall’equazione  (6),  si  avrà 

3 

(9)  a — b = — p:\/  q — \/—q2 — p3 

ohe  è un’espressione  di  a — b differente  in  apparanza  da  quella  dell’equa- 
zione (7),  ed  à il  vantaggio  di  non  aver  bisogno  di  un’altra  estrazione 
di  radice  cubica  diversa  da  quella,  che  l’equazione  (6)  esige. 

Si  aggiungano  l’ equazioni  (6),  e (9),  e si  otterrà 

3 3 

2a  = \/  q + \/—  q2— p3-  p ;V/g  + \/  — q2— p3- 

Scolio.  — Dall’equazione  (7),  e (9)  si  deduce  quest’ altra  equazione: 

3 3 

\/  q — \/  — <f  — p3  = — p : V/  q + \/ — q2—p3', 

imperciocché  cubandola  si  à pel  corollario  IV  del  teorema  CLXIV  : 


(10) 


q — V/—  q 2 — p3  = — p3  : (q  + \/ — q 2 — p3)- 
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Facciasi  — A = — q2 — p3,  cioè  A — q2  + p3,  e l’equazione  (10)  diverrà 
q — \/—A  = — p3:  (q  + \/ — A) 

i due  membri  di  quest’equazione  moltiplicati  per  (q  + \/ — A)  grandezza 
positiva,  dànno  — q2  + A = p3;  e ciò  pe’  teoremi  CXLIII,  CXLIV,  e 
CLXXIX. 

E finalmente  ponendo  nell’ultima  equazione  in  luogo  di  A il  suo 
valore  q 2 + p3,  si  avrà  — q2  + q2  + p3  = p3,  cioè  p3  = p3,  equazione  identica. 
Con  maniera  non  dissimile  si  proverebbe,  che  quest’equazione 

3 3 

\/ q + \/  — q2  — p3  = p:\/q  — \/~  q2  — p3 

si  riduoe  ad  un’equazione  identica,  poiché  essa  si  ridurrebbe  similmente 
a quest’ altra: 

q + \/—A  =p3:(g  — V/—  A), 

che  moltiplicata  per  la  grandezza  negativa  (q  — \/—A)  darebbe  in  virtù 
dei  citati  teoremi  CXLIII,  CXLIV,  e CLXXIX,  darebbe,  dico, 

— q~  + A — p3,  ec. 

Resoluzione  della  seconda  forinola  dell ’ equazioni  cubiche , cioè  di 
x3 — 3pa:  + 2g  = 0,  quando  p3  è minore  di  q2.  — In  questo  caso  la  se- 
conda formola  à due  radici,  nelle  quali  entra  grandezza  straordinaria, 
ed  à una  radice,  che  ne  è libera;  questa  è negativa  allorché  + 2 q è 
+ 2 q , ed  è positiva  allorché  +2  q è — 2 q,  e l’ aggregato  delle  due 
prime  radici  è uguale  alla  terza  radice,  in  cui  non  entra  grandezza  stra- 
ordinaria. Tutto  ciò  per  l’articolo  III  della  preparazione  particolare. 

Laonde  si  prendano  le  tre  equazioni  lineari  x + a ±V/3ò2  = 0, 
x + a + \/  3ò2  = 0,  ed  x ±2  a = 0,  come  si  è fatto  nella  resoluzione  della 
prima  formola,  e moltiplicandole  insieme  si  avrà  similmente: 

x3  + 3 b2  x + 2 a3  = 0 
— 3 a2  x ± 6 a b2, 


dovendosi  parimente  nei  segni  doppj  far  valere  il  superiore  quando 
+ 2 q è + 2 q,  e l’ inferiore  quando  ±2  q è — 2 g. 

Il  terzo,  e il  quarto  termine  di  quest’ ultima  equazione,  paragonati 


dell’algoritmo  nuovo 
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respettivamente  col  terzo,  e col  quarto  termine  della  seconda  forinola, 
dànno  queste  due  respettive  equazioni  : 3 b2  — 3 a2  = — 3 p,  e 

± 2 a3  ± 6 a b2  = ± 2 q, 

dalla  prima  delle  quali  divisa  per  — 3 risulta  : 

b 2 — a — — p,  cioè 

(11)  a2— 62  = p, 


e dalla  seconda  divisa  per  + 2 si  à 

(12)  a3  + 3ab2=q. 

Tutto  questo  pe’  teoremi  CXLVIII,  CXLIX,  OLII,  e pel  teorema  CLXI, 
e il  suo  corollario. 

Cubando  pertanto  l’equazione  (11),  e quadrando  l’equazione  (12), 
con  osservare  le  leggi  dell’algoritmo  nuovo,  si  ottengono  respettivamente 
queste  altre  due  : 

aa  — 3 62  a4  + 3 64  a2  — b6  = p3, 

— aa  — 6 a4  b2  — 9 a2  ò4  = — q2; 

aggiungendo  l’ultima  equazione  alla  penultima  si  à: 

— 68  — - 6 a2  ò4  — 9 a 4 &2  = p3  — q 2, 

ed  estraendo  da  ambedue  i membri  la  radice  quadrata,  ne  viene 

(13)  b3  + 3 o2  ò = \/ p3  — q2. 


Intanto  si  noti,  che  nella  presente  supposizione  di  p3  minore  di  qL,  la 
\/p3  — q 2 è una  grandezza  ordinaria  nell’ algoritmo  nuovo . 

Aggiungendo  poscia  l’equazione  (12)  all’equazione  (13)  avremo: 

a3  + 3 a2  b + 3 a b2  + b3  = q + \/ p3  — q2, 
e tirando  dall’uno,  e l’altro  membro  la  radice  cubica: 


(14) 


ma  sottraendo  l’equazione  (13)  dall’equazione  (14),  troveremo 


a' 


3 a2  ò + 3 ab2  — ò3  = q — \/p3  — q2. 
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e tirando  anche  da  questa  equazione  la  radice  cubica: 

8 

(15)  a — b = \/q  — \/p3—q2, 

le  due  equazioni  (14),  e (15)  aggiunte  insieme  mostrano: 

3 3 

(16)  2 a = V' q + \/p3  — q2  + \/ q — y/p3  — q1, 

e questo  valore  di  2 a preso  negativamente,  quando  + 2 7 è + 2 7,  e 
preso  positivamente,  quando  +2  q è — 6 q,  sarà  eguale  a quella  radice 
della  seconda  formola,  che  è libera  da  grandezza  straordinaria. 

Esempio.  — Sia  l’equazione  a;3  — 12  x — 20=0,  appartenente  alla 
seconda  formola;  adunque  p = 4,  q = 10,  e \/ ps — q2  = y/ — 36,  e perciò 

3 / 3 

x = 2a  = V 10  + \/—  36  + V/ 10  — y/—  36; 
ma  nell’algoritmo  nuovo  +\/—  36  è +6;  adunque: 

3 3 3 3 

x =y/l0  + 6 + y/10—  6,  cioè  * = y/l6  +y/4. 

Per  trovare  il  valore  di  2 a sotto  un’altra  espressione  diversa  da 
quella,  che  trovasi  nell’equazione  (16),  dividasi  l’equazione  (11),  cioè 
a2  — b2  = p per  a +6,  praticando  le  leggi  dell’algoritmo  nuovo,  ec.,  e si 
conseguirà  b — a = — p : (a  + 6),  conforme  col  mezzo  del  calcolo  si  potrà 
conoscere;  e quindi  se  si  surrogherà  nell’ultima  equazione  il  valore  di 
a + b desunto  dall’equazione  (14)  ne  verrà: 

3 

(17)  b — a = — p:  \/ q + \/ p3  — q2, 

e finalmente  sottraendo  l’equazione  (17),  dall’equazione  (14)  si  troverà 

3 3 

(18)  2o  = V/ 7 + \/p3— q2  + p-  V/g+  y/p3— 

Maniera  di  trovare  mediante  l’algoritmo  nuovo  {ma  non  senza  gran - 
dezza  straordinaria)  l’espressione  analitica  generale  della  radice  della 
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seconda  formolo  x3— 3px + 2q  = 0,  quando  la  medesima  formolo  à tre 
radici  ineguali,  e tutte  libere  da  grandezza  straordinaria. 

Allorché  p3  è maggiore  di  q2,  le  tre  radici  della  seconda  formola 
sono  ineguali,  e libere  da  grandezza  straordinaria,  tali  però,  ohe  due  di 
esse  sono  positive,  ed  una  negativa,  se  + 2q  esprime  + 2 q,  e due  di  esse 
sono  negative,  ed  una  positiva,  se  + 2g  denota  — 2 q,  e tali  ancora, 
che  nel  primo  caso  la  somma  delle  due  radici  positive  è uguale  alla 
radice  negativa,  e nel  secondo  caso  la  somma  delle  due  radici  negative 
è uguale  alla  radice  positiva.  Tutto  questo  in  vigore  di  quanto  si  è 
osservato,  e provato  nell’ articolo  III  della  preparazione  particolare. 

Ciò  posto;  le  tre  equazioni  lineari 


rc-f-o+V/ — 362  = 0,  x-+-a-{.\/ — 362  = 0,  e 2o  = 0, 

rappresenteranno  le  tre  radici  della  seconda  formola,  le  quali  per  con- 
seguenza saranno  Benza  grandezza  straordinaria , perohè  nell’algoritmo 
nuovo  la  \/—  362  è una  grandezza  ordinaria. 

La  prima  di  queste  tre  equazioni  lineari  moltiplicata  per  la  seconda 
produce  in  virtù  dei  teoremi  CXLIII,  e CLXXXIX 

(*±a)2±(x±o)V/  — 3ò2 

+ (*  + o)V/—  3 62  + 62  = 0, 

cioè  pe’  teoremi  CXLIII,  e CXLIV 

— x2  + 2ax — o2  + 3 62  = 0 , 

e quest’ ultima  equazione  moltiplicata  per  la  terza  equazione  lineare 

* + 2o  — 0 

dà  a tenore  dei  due  ultimamente  allegati  teoremi 


cioè 


x 3 -f  2 a*2  -f  ax  — 362a; 

+ 2ax2  — 4a2a;  +2a3X6  ab2  = 0 , 


z3 — 3 a2*  + 2as  = 0 
— 3ò2a;  + 6a&2. 
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Paragonando  adunque  il  terzo,  e il  quarto  termine  di  questa  equa- 
zione col  terzo,  e quarto  termine  respettivamente  della  seoonda  forinola, 
ne  vengono  le  due  seguenti  respettive  equazioni: 

— 3o2-362 3 p,  e ± 2o3  + 6aò2  = ± 2q, 

la  prima  delle  quali  divisa  per  — 3 , e la  seconda  divisa  per  + 2 dànno 
respettivamente 

(19)  a2  + b2  = p, 

(20)  a3 — 3 ab2  = q ; 

e questo  pe’  teoremi  CXLVIII,  e OLII. 

La  prima  di  queste  due  equazioni  cubata,  e la  seconda  quadrata 
somministrano  le  due  respettive,  che  seguono,  e ciò  in  virtù  dei  teo- 
remi CXXVIII,  e CXLIV: 

(21)  a®  + 3ò2a4  + 3fc4a2  + 6®  = p3 , 

(22)  — a6  + 6a4ò2—  9o264=  — q2  ; 

aggiungendo  pertanto  le  due  ultime  equazioni  si  ottiene: 

ò«-6o2ò4  + 9a*b2=p3-q2, 

cioè: 

— ò®  + 6a264 — ^a^^  — q2 — p3, 


e prendendo  la  radice  quadrata  d’ ambedue  i membri  si  à: 
(23)  — b3  + 3a2b  = \/ q2 — ps; 

aggiungasi  l’equazione  (23)  all’equazione  (20),  e si  troverà: 

a3  + 3o26  — 3oò2  — b3  = q + \/q2  — p3; 


sottraggasi  l’equazione  (23)  dall’equazione  (20),  e ne  verrà: 

a3  — 3<*26  — 3aà2  + b3  = q — \/?2— p8; 

ma  le  due  ultime  equazioni  non  sono  valevoli  a far  conoscere  il  valore  di 
a + b,  e di  a — 6,  perchè  i primi  membri  di  esse  non  sono  cubi  respettiva- 
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mente  di  a + b,  e di  a — b,  oppure  di  a — b,  e di  a + b,  e l’equazione  (22) 
sottratta  dall’equazione  (21)  niente  fa  scoprire  a proposito,  perchè  ne 
proviene  l’equazione: 

2o8  — 3a462  + 12o2ò4  + &«  =p3+  q2 

di  niun  uso  pel  mio  intento. 

Adunque  anche  nelPalgoritmo  nuovo  questo  metodo  lascia  irresoluto 
il  caso  irredutibile,  vale  a dire  non  dà  l’espressione  generale  analitica 
(senza  che  vi  entri  grandezza  straordinaria)  del  valore  di  x appartenente 
alla  seconda  formola,  allorché  p3  è maggiore  di  q2,  poiché  questo  è il 
caso,  che  chiamasi  irredutibile,  non  essendo  stato  risoluto  finora  algebrai- 
camente  con  espressione  generale,  e libera  da  grandezza  straordinaria, 
come  si  sono  risoluti  gli  altri  casi  della  prima,  e della  seconda  formola. 

Per  aver  dunque  l’espressione  analitica  di  x nel  caso  irredutibile 
(ma  non  libera  da  grandezza  straordinaria),  si  consideri,  che  nell’algo- 
ritmo nuovo  significando  con  — Z l’unità  assunta,  omogenea  a — o,  ed 
a — b,  la  ±_b\/  + Z è una  grandezza  straordinaria,  e il  cubo  di  a ±b \/  + Z 
è uguale  a questa  espressione: 

(Q)  a3±3a2b\ZTZ-3ab2  + b3\/TZ; 
imperciocché  il  quadrato  di  a + b\/  + Z è 

-a2  + 2ab\/TZ  + b2Z 

pe’  teoremi  CXLTV,  CLXXXV,  CLXXXVI,  CLXXXVII,  e CLXXX, 
ma  pel  teorema  OLITI  la  grandezza  + b2Z  è uguale  a +b2;  adunque 
il  quadrato  di  a + b\/  + Z equivale  a quest’ altra  espressione 

— a2"- p 2ab\/  + Z+b2 , 

la  quale  moltiplicata  per  a + b\/  + Z produce  in  vigore  dei  teoremi 
CXLIII,  CLXXXV,  CLXXXVI,  e CLXXXVII 

(R)  o3  + 2o26\/+Z  — ab2, 

±a2b\/TZ  + 2ab\/TZx(±b\/TZ)  + b3\/TZ. 

Qui  si  rifletta,  che  +2o6\/  + Z equivale  a 2 a x ( + &y/  + Z)  pe’ 
teoremi  CXLIII  o CXLIV,  e conseguentemente  l’espressione 

+ 2ab\/  + Z x ( + b\/  + Z) 
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è uguale  a quest’ altra: 

2 a X (±6\/  + Z)  x (±b\/TZ), 

che  pel  teorema  CLXXX  equivale  a 2 ax(b2Z),  cioè  a — 2ab2Z  pel 
teorema  CXLIV,  ma  la  grandezza  — 2a  b2Z  è uguale  a — 2 ab2  pel  teo- 
rema CLIII;  adunque  zp  2ab\/ + Z X (±6\/+  Z)  è uguale  a — 2aò2,  e 
quindi  l’espressione  (R)  equivale  all’espressione  (Q),  a cui  per  conse- 
guenza è uguale  il  cubo  di  a + b \/  + Z,  il  quale  si  è veduto  essere  eguale 
all’espressione  (R). 

Si  moltiplichi  ora  ciascun  membro  dell’equazione  (23)  per  + \/~+Z, 
e si  avrà  pe’  teoremi  CXLIII,  CXLIV,  e CLXXXV: 

(24)  b*\/TZ—  3a2b\/TZ  = VTZ, 

e si  osservi,  che  il  secondo  membro  di  questa  equazione  è uguale  a 

— \/p3  — q2‘,  attesoché,  supponendo  62  eguale  alla  grandezza  positiva 
(p3 — q2),  vale  a dire  — b2  eguale  a ( q 2 — p3),  la  — 6,  che  è uguale  a 

— \/ — ò2,  sarà  eguale  a — \/q2  — p3;  di  modo  che  il  secondo  membro 
dell’equazione  (24)  equivalerà  a —b\/+Z,  cioè  a —\/bzZ  pel  teo- 
rema CLXXXII;  ma  b2Z  è uguale  ad  ò2  pel  teorema  CLIII;  adunque 
il  secondo  membro  dell’equazione  (24)  sarà  eguale  a — \/ b~,  cioè  a 

— y/p3  — q2.  Surrogando  pertanto  nell’equazione  (24)  in  luogo  del  se- 
condo membro  l’espressione 

— Vvz—<f> 


che  gli  equivale,  ne  nascerà: 

(25)  &VT2-3o26y/T2  = -y/^::-T2; 

e questa  equazione,  prima  sottratta  dall’equazione  (20),  e poi  ad  essa 
aggiunta,  darà  le  due  respettive  equazioni  seguenti  : 

a3  + 3a26\/  + Z — 3aò2 — 6®  y/  + Z = q + \/p3  — q2, 
a3 — 3 a2b\/  + Z — 3ab2  + b3\/  + Z = q — \/p3 — q2, 


si  tiri  da  ambedue  queste  equazioni  la  radice  cubica,  e per  quello,  che 
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si  è mostrato  di  sopra,  ne  proverranno  le  due  respettive  equazioni  in- 
frascritte : 

3 

(26)  a + b\/ + Z = \/ q + y/p3—  £2 , 

3 

a — ò \/  + Z = \/  q — V /p3~q2 , 

le  quali  aggiunte  mostreranno  finalmente: 

3 3 

(27)  2 a = \/q+\/p3 — q2  + 'V  q — y/p3  — q2  ■ 

ove  \/p3  — q2,  che  nell’algoritmo  comune  è grandezza  ordinaria,  nell’al- 
goritmo nuovo  è grandezza  straordinaria. 

Il  valore  di  2 a,  preso  negativamente,  rappresenta  una  radice  della 
seconda  formola  nel  caso  irredutibile,  quando  +2  q è +2  q,  e preso 
positivamente,  rappresenta  una  radice  della  seconda  formola  nel  caso 
irredutibile  quando  + 2 q è — 2 q. 

Esempj.  — Sia  l’equazione  x3  — 15*  + 20  = 0 spettante  alla  seconda 
formola;  adunque  p = 5,  q = 10,  e \/p3  — q2  = \/  + 25  ; laonde  sarà 

3 3 

* = — 2a  = — \/l0  + \/4-  25  - V 10  — y/T26  • 

Ma  nell’algoritmo  nuovo  la  y/  + 25  è uguale  al  numero  straordi- 
nario | 5 | ; adunque 


3 3 

* = — y/io  + ;5|  — y/io— 1 6 1 ; 

ma  10+  | 6 | non  è 15,  e 10 — | 5 | non  è 5 pel  teorema  OLXXXYIII,  e 
per  lo  scolio,  che  gli  è annesso. 

Sia  in  oltre  l’equazione  x3  — 6x  — 4 =0,  che  appartiene  alla  seconda 
formola;  adunque  p = 2,  q = 2,  e \Zp3~  q2  = \/  + 4;  ma  nell’algoritmo 
nuovo  y/  + 4 è uguale  al  numero  straordinario  [ 2 | ; adunque 
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ma  2 + | 2 | non  è 4 , e 2 — j 2 | non  è zero  per  l’ allegato  teo- 
rema CLXXXVIII,  e per  lo  scolio,  che  gli  va  annesso. 

Un’altra  espressione  di  2a,  diversa  da  quella,  che  nell’equazione  (27) 
è contenuta,  potrà  conseguirsi,  dividendo  l’equazione  (19),  cioè  a2  + b2  = p 
per  a + b\/+  1,  con  osservare  le  leggi  dell’algoritmo  nuovo,  ec.  poiché 
si  otterrà  — a + b\/  + \ =— p \{a  + b\/  + 1),  come  calcolando  si  renderà 
manifesto;  e il  valore  di  a+b\/-\-\  preBo  dall’equazione  (26),  e intro- 
dotto nell’ultima,  darà  quest’  altra  : 

3 

— a + &y/  +1  = — p:  V q + \/ p3  — q2, 
che  sottratta  dall’equazione  (26)  farà  scoprire: 

3 3 

(29)  2 a = \/q  + \/p3  — q2  + p:\/q  + \/p3  — q2. 

Scolio.  — In  ordine  alla  proporzionalità,  che  convien  concepire 
per  formarsi  l’idea  del  quoziente,  che  costituisce  il  secondo  membro 
dell’equazione  (28)  si  rifletta  a quanto  si  è espresso  nel  secondo  degli 
scolj  annessi  al  corollario  del  teorema  CLXXIX. 

Altro  Scolio.  — I.  Dal  confronto  dei  secondi  membri  delle  equa- 
zioni (16),  e (18),  oome  pure  dal  confronto  dei  secondi  membri  delle 
equazioni  (27),  e (29)  si  deduoe  l’infrascritta: 

3 • 

(30)  V q— -\/p3—  q2  = p-\/ q + \/p3  — q2, 

con  questo,  che  p3  — q2  è una  grandezza  negativa  nelle  equazioni  (16), 
e (18),  ed  è una  grandezza  positiva  nelle  equazioni  (27),  e (29).  In 
ambedue  questi  casi  l’equazione  (30)  si  riduce  ad  un’equazione  identica. 

Imperciocché  cubandola  si  ottiene  pel  corollario  IV  del  teo- 
rema OLXIV  : 

(31)  q~\/p3—q2  = p3:{q  + \/p3—q2): 

Facendo  ora  + A = p3 — q2  (cioè  — A nel  caso  delle  equazioni  (16),  e (18), 
in  cui  la  grandezza  p3  — q2  è negativa,  e -(-  A nel  caso  delle  equazioni  (27), 
e (29),  in  cui  p3  — q2  è grandezza  negativa),  l’equazione  (31)  diverrà: 


(32) 


q — V+A  = p3:{q+\f~^A). 
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dovendosi  notare,  che  nel  caso  di  — A la  grandezza  {q  + \/ — A)  è ne- 
gativa, e nel  caso  di  +A  la  grandezza  (q  + \/  + A)  dee  trattarsi  come 
positiva,  perchè  niente  contiene  di  negativo. 

Si  moltiplichi  l’equazione  (32)  per  q + A,  e si  vedrà  essere: 

(33)  — q2±A  = p3, 

e questo  pe’  teoremi  CXLIII,  CXLIV,  CLXXIX,  e CLXXVIII;  ma 
essendosi  supposto  + A = p3  — q2,  ne  segue  + A = q2 — p3\  adunque  po- 
nendo nell’equazione  (33)  in  vece  di  +A,  questo  suo  valore  si  conse- 
guirà — q2  + q2  — p3  — — p3,  vale  a dire  — ps  = — p3,  equazione  identica. 

II.  Con  simigliante  raziocinio  si  potrebbe  provare,  che  nel  caso 
dell’equazione  (16),  e (18)  la  seguente  equazione: 

3 3 

\/  q + \/  p3  — q2  = p : q — \/  p3—q2, 

si  risolve  in  un’  equazione  identica  dovendosi  avvertire,  che  la  gran- 
dezza {q  — \/p3  — q2)  è positiva,  perchè  nel  caso  delle  equazioni  (16), 
e (18)  p3  è minore  di  q2,  di  modo  che  \/  p3 — q2  è minore  di  q. 

III.  Nel  caso  poi  delle  equazioni  (27),  e (29)  la  grandezza 

(7  — VP3  — <?) 

dovrebbe  trattarsi  come  positiva,  allorché  la  \/  p3 q2  ( considerata  come 

nell'algoritmo  comune)  è minore  di  q;  e la  stessa  espressione 

. (?— VV  — ?2)> 

dovrebbe  trattarsi  come  negativa,  allorché  la  \/  p3  — q2  ( considerata  come 
nell'  algoritmo  comune)  è maggiore  di  q. 

Laonde  su  tal  fondamento,  raziocinando,  come  si  è fatto  nel  primo 
articolo  di  questo  scolio,  potrebbe  provarsi,  che  nel  caso  delle  equa- 
zioni (27),  e (29)  l’infrascritta  equazione: 

3 3 

V'  q + V/p3  — ?2  = ■ ± v ’■  q—\/pz—q2, 

si  risolve  in  un’  equazione  identica,  avvertendo,  che  quando  \/ p3  — q2 
( considerata  come  nell'  algoritmo  comune)  è minore  di  q,  allora  + dee 
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significare  + p;  e quando  \/ p3 — q2  ( considerata  come  nell’ algoritmo  co- 
mune) è maggiore  di  q,  allora  +j)  à da  significare  — p;  di  maniera 
che  in  virtù  de’  teoremi  CXLIV,  e CLXI  il  quoziente 

±p3  : (q  — \/ p3  — q 2) 

moltiplicato  per  (q  — y/ p3  — q2)  sarà  sempre  uguale  a — p3. 

Il  presente  scolio,  e lo  scolio  annesso  alla  resoluzione  della  prima 
formola  delle  equazioni  cubiche  serviranno  per  esercitare  il  lettore  nel- 
l’ algoritmo  nuovo,  e per  comprovarne  la  giustezza. 

Resoluzìone  delle  equazioni  del  quarto  grado  mediante  V algoritmo 
nuovo.  — Suppongo,  che  l’equazioni  del  quarto  grado  sieno  senza  il 
secondo  termine;  perchè  quando  non  ne  fossero  prive,  potrebbero  sempre 
ridursi  ad  altre  equazioni  del  quarto  grado  senza  il  secondo  termine,  e 
ciò  mediante  l’articolo  XIII  della  preparazione  generale. 

Per  comprendere  in  una  sola  formola  tutte  quante  l’equazioni  del 
quarto  grado,  io  le  rappresento  generalissimamente  nell’infrascritta: 

( 1 ) — x*  + px2  + qx  + r = 0 , 

ove  + p esprime  il  coefficiente  del  terzo  termine  col  suo  segno,  + q de- 
nota il  coefficiente  del  quarto  termine  col  suo  segno,  e + r esprime 
l’ultimo  termine  col  suo  segno;  mentre  per  quanto  si  è esposto  nell’ar- 
ticolo III  dello  scolio  annesso  al  corollario  V delle  presupposizioni,  il 
segno  + affisso  ad  una  grandezza  positiva,  o negativa,  non  muta  lo 
stato  di  detta  grandezza. 

Siccome,  a tenore  dell’articolo  II  della  preparazione  generale,  la 
formola,  o sia  equazione  (1)  si  concepisce  prodotta  da  quattro  equazioni 
lineari,  così  io  suppongo,  che  due  di  queste  equazioni  lineari  sieno  con- 
tenute in  questa  equazione  del  secondo  grado: 

(2)  — x2  + yx  + a = 0 

+ b; 

e che  le  altre  due  equazioni  lineari  si  contengano  in  quest’altra  equa- 
zione del  secondo  grado  : 

(3)  — x2  — yx  — a = 0 


-b; 


dell’algoritmo  nuovo 


399 


tuttociò  in  virtù  del  citato  articolo  II  della  preparazione  generale,  in 
virtù  di  cui  un’equazione  del  secondo  grado  si  concepisce  prodotta  da 
due  equazioni  lineari  moltiplicate  insieme: 

Nelle  equazioni  (2),  e (3)  la  y,  la  a,  e la  & designano  grandezze  in- 
determinate, le  quali  debbono  determinarsi. 

Per  determinarle  adunque  si  moltiplicheranno  tra  loro  le  equa- 
zioni (2),  e (3),  osservando  le  leggi  dell’algoritmo  nuovo  (nelle  quali 
suppongo  istrutto  ormai  sufficientemente  il  lettore,  senzachè  io  abbia 
ad  accennarle  di  vantaggio),  e si  conseguirà  questa  equazione  indeter- 
minata del  quarto  grado  priva  del  secondo  termine  : 

(4)  — a4  + 2ax~  -f  2byx  — o2  = 0 

+ y2x2  -f  ò2, 

la  quale  suppongasi  essere  la  medesima,  che  la  formola  (1),  e in  vigore 
di  questa  supposizione  si  paragonino  i termini  dell’ una  co’  termini  cor- 
rispondenti dell’altra.  Si  avrà  per  tanto,  paragonando  i terzi  termini  di 
ambedue, 

2a  + y2  = p,  cioè  2o  = p — y2,  e dividendo  l’ uno,  e l’altro  membro 
per  — 2 : 

(5)  a = {p-y2):  2, 

col  paragone  dei  quarti  termini  si  ottiene  2 by  = q,  cioè  2 yb  = q,  e di- 
videndo per  —2  y: 

(6)  b = q : 2 y, 
comparando  in  fine  gli  ultimi  termini  si  trova: 

(7)  — a2  + 62  = r; 

si  quadri  ora  l’equazione  (5),  la  quale  dà  pel  teorema  CLXIV : 

— o2  = ( — p2  + 2 py2  — y4)  : 4; 

si  quadri  ora  l’equazione  (6),  che  somministra  pel  detto  teorema: 

— 62  = — (q2)  : 4 y2,  cioè  b2  = (q2)  : 4 y2, 

i valori  di  a2,  e di  b2  tratti  dalle  due  ultime  equazioni,  e posti  nella 
equazione  (7)  fanno  conoscere: 


(8) 


(—  p2  + 2 py2  — y4)  : 4 + (q2)  : 4 y2  = r; 


400 


APPLICAZIONE 


ma  l’espressione  ( — p2  4-  2 py2 — j/4)  : 4 moltiplicata,  e poi  divisa  per  y2 
diviene  ( — p2?/2  + 2 py4  — y6)  : 4 y2,  e conserva  ciò  non  ostante  il  suo  pri- 
stino valore  pel  teorema  CLXII,  e pel  suo  corollario,  e per  la  stessa 
ragione  r è uguale  a (4 ry2)  : 4 y2;  adunque  sostituendo  nell’equazione  (8) 
grandezze  eguali  in  luogo  d’eguali,  si  conseguisce  quest’altra: 

(—  PV  + 2 pp4  — ya)  : 4p2  + {q2)  : (4 y2)  = (4 ry2)  : (4j f), 
che  moltiplicata  per  + 4 y2  mostra 


+ pV  — 2pp4  + p6  — q2  = — 4 ry2, 


e da  questa  equazione  ordinata  a dovere  si  deduce: 

(9)  y6—2pyi  + p2y2—q2  =0 

+ 4 ry2, 

equazione  derivativa  del  terzo  grado,  onde  il  valore  di  y2  potrà  ritro- 
varsi col  metodo  esposto  per  la  resoluzione  dell’equazioni  cubiche,  o con 
altro  modo  equivalente;  indi  dal  valore  di  —y2  si  trarrà  la  radice  se- 
conda, cioè  il  valore  di  + y,  e questo  si  concepirà  sostituito  nelle  equa- 
zioni (2),  e (3)  insieme  col  valore  di  y2,  e con  quello  di  a,  e di  6 preso 
dalle  respettive  equazioni  (5),  e (6);  cosicché  l’equazioni  (2),  e (6)  di- 
verranno rispettivamente  le  seguenti: 

(10)  — x2  + yx  + (p  — y2):2  + (?)  :2p  = 0, 

(11)  — a;— pz-f  (p  — y2):2  — (?):2p  = 0, 

nelle  quali  si  lasciano  y,  ed  y2  in  luogo  delle  loro  espressioni,  che  sono 
troppo  complesse. 

Ciò  fatto  si  estrarranno  le  due  radici  dell’equazione  (10),  e le  due 
dell’equazione  (11)  col  metodo  già  spiegato,  e in  tal  guisa  si  avranno 
le  quattro  radici  della  formola. 

Se  alcuna  delle  lettere  p,  q,  r,  ovvero  anche  tutte  rappresentas- 
sero grandezze  negative,  allora  si  muterebbero  respettivamente  nelle 
equazioni  (9),  (10),  e (11)  i segni  delle  medesime  lettere  p,  q,  r,  ovvero 

di  tutte,  attesoché  -| equivale  a — per  l’articolo  I dello  scolio  annesso 

al  corollario  V delle  presupposizioni;  ma  nell’equazione  (9)  non  si  mute- 
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ranno  i segni  di  + p2,  e di  — q2;  perchè  nell’algoritmo  nuovo  il  qua- 
drato di  + p,  ovvero  di  — p è sempre  — p2,  e il  quadrato  di  + q,  ov- 
vero di  — q,  è sempre  — q 2. 

Se  nella  formola  (1)  mancasse  anche  il  quarto  termine  + qx,  essa 
in  tal  caso  sarebbe  un’equazione  derivativa  del  secondo  grado,  e si  ri- 
solverebbe con  la  maniera  già  data  di  risolvere  l’ equazioni  quadrate,  o 
con  altra  equivalente,  ec. 

Altra  maniera  di  dedurre  da  questo  metodo  la  resoluzione  dell' equa- 
zioni del  quarto  grado,  mediante  l'algoritmo  nuovo.  — Se  invece  di  sup- 
porre le  due  equazioni  (2),  e (3)  si  supporrà  questa  sola  equazione: 

(12)  — x2  +a  = ±(yx  + b), 

si  avrà  quadrandola: 


— x4  + 2 ax2  — a2  — — y2x2  — 2 byx  — b2, 

e trasponendo,  e ordinando  ne  verrà  l’equazione  (4);  laonde  il  paragone 
del  terzo  termine  dell’equazione  (4)  col  terzo  della  formola  (1)  darà 


2 a + y2  = p, 

vale  a dire 

— y2=  2a  — p, 

cioè  estraendo  la  radice  quadrata  : 

(13)  V = \/  2 a—p, 

dalla  oomparazione  de’  quarti  termini  dell’equazione  (4),  e della  for- 
mola (1)  risulterà  2 by  — q,  cioè  (dividendo  per  — 2 y)  b = q:2y,  e po- 
nendo in  luogo  di  y il  suo  valore  testé  trovato: 

(1^)  b = q:2\/2a  — p, 

in  fine  il  confronto  degli  ultimi  termini  dell’equazione  (4),  e della  for- 
mola (1)  mostreranno: 


26  — Tomo  1. 


— a2  + b2  = r, 
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e sostituendo  in  quest’equazione  in  cambio  di  62  in  suo  valore  q 2 :(8a—  4 p) 
dedotto  dall’equazione  (14)  si  avrà: 

(15)  — o2  + g2:(8a — 4 p)  = r, 

ma  pel  corollario  II  del  teorema  CLXIV,  — a2  è uguale  a 

— a2(8o  — 4p)  : (8  — 4 p), 


vale  a dire: 


(16)  — a2=(8o3 — pa2)  :(8a  — 4p), 
come  pure  r è uguale  ad  r(8a — 4p)  : (8o  — 4 p),  cioè: 

(17) -  r = ( — 8ra  + ipr):(8a  — 4 p), 


il  tutto  per  la  quarta  parte  del  teorema  OLXXXIX,  e pel  teorema  LX. 

Adunque,  se  si  pongono  nell’equazione  (15)  in  luogo  di  — a1,  e dir 
i loro  valori  presi  dalle  respettive  equazioni  (16),  e (17),  si  otterrà  la 
seguente: 

(8a3-— 4po2  + q2):(8a~  ép)  = (— 8 or  + 4pr):(8a  — 4 p), 

che  moltiplicata  per  — (8a  — 4 p)  somministrerà  quest’ altra: 

(18)  8o3  — 4pa2+  8ar  + q2  = 0, 

— 4 pr. 


La  resoluzione  di  quest’ ultima  equazione,  che  è del  terzo  grado,  dà 
il  valore  della  a,  che  por  evitare  la  soverchia  lunghezza,  e confusione 
dell’espressioni,  si  supporrà  in  avvenire  come  cognita. 

Traspongasi  ora  l’equazione  (12),  dopo  aver  surrogati  in  essa  i va- 
lori di  y,  e di  b presi  dalle  rispettive  equazioni  (13),  e (14),  e si  giun- 
gerà a quest’equazione: 

(19)  — z2  + x\/2  a — p + a =0 

+ ?:2\/2a  — p, 

che  in  virtù  del  doppio  segno  in  essa  contenuto  equivale  a due  equa- 
zioni del  secondo  grado,  e risoluta  somministra  i quattro  valori  di  x, 
cioè  le  quattro  radici  della  forinola  (1). 


dell’algoritmo  nuovo 
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Corollario.  — Se  nell’equazione  (12)  in  cambio  di  a si  fosse 
scritto  ì c,  sarebbesi  ottenuta  in  vece  dell’equazione  (18)  la  seguente: 

A 

(20)  c3  — pc2  + 4 re  + y2  — 0, 

— 4pr, 

e in  luogo  dell’equazione  (19)  sarebbesi  conseguita  quest’ altra: 

— x2Zfa '[/c  — p+~c  =0 

+ ? : 2 \Zc--p. 

L’equazione  (20)  è più  comoda  a risolvere,  che  l’equazione  (18). 

Scolio.  — I.  Si  deve  avvertire,  che  chi  volesse  risolvere  con  l’al- 
goritmo comune  la  formola  (1),  e paragonarne  le  resoluzioni  con  quelle, 
che  io  ò dedotte  mediante  l’algoritmo  nuovo,  dovrebbe  trasporre  la 
stessa  formola  (1),  e cangiarla  in  questa: 

x 4 — pxl  — qx  — r = 0. 

I coefficienti  generali  del  secondo,  terzo,  e quarto  termine  della 
quale  ànno  prefìsso  il  segno  negativo;  laddove  i coefficienti  generali 
de’  medesimi  termini  della  formola  (1)  sono  dotati  del  segno  positivo. 

II.  Chi  poi  volesse  valersi  del  metodo,  di  oui  mi  sono  servito,  e 
applicarlo  a risolvere  con  l’algoritmo  nuovo  quell’ equazioni  del  quarto 
grado,  nelle  quali  esiste  il  secondo  termine,  dovrebbe  introdurre  nel- 
l’equazioni  (2),  (3),  e (12)  un’altra  indeterminata,  e in  vece  dell’equa- 
zione (2)  prendere  la  seguente: 

— x2  + hx  + a = 0, 

+ yx  + b, 

in  luogo  dell’equazione  (3)  dovrebbe  assumer  questa: 

— x2  + hx  + a = 0, 

— yx  — b, 

e in  cambio  dell’equazione  (12)  dovrebbe  prendere  quest’ altra: 

— x2  + bx  + a = ± (yx  + b), 
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indi  operando  nel  debito  modo,  coerentemente  alla  prima  maniera  da 
me  usata,  troverebbe  un’equazione  derivativa  del  terzo  grado,  la  quale 
avrebbe  per  incognita  il  quadrato  di  y. 

Ma  operando  correlativamente  alla  seconda  maniera,  che  pure  ò 
qui  tenuta,  arriverebbe  ad  un’equazione  del  terzo  grado,  che  avrebbe 
la  a per  incognita. 

Tanto  a me  basta  per  far  comprendere  agl’intendenti,  che  l’algo- 
ritmo nuovo  al  pari  dell’algoritmo  comune  è utile  alle  scienze,  con  questo 
di  più,  che  istituendo  i principi  del  nuovo  algoritmo,  parmi  di  aver 
scritto  più  nuovamente,  e forse  anche  più  ragionevolmente,  che  non  è 
stato  fatto  finora  in  ordine  a quella  sorta  di  grandezze,  che  gli  Ana- 
listi appellano  immaginarie  pure,  la  natura  delle  quali  è uno  de’  mi- 
steri dell’Algebra. 


III. 


APPENDICE  PRIMA. 

Essendosi  nella  prefazione  di  questo  trattato  [p.  1]  fatta  menzione  del 
supplemento  dell’autore  al  quinto  libro  d’ Euclide,  si  è giudicato  di  do- 
verlo qui  inserire,  acciò  meglio  possano  i lettori  paragonare  il  metodo 
degli  egualmente  moltiplici  con  quello  delle  aliquote  simili  per  la  spie- 
gazione della  natura,  e proprietà  delle  proporzioni  geometriche. 

Supplemento  al  quinto  libro  d’ Euclide. 

Benché  (*)  il  quinto  libro  d’ Euclide,  attribuito  da  alcuni  ad  Eudosso, 
maestro  di  Platone,  sia  una  delle  produzioni  più  ingegnose  lasciateci  dagli 
antichi;  molti  de’  più  celebri  moderni  non  si  sono  per  questo  trattenuti 
d’ impugnarlo.  Troppo  lungo  sarebbe  il  riferire,  e il  ribattere  le  loro  op- 
posizioni, basterà  solamente  riflettere,  che  la  definizione  Euclidea  della 
proporzionalità  è forse  più  adattata  d’ogni  altra  per  comprendere  in  uno 
solo,  e sommamente  uniforme  concetto  le  proporzioni  commensurabili, 
e le  incommensurabili;  laonde  almeno  per  questo  motivo  meriterebbe  a 
mio  credere  la  considerazione  de’  geometri.  In  vano  poi  si  è preteso  da 
alcuni,  che  essa  debba  essere  dimostrata;  imperciocché  come  definizion  di 
nome  deve  aver  luogo  tra’  principj,  e per  essa  ànno  da  dimostrarsi  le 
altre  passioni  delle  quantità  proporzionali.  Sono  insigni  tra  queste  le 
proprietà,  che  competono  all’analogia  in  ordine  alle  aliquote  simili  dei 
conseguenti,  ovvero  degli  antecedenti,  ma  non  avendole  altri  dedotte, 
per  quanto  è a me  noto,  dal  metodo  degli  egualmente  moltiplici,  ò io 
tentato  di  ciò  fare  nel  presente  scritto,  che  potrà  forse  supplire  a quanto 
di  essenziale  manca  in  Euclide  intorno  la  scienza  elementare  delle  pro- 
porzioni. 

Definizioni.  — Chiamo  una  grandezza  b aliquota  di  un’altra  gran- 
dezza A quando  la  ò è contenuta  una  volta,  o un  certo  numero  di  volte, 


(*)  Giornale  de'  letterati  d'Italia,  tomo  XXXVIII,  parte'  prima,  pag.  290. 
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e senza  resto  in  A.  In  questo  senso  ogni  tutto  è aliquota  di  se  stesso; 
perchè  è contenuto  una  volta,  e senza  resto  in  se  medesimo. 

Chiamo  6,  e d aliquote  simili  di  B,  e di  D,  quando  la  6 è conte- 
nuta senza  resto  in  B tante  volte  quanto  la  d è contenuta  in  Zi;  in  tal 
caso  dico,  che  la  6 è aliquota  simile  di  B,  come  la  d di  D.  In  questo 
senso  qualsivoglia  tutto  è aliquota  simile  di  se  medesimo,  come  qua- 
lunque altro  tutto  la  è di  se  stesso,  cioè  B è aliquota  simile  di  B, 
come  D di  D. 

Postulato.  — Dimando,  che  mi  si  conceda,  che  date  tre  gran- 
dezze A,  B,  D,  può  concepirsi  un’altra  grandezza  H tale,  che  la  pro- 
porzione di  A a B sia  eguale  alla  proporzione  di  H a D. 

Lemma.  — Poste  due  grandezze  disuguali;  io  dico,  che  se  si  pren- 
derà la  metà  della  maggiore  di  esse,  indi  la  metà  di  questa  metà,  e 
così  successivamente  si  troverà  in  fine  una  parte  della  maggior  gran- 
dezza, che  sarà  minore  dell’altra  grandezza.  Questa  proposizione,  ohe 
potrebbe  ancora  postularsi,  trovasi  dimostrata  nel  commento  del  Com- 
mandino alla  prima  proposizione  del  X. 

Corollario.  — Così  manifesta,  è,  che  la  parte  suddetta  della  quan- 
tità maggiore  è un’aliquota  di  essa,  e che  le  altre  aliquote  sue  eguali 
si  ànno  dividendo,  e suddividendo  successivamente  ciascuna  metà  della 
grandezza  maggiore,  ec.  purché  sia  lo  stesso  il  numero  delle  divisioni, 
e suddivisioni. 


Teorema  I.  — Sieno  le  quattro  grandezze  proporzionali  A,  B,  C,  D\ 
io  dico,  che  se  la  prima  di  esse  è uguale,  maggiore,  o minore  della  se- 
conda, anche  la  terza  è uguale,  maggiore,  o minore  della  quarta. 

Dimostrazione.  - — Egli  è visibile,  che  se  A è uguale,  maggiore,  o 
minore  di  B,  anche  2 A è uguale,  maggiore,  o minore  di  2 B.  Ma  per 
la  supposta  proporzionalità  delle  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D,  e per 
la  definizione  V del  V se  2 A è uguale,  maggiore,  o minore  di  2 B,  anche 
2C  è uguale,  maggiore,  o minore  di  2 D. 

Adunque  se  A è uguale,  maggiore,  o minore  di  B;  2C  è uguale 
maggiore,  o minore  di  2 D.  Ma  è chiaro  altresì,  che  se  2C  è uguale, 
maggiore,  o minore  di  2 D,  anche  G è uguale,  maggiore,  o minore  di  D. 
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Adunque  se  A è uguale,  maggiore,  o minore  di  B\  anche  C è uguale* 
maggiore,  o minore  di  D.  Q.  E.  D. 

Teorema  II.  — Sieno  primieramente  quattro  grandezze  B,  D,  b,  d 
tali,  che  6 sia  aliquota  simile  di  B,  come  d di  D ; io  dico  in  primo 
luogo,  che  B è a 6,  come  D a d.  Sieno  in  oltre  le  altre  due  grandezze 
E,  F tali,  che  la  5 sia  aliquota  simile  della  E,  come  la  d della  F;  io 
dico  in  secondo  luogo,  che  B sta  ad  E,  come  D ad  F. 

Dimostrazione  della  'prima  parte.  — Essendo  B,  e D egualmente 
moltiplici  di  b,  e di  d;  anche  le  egualmente  moltiplici  di  B,  e di  D sono 
egualmente  moltiplici  di  6,  e di  d per  la  III  del  V.  Laonde  se  n,  ed  m 
significano  in  generale  numeri  intieri  positivi,  tutte  le  egualmente  mol- 
tiplici di  B,  e di  D si  esprimeranno  così:  nb,  nd,  siccome  rnb,  md  rap. 
presenteranno  tutte  le  egualmente  moltiplici  di  b.  e di  d,  ma  è mani- 
festo, che  se  nb  è uguale,  maggiore,  o minore  di  mb,  anche  nd  è uguale, 
maggiore,  o minore  di  md  ; 

Imperciocché  intanto  nb  è uguale,  maggiore,  o minore  di  mb,  in 
quanto  il  numero  n è uguale,  maggiore,  o minore  di  m,  e questa  egua- 
lità, maggioranza,  o minorità  di  n rispetto  ad  m fa  essere  nd  eguale, 
maggiore,  o minore  di  md.  Adunque  per  la  definizione  V del  V la  B è 
alla  6,  come  la  D alla  d.  Q.  E.  primo  D. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — La  6 è alla  b,  come  la  d alla 
d,  perchè  si  mostra  come  sopra,  che  se  nb  è uguale,  maggiore,  o minore 
di  mb,  anche  nd  è uguale,  maggiore,  o minore  di  md  ; ma  per  l’ipotesi 
B,  D sono  egualmente  moltiplici  della  prima  b,  e della  terza  d,  ed  E 
F sono  egualmente  moltiplici  della  seconda  b,  e della  quarta  d\  adunque 
per  la  IV  del  V la  B è alla  E,  come  la  D alla  F.  Q.  E.  secundo  D. 

Scolio.  — Dal  principio  della  dimostrazione  della  seconda  parte  di 
questo  teorema  evidentemente  apparisce,  che  se  B è uguale  all’aliquota  &> 
e D all’aliquota  d,  la  proporzione  di  B a b,  è uguale  alla  proporzione 
di  D a d. 


Teorema  III.  — Sieno  le  quattro  grandezze  proporzionali  A,  B,  C, 
D,  e l’altre  quattro  grandezze  b,  e d,  E,  F tali,  che  b,  e d sieno  ali- 
quote simili  respettivamente  de’  due  conseguenti  B,  e D,  e anche  di  E> 
e di  F ; io  dico  primieramente,  che  se  il  primo  antecedente  A è uguale 
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o maggiore  di  E,  anche  il  secondo  antecedente  G è uguale,  o mag- 
giore di  F. 

Io  dico  in  secondo  luogo,  che  se  il  resto  A meno  E è minore  di  b, 
anche  il  resto  G meno  F è minore  di  d. 

Dimostrazione  della  prima  parte.  — Per  l’ipotesi  A è a B,  come  G 
a D,  e pel  II  teorema  B è ad  E,  come  D ad  F ; adunque  ex  cequo  per 
la  XXII  del  V la  A sta  alla  E,  come  la  G alla  F ; e quindi  pel  I teo- 
rema se  A è uguale,  o maggiore  di  E,  anche  G è uguale,  o maggiore 
di  F.  Q.  E.  primo  D. 

Dimostrazione  della  seconda  parte.  — Si  è già  dimostrato  nella  prima 
parte  di  questo  teorema,  che  la  A è alla  E,  come  la  G alla  F]  adunque 
per  la  XVII  del  V il  resto  A meno  E è ad  E,  come  il  resto  G meno  F 
è ad  F.  Ma  per  la  prima  parte  del  II  teorema  E sta  a 6,  come  F a,d. 

Adunque  ex  cequo  per  la  XXII  del  V il  resto  A meno  E sta  a b, 
come  il  resto  G meno  F a d,  e perciò  in  vigore  del  I teorema  se  il 
resto  A meno  E è minore  di  6,  anche  il  resto  G meno  F è minore  di 
d.  Q.  E.  secundo  D. 

Corollario  I.  — Da  questo  teorema  chiaramente  si  deduce,  che 
in  qualunque  proporzione  eguale  di  A a B,  e di  G a D,  gli  antecedenti  A, 
G contengono  egualmente  qualsivoglia  aliquota  de’  conseguenti  respet- 
tivi B,  D,  cosicché  se  6 aliquota  di  B misura  esattamente  la  A,  anche  d 
aliquota  di  D misura  esattamente,  e un  egual  numero  di  volte  la  G,  e 
se  b è contenuta  un  certo  numero  di  volte  in  A con  di  più  un  resto 
minore  di  se  stessa,  anche  la  d sarà  contenuta  un  egual  numero  di  volte 
in  C con  un  resto  minore  di  sé  medesima. 

Imperciocché,  rappresentando  in  virtù  dell’  ipotesi  B per  nb,  E per  mb, 
D per  nd,  F per  md;  si  è mostrato  nella  prima  parte  del  teorema,  che 
se  A è uguale  ad  E,  cioè  ad  mb,  anche  G è uguale  ad  F,  cioè  ad  md, 
e se  A è maggiore  di  E,  cioè  di  mb,  anche  G è maggiore  di  F,  cioè 
di  md.  Nella  seconda  parte  poi  si  è provato,  che  se  il  resto  A meno  E, 
cioè  A meno  mb  è minore  dell’aliquota  b,  anche  il  resto  G meno  D, 
cioè  G meno  md  è minore  anch’esso  dell’aliquota  d. 

Corollario  II.  — Poiché  stando  la  B alla  A,  come  la  D alla  G> 
sta  ancora  convertendo  pel  corollario  della  IV  del  V la  A alla  B,  come 
la  G alla  D,  in  maniera  che  gli  antecedenti  della  prima  proporzione  di- 
vengono conseguenti  della  seconda,  e i conseguenti  della  prima  si  mu- 
tano in  antecedenti  della  seconda;  egli  è chiaro  che  in  qualunque  prò- 
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porzione  eguale  della  B alla  A,  e della  D alla  G,  i conseguenti  A,  C 
contengono  egualmente  qualunque  aliquota  simile  b,  d degli  antecedenti 
respettivi  B,  e D,  cioè  con  un  resto,  o senza,  conforme  si  è spiegato 
distintamente  nel  precedente  corollario,  ove  B,  e D facevano  figura  di 
conseguenti,  e A,  e C d’antecedenti. 


Teorema  IV.  — Sieno  le  tre  proporzioni  di  P a Q,  di  R ad  S,  e 
e di  T ad  V tali,  che  la  prima  proporzione  sia  maggiore  della  seconda, 
e la  seconda  eguale  alla  terza;  io  dico,  che  la  prima  proporzione  sarà 
maggiore  ancora  della  terza. 

Dimostrazione.  — Tutte  le  egualmente  moltiplici  degli  antecedenti 
P,  R,  T sieno  rappresentate  respettivamente  da  nP,  nR,  nT,  e tutte 
le  egualmente  moltiplici  de’  conseguenti  Q,  S,  V sieno  espresse  da 
mQ,  mS,  mV. 

Ciò  posto  riflettasi,  che  essendosi  supposta  la  proporzione  di  P a Q 
maggiore  di  quella  di  R ad  S,  si  darà  almeno  un  caso,  che  nP  sarà 
maggiore  di  mQ,  ma  nR  non  sarà  maggiore  di  nS,  e ciò  per  la  defini- 
zione VII  del  V.  Ma  supponendosi  in  oltre  la  proporzione  di  R ad  S 
eguale  a quella  di  T ad  F,  ogni  volta  che  nR  non  sarà  maggiore  di 
mS,  nè  anche  nT  sarà  maggiore  di  mV  per  la  definizione  V del  V. 
Adunque  si  darà  almeno  un  caso,  ohe  nP  sarà  maggiore  di  mQ,  mentre 
nT  non  sarà  maggiore  di  mV,  e conseguentemente  per  la  definizione  VII 
del  V la  proporzione  di  P a Q è maggiore  di  quella  di  T ad  V.  Q.  E.  D. 

Teorema  V.  — Abbia  la  A alla  B maggior  proporzione  della  G 
alla  D ; io  dico  darsi  due  aliquote  simili  b,  e d de’  conseguenti  respet- 
tivi B,  D tali,  che  il  primo  antecedente  A contiene  la  b almeno  una 
volta  di  più,  che  il  secondo  antecedente  C non  contiene  la  d. 

Dimostrazione.  — Si  concepisca  la  grandezza  H,  che  sia  alla  D, 
come  la  A alla  B;  adunque  essendosi  supposta  la  proporzione  di  A a B 
maggiore  di  quella  di  C a fi,  sarà  per  la  XIII  del  V la  proporzione  di 
H a D maggiore  di  quella  di  fi  a fi,  e per  la  X del  V la  H sarà  mag- 
giore della  G.  Sia  Q la  differenza,  tra  la  H,  e la  fi,  e la  fi  sarà  eguale 
alla  somma  di  G,  e di  Q. 

Dividasi  ora  il  secondo  conseguente  D in  due  parti  eguali,  e cia- 
scuna metà  di  essa  in  due  parti  eguali,  e così  successivamente  finohè 
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si  giunga  a un’aliquota  d di  D tale,  che  non  sia  maggiore  di  Q (il  che 
è sempre  possibile  pel  lemma,  e suo  corollario)  e poi  dividasi  simil- 
mente il  primo  conseguente  B,  finché  si  abbia  l’aliquota  b di  B simile 
all’aliquota  d di  D. 

Ciò  fatto  si  consideri,  che  essendo  per  l’ipotesi  la  A alla  B,  come 
la  H alla  D,  ed  essendo  per  la  costruzione  B tanto  moltiplice  di  b, 
quanto  D di  d,  ne  segue  pel  primo  corollario  del  terzo  teorema,  che 
la  A contiene  tante  volte  la  b,  quante  volte  la  H contiene  la  d.  Ma 
per  la  costruzione  la  d non  è maggiore  di  Q,  e la  H è uguale  alla 
somma  di  C,  e di  Q.  Adunque  la  H contiene  la  d almeno  una  volta 
più,  che  la  C non  contiene  la  medesima  d.  Adunque  anche  la  A con- 
tiene la  b almeno  una  volta  di  più,  che  la  C non  contiene  la  d.  Q.  E.  1). 


Teorema  VI.  — Sieno  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D tali,  che 
la  proporzione  di  A a B non  sia  maggiore  della  proporzione  di  G a D, 
e la  proporzione  di  C a D non  sia  maggiore  della  proporzione  di  A a B: 
Io  dico,  che  la  proporzione  di  A a, B è uguale  alla  proporzione  di  G al). 

Dimostrazione.  — Concepiscasi,  che  la  H stia  alla  D,  come  la  A 
alla  B;  io  mostrerò  in  primo  luogo,  che  la  H è uguale  alla  G nella 
seguente  maniera. 

Sia  primieramente  (se  è possibile)  la  H maggiore  di  G.  Abbiamo 
supposto  essere  la  A alla  B,  come  la  H alla  D.  Ma  per  l’VIII  del  V 
la  proporzione  della  H alla  D è maggiore  della  proporzione  di  G a D; 
adunque  per  la  XIII  del  V la  proporzione  di  A a B è maggiore  della 
proporzione  di  C a fi,  il  che  è contro  l’ ipotesi. 

Sia  secondariamente  (se  ciò  può  essere)  H minore  di  C;  adunque 
per  la  Vili  del  V la  proporzione  di  fi  a fi  è maggiore  della  propor- 
zione di  H a D,  ma  si  è supposto,  essere  la  H alla  D come  la  A 
alla  B ; adunque  pel  quarto  teorema  la  proporzione  di  fi  a fi  è mag- 
giore di  quella  di  A a B,  il  ohe  distrugge  nuovamente  l’ ipotesi,  e 
quindi  H non  è minore  di  C,  e per  conseguenza  la  medesima  H non 
essendo  maggiore,  nè  minore  di  C,  è usuale  a G. 

Ora  per  la  supposizione  la  A sta  alla  B come  la  H alla  D,  e per 
la  VII  del  V la  fi  eguale  alla  H sta  alla  D come  la  medesima  H alla  D. 
Adunque  per  la  XI  del  V la  proporzione  di  A a B è uguale  alla  pro- 
porzione di  C a fi.  Q,  E.  D. 
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Teorema  VII.  — Sieno  le  quattro  grandezze  A,  B,  G,  D,  e le  altre 
due  b,  d,  che  rappresentino  tutte  le  aliquote  cimili  respettivamente  della 
seconda  B , e della  quarta  D;  posto,  che  la  prima  A contenga  tante 
volte  la  b con  un  resto  minore  di  6,  quante  volte  la  terza  G contiene 
la  d con  un  resto  minore  di  d,  e che  ciò  sempre  succeda:  Io  dico,  che 
la  proporzione  di  A a B è uguale  alla  proporzione  di  G a D. 

Dimostrazione.  — Primieramente  la  proporzione  di  A a B non  è 
maggiore  della  proporzione  di  C a I);  perchè  se  lo  fosse,  si  darebbe  pel 
quinto  teorema  una  6 aliquota  di  B simile  alla  d alìquota  di  D,  e tale, 
che  la  A conterrebbe  la  medesima  b almeno  una  volta  di  più,  che  la  G 
non  contiene  la  d;  il  che  sarebbe  contro  l’ipotesi. 

Secondariamente  la  proporzione  di  G a D non  è maggiore  della 
proporzione  di  A a B;  perchè  se  lo  fosse  si  darebbe  pel  quinto  teorema 
una  d aliquota  di  D simile  alla  b aliquota  di  B,  e tale,  che  la  G con- 
terrebbe la  d almeno  una  volta  di  più,  che  la  A non  contiene  la  b,  il 
che  è parimente  contro  l’ ipotesi.  Adunque  pel  teorema  VI  la  propor- 
zione di  A a B è uguale  alla  proporzione  di  C a D.  Q.  E.  D. 

Corollario.  — Poste  le  quattro  grandezze  B,  A,  D,  G,  e le  altre 
due  b,  d rappresentanti  tutte  le  aliquote  simili  respettivamente  della 
prima  B,  e della  terza  D;  se  la  seconda  A conterrà  tante  volte  la  b 
con  un  resto  minore  di  6,  quante  volte  la  quarta  C contiene  la  d con 
resto  minore  di  d,  la  proporzione  di  B ad  A sarà  eguale  alla  propor- 
zione di  D a G;  poiché  mutando  la  disposizione  delle  prime  quattro 
grandezze,  e ordinandole  così:  A,  B,.G,  D,  l’ipotesi,  e il  presente  teo- 
rema fanno  conoscere,  che  la  A sta  alla  B,  come  la  G alla  D;  adunque 
pel  corollario  della  IV  del  V si  avrà  convertendo  la  proporzione  di  B 
ad  A eguale  alla  proporzione  di  D a G. 


Teorema  Vili.  — Sieno  le  quattro  grandezze  A,  B,  G,  D,  e le 
altre  due  b,  d,  che  esprimano  tutte  le  aliquote  simili  respettivamente 
della  seconda  B,  e della  quarta  D;  se  la  prima  A contiene  una  b mag- 
gior numero  di  volte,  che  la  terza  G non  contiene  una  d;  io  dico,  che 
la  proporzione  di  A a B è maggiore  della  proporzione  di  G a D. 

Avvertimento.  — Questa  proposizione,  e la  sua  dimostrazione  sus- 
sistono, ancorché  la  A contenga  la  b un  certo  numero  di  volte,  e di 
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più  un  resto  minore  di  b,  e la  C contenga  la  d un  numero  di  volte,  e 
di  più  un  resto  minore  di  d,  e ancorché  la  A contenga  il  resto  di  più, 
e la  G non  lo  contenga,  ovvero  la  C contenga  il  resto,  e non  lo  con- 
tenga la  A. 

Dimostrazione.  — Concepiscasi  la  grandezza  H,  che  stia  alla  D 
come -la  A alla  B,  adunque  pel  primo  corollario  del  terzo  teorema  la  H 
contiene  tante  volte  la  d,  quante  volte  la  A contiene  la  b;  ma  per 
l’ipotesi  la  A contiene  la  b maggior  numero  di  volte,  ohe  la  C non  con- 
tiene la  d;  adunque  la  H contiene  anch’essa  più  volte  la  d,  che  la  G 
non  contiene  la  medesima  d,  e per  conseguenza  H è maggiore  di  G,  e 
quindi  per  la  Vili  del  V à maggior  proporzione  la  H alla  D,  che  la  C 
alla  stessa  D.  Adunque  per  la  XIII  del  V la  proporzione  di  A a B è 
maggiore  della  proporzione  di  G a D.  Q.  E.  D. 


IV. 


APPENDICE  SECONDA. 

A voluto  l’autore  nel  presente  trattato  mostrar  l’uso  del  suo  nuovo 
algoritmo  in  ordine  alla  resoluzione  analitica  dell’ equazioni  del  secondo 
terzo,  e quarto  grado;  ed  à giudicato  a proposito  di  prevalersi  a tale  og- 
getto de’  metodi  usitati.  Ma  perchè  egli  à date  fuori  altre  maniere  di 
risolvere  l’ equazioni  medesime,  le  quali  sono  di  sua  propria  invenzione, 
si  pensa,  che  non  sarà  discaro  al  lettore  di  vederle  inserite  in  questo 
libro.  Si  danno  esse  pertanto  come  appunto  l’Autore  stesso  le  à pub- 
blicate, cioè  stese  a tenore  dell’algoritmo  comune,  da  cui  sono  rese  più 
intelligibili  a quelli,  che  non  sono  abbastanza  versati  nelle  regole,  e 
nella  pratica  del  nuovo. 


Due  nuove  maniere  di  risolvere  algebraicamente  l’equazioni  quadratiche. 


Prima  maniera.  — Sia  l’infrascritta  (*)  equazione  (1)  nella  quali 
tanto  a,  quanto  62  significano  qualsivoglia  quantità  positiva,  o negativa 
col  suo  segno. 

(1)  x2  + b 2 = ax. 

2 b 

Si  moltiplichi  l’equazione  (1)  per  questa  frazione 
26  2bx 


i , ovvero  quadrando,  e poi  trasponendo 


/ 2 , J.2V  e 91  aVTa 

a (a:2  + 62) 

4 62  4 62  x 2 

__  __  — 


a x2+b2’  — ’ a2  (x2  + b2)2’ 

indi  aggiungendo  l’unità  a ciascun  membro  di  quest’ ultima  equazione 

4 6^  ~~  •*  2 5^ 

si  troverà  dopo  fatte  le  debite  operazioni  1 j-  = 4 ^ ^ , 

Ct  X — J“  2 O X "f* 

ed  estraendo  la  radice  quadrata 

(2)  ±\ 

donde  si  deduce: 


(3) 


4 62  _ x2—b2 

a2 

x2  + b2’ 

_4  62 

■hV 

a2 

_6® 


(*)  Opuscoli  Calogerà,  tomo  XII,  pag.  493. 
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e per  conseguenza  la  radice  vera  dell’ equazione  (1)  si  trova  essere 


(4) 


x = 


1 + 


b 


Scolio.  I.  — I.  Per  conoscere  se  nel  segno  ambiguo  debba  pren- 
dersi il  superiore,  o l’inferiore,  aggiungasi  l’unità  a ciascun  membro 
dell’equazione  (2),  e ne  risulterà: 


(«) 


1 ± 


2 x 

a?  + b2 


Ora  si  consideri,  che  quando  fi2,  ed  a esprimono  quantità  positive, 
il  secondo  membro  dell’equazione  (5)  è positivo,  e il  primo  membro 
dell’istessa  equazione  (5)  è sempre  positivo  anch’esso,  benché  prendasi 
nel  segno  dubbioso  il  superiore,  o l’ inferiore;  adunque  in  questo  caso 
l’uno,  o l’altro  di  questi  segni  dee  valere,  e l’equazione  (4)  rappresenta 
le  due  radici  vere  dell’equazione  (1),  dove  la  x si  suppone  positiva. 

II.  Ma  se  b2  denota  una  quantità  negativa,  ed  a una  quantità  po- 
sitiva, allora  il  secondo  membro  dell’ equazione  (5)  è positivo  (conforme 
dimostra  l’equazione  (1),  dove  la  x si  prende  per  positiva),  e conse- 
guentemente anche  il  primo  membro  della  stessa  equazione  (5)  deve 
essere  positivo,  ma  egli  non  può  esser  tale  se  non  quando  nel  segno  am- 
biguo si  prende  il  superiore;  adunque  dee  prendersi  questo  segno  supe- 
riore, affinchè  l’equazione  (4)  esprima  la  radice  vera  dell’equazione  (l). 

I II.  Similmente  se  tanto  b2,  quanto  a significano  quantità  nagative, 
il  secondo  membro  dell’equazione  (5)  è negativo,  come  appare  dall’equa- 
zione (1),  dove  la  x si  suppone  positiva,  e però  negativo  deve  esser 
anche  il  primo  membro  della  suddetta  equazione  (5);  adunque  nel  segno 
dubbioso  dee  prendersi  l’inferiore,  e non  il  superiore,  e in  questo  modo 
l’equazione  (4)  denoterà  il  vero  valore  di  x. 


Scolio  II.  — Se  poi  nel  caso  accennato  nel  secondo  punto  del  pre- 
cedente scolio  la  x si  suppone  negativa,  egli  è chiaro  per  una  ragione 
simile  a quella  ivi  accennata,  che  prendendo  nel  segno  ambiguo  dell’e- 
quazione (3)  il  segno  inferiore,  si  avrà  la  radice  falsa  dell’equazione  (1) 
purché  si  pigli  negativamente  la  radice  del  secondo  membro  della  me- 
desima equazione  (3). 

E se  nel  caso  notato  nel  terzo  punto  del  precedente  scolio  la  x si 
suppone  negativa,  egli  è parimente  manifesto  per  una  ragione  simigliante 
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a quella  ivi  espressa,  che  assumendo  nel  segno  dubbioso  dell’equazione  (3) 
il  segno  superiore,  si  avrà  la  radice  falsa  dell’equazione  (1)  purché  pren- 
dasi negativamente  la  radice  del  secondo  membro  dell’equazione  istessa  (3). 

Ma  se  62  significa  una  quantità  positiva,  ed  a una  quantità  nega- 
tiva. allora  egli  è visibile,  che  la  x dee  concepirsi  negativa,  acciò  non 
sia  negativo  il  valore  di  x2  nell’equazione  (1),  e però  assumendo  ne- 
gativamente la  radice  del  secondo  membro  dell’equazione  (3)  si  avranno 
le  due  radici  negative  dell’equazione  (1),  poiché  nel  segno  ambiguo 
potrà  valere  il  segno  superiore,  ed  anche  l’inferiore. 

Corollario  T.  — Ponendo  nell’equazione  (1)  il  valore  di  x2  espresso 
nell’equazione  (3),  e operando  nel  debito  modo  si  scopre  quest’ altra 
equazione: 


Corollario  II. 
ritrovasi  : 

(7) 

cioè  : 


— E dividendo  l’equazione  (3)  per  l’equazione 


(6> 


e questa  è la  forinola  volgare. 


Seconda  maniera.  — Sia  l’equazione  (1)  come  sopra,  aggiungasi 
a ciascun  membro  di  essa  2 bx  per  avere  quest’altra: 

x2+  2 b x + b2  = a x + 26  x, 

la  quale  divisa  per  (x2  + 2 b x + b2)  (a  + 2 b)  somministra 

1 x 

o + 2 b a;2  + 2 6 a;  + 6Z 

ovvero  moltiplicando  l’uno,  e l’altro  membro  per  — 4 6,  si  ha 

4 6 4 6 a; 

4 + 26”  a;2  + 2 6 a;  + 62  ’ 
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e aggiungendo  all’uno,  e l’altro  membro  di  quest’ ultima  equazione  l’unità, 

2 J 2 ò x — 

e operando  a dovere,  si  ottiene  — r = — = — = — ed  estraendo  . 

y o + 26  x2  + 2 bx  + bz 

la  radice  quadrata:  + \/a__2_b  _* — b e jn  gne  sviluppando  il  va- 

~ \/a  + 2b  x + b ™ 

lore  di  x,  e poi  moltiplicando  per  maggior  eleganza  il  numeratore,  e il 
denominatore  di  esso  valore  per  \/a  + 2 6,  si  scopre  : 

(8)  x = 6 (y/o  + 26  + \/a  — 2 6)  : (\/a  + 2 6 + \/o  — 2 6). 

* 

Scolio  III.  — Avvertasi  che  se  62  rappresenta  la  quantità  rs-/  P (il 
segno  ~ denota  più,  ovvero  meno  ad  arbitrio)  allora  6 = + ^/~  p. 

Corollario  I.  — Se  62  esprime  una  quantità  negativa,  si  sa,  che 
l’equazione  (1)  non  ha  radici  immaginarie,  e pure  è notabile,  che  in 
questo  medesimo  caso  (per  quanto  si  è accennato  nel  terzo  scolio  pre- 
cedente) il  secondo  membro  dell’equazione  (8)  contiene  quantità  imma- 
ginarie. 

Corollario  TI.  — Quadrando  l’equazione  (8)  ne  nascerà  quest’ altra: 
^9)  x2  — (2  a 62  + 2 62  \/«2  — 4 62)  diviso  per  (2  a + 2 \/o2  — 4 62), 

la  quale  restituisce  l’equazione  (3),  purché  dividasi  per  2 a il  numera- 
tore, e il  denominatore  della  stessa  equazione  (9). 

Corollario  III.  — Se  il  numeratore,  e il  denominatore  del  secondo 
membro  dell’equazione  (8)  si  moltiplicheranno  per  questa  espressione 
( \/a  +26+  \/a  — 26),  e si  faranno  le  debite  operazioni,  la  stessa  equa- 
zione (8)  diverrà  l’equazione  (6),  notata  nel  primo  corollario  della  prima 
maniera. 

Corollario  IV.  — E se  il  numeratore,  e il  denominatore  del  se- 
condo membro  della  medesima  equazione  (8)  saranno  moltiplicati  per 
quest’ altra  espressione  : (\/a  + 26+  \/a  — 26)  dalla  suddetta  equazione  (8) 
nascerà  l’equazione  (7)  trovata  nel  secondo  corollario  della  prima  ma- 
niera, e conseguentemente  anche  dall’equazione  (8),  cioè  dalla  seconda 
maniera,  viene  la  formola  volgare. 


V. 


NUOVO  METODO 

PER  RISOLVERE  ALGEBRAICAMENTE  L’ EQUAZIONI  DEL  QUARTO  GRADO,  APPLICABILE 
ANCHE  ALLA  RESOLUZIONE  DELL’ EQUAZIONI  DEL  SECONDO  GRADO. 

Preparazione.  — Sia  l’infrascritta  (*)  equazione  (1),  ohe  rappre- 
senta qualunque  equazione  del  quarto  grado,  poiché  le  lettere  m,  n,  p> 
q,  r dinotano  qualsivoglia  quantità  col  suo  segno,  e possono  significare 
anche  zero,  e sia  l’altra  equazione  (2),  ove  le  lettere  z,  y,  u esprimono 
quantità  indeterminate. 

(1)  mx* + nx3  + px2  + qx +r  = 0; 

(2)  ( zx 2 + yx  + u)2  — z2x 4 + 2 zyx3  + y2x2  + 2yux  + u2  + 2 zux2; 

Indi  al  secondo  membro  dell’equazione  (2)  aggiungasi  il  primo  membro 
dell’equazione  (1)  moltiplicata  per  t (quantità  parimente  indeterminata), 
e ne  risulterà  la  seguente: 

(3)  (zx2 + yx+ u)2  = z2x*  + 2zyx3 + y2a? + 2yux + u2 

+ rafcc4  + ntx3  + 2 zux2  + qtx  + rt 
+ ptx2. 

Avvertimento.  — Nel  progresso  di  questo  scritto  si  assumerà  la 
lettera  l per  rappresentare  l’unità  positiva,  ovvero  negativa  ad  arbitrio, 
ma  nell’atto  di  calcolare  si  lascerà  di  scrivere  il  quadrato  di  l,  poiché 
in  luogo  di  l2  s’intenderà  sempre  sostituita  l’unità  positiva,  che  gli  equi- 
vale, e quelle  quantità,  che  si  troveranno  divise  per  l,  si  scriveranno 
piuttosto  moltiplicate  per  l,  il  che  renderà  più  semplici  l’ espressioni 
senza  mutarne  il  valore. 

Prima  maniera.  — Si  suppongano  eguali  a zero  il  secondo,  e quarto 
termine  del  secondo  membro  dell’equazione  (3),  ove  in  luogo  di  t scri- 


(*)  Opuscoli  Calogerà,  tomo  XIII,  pag.  107. 
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vasi  ly,  e da  tali  supposizioni  si  dedurrà  z = — ed  u = — sur- 

4 Zi 

rogando  poi  questi  valori  di  t,  z,  u nell’equazione  (3)  essa  prenderà 
questa  sembianza  : 


lux 2 

2 **■  yx  2 


n ‘ 


+ Imy 


x*  + 


y2+~+lpy 


x2  + 2^+lry. 


Estraggasi  la  radice  del  primo  membro  di  quest’ultima  equazione, 
e si  tiri  per  approssimazione  la  radice  del  secondo,  e si  avrà: 


(4) 


Inx 2 
~~2~ 


+ Imy  Hh 


y2  + ~2~  + lpy 

2 y/ ^ + Imy. 


Ma  egli  è chiaro,  che  acciò  il  secondo  membro  dell’ultima  equa- 
zione sia  la  radice  esatta  del  secondo  membro  della  penultima,  dee  va- 
lere quest’ altra  equazione: 


y2  + + lpy 

2 y Imy 

la  quale,  maneggiata  nel  debito  modo,  farà  conoscere  la  seguente: 


(6)  y3  + 2 lpy2  + nqy  + Inpq  = 0 

+ p*y  — ^2r 
— 4mn/  — Imq 2, 

donde  si  deduce  il  valore  di  y,  che  sostituito  nell’equazione  (4)  sommi- 
nistra in  virtù  del  segno  + due  equazioni  del  secondo  grado,  tali,  che 
la  resoluzione  di  esse  dà  le  quattro  radici  dell’equazione  (1).  Il  che 
dovea  ritrovarsi. 

Seconda  maniera.  — Nell’equazione  (3)  pongasi  — 4r  in  vece  di  t, 
e si  uguaglino  a zero  il  quarto,  e quinto  termine  del  secondo  membro 
dell’equazione  suddetta,  con  supporre  u2—  4 r2,  e 2yu  — £ qr,  cioè  u = 2lr, 
ed  y = Iq,  cosicché  l’equazione  (3)  si  cangi  in  questa: 

( zx 2 + Iqx  -)-  2 lr)2=  (z2 — 4mr)z4  + (2 Iqz  — 4wr)a:3  + q2x 2 + àlrzx2  — 4 prx2, 
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da  ciascun  membro  della  quale  si  tiri  la  radice  con  modo  non  dissimile 
a quello,  che  si  è di  sopra  tenuto,  e ne  verrà- 


(8) 

purché  si  supponga: 


zx 2 + Iqx  + 2 Ir  = + x2\/z2  — 4mr  + ^nr)oc 
~v  ~\/z2 


4 mr 


v/ 


4mr 


e quest’ ultima  equazione  trattata  nella  dovuta  maniera,  e ordinata  pro- 
duce l’ infrascritta: 


(7) 


z3  — Ipz 2 + nqz  + 4 Impr  = 0 
— 4 mrz  — ln2r 
— Imq 2, 


la  quale  in  se  contiene  il  valore  di  z proprio  a far  sì,  che  l’equazione  (6) 
rappresenti,  per  cagione  del  doppio  segno,  due  equazioni  quadratiche, 
la  resoluzione  delle  quali  mostra  le  quattro  radici  dell’equazione  (1).  Il 
che  dovea  ritrovarsi. 


Terza  maniera.  — Nell’equazione  (3)  facciasi  t = —m,  e si  annul- 
lino il  primo,  e il  secondo  membro  di  essa. 

Si  à per  tanto  z = 2 Im,  y = In , e la  medesima  equazione  (3)  diviene: 

(2  Imx2  + Inx  + u)2=  (n2  + 4lmu  — 4mp)x2  + {2lnu  — 4mq)x--ui4mr, 

di  modo  che  estraendo  (conforme  nelle  due  precedenti  maniere  si  è fatto) 
la  radice  da  ambedue  i membri  di  questa  equazione,  si  à non  solamente: 

(Inu  — 2 mq) 

J 

n2  + 4 Imu  — mp 

ma  eziandio 

Inu  — 2 mq  

---y-  - ---=  yr-Wi 

y n2  + 4 Imu  — mp 

e quest’ ultima  equazione  trattata  a dovere  somministra: 

u3  — Ipu2  + nqu  + 4 Impr  = 0 
— 4 mru — ln2r 
— Img 2 


(8)  Imx2  + Inx  + u = +x  \/ n2  + 4lmu—  4mp  + 


V/ 


(9) 
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e quindi  surrogando  nell’equazione  (8)  il  valore  di  u tratto  da  questa 
equazione,  ne  nascono  in  vigore  del  segno  + due  equazioni  del  secondo 
grado,  che  risolute  espongono  le  quattro  radici  dell’equazione  (1).  Il 
che  dovea  ritrovarsi. 

Corollario.  Quarta  maniera.  — Nello  due  equazioni  precedenti  (8), 
e (9)  si  surroghi  g + Ip  in  luogo  di  u,  e ne  risulteranno  le  due,  che 
seguono  respetti vam ente: 

(10)  2 Imx 2 + Inx  + g = ± x \/n2  + 4 Img  + ^ nP,  2 wg) 

+ lp  yn2  + àlmg 

g3  + 2 Ipg2  + nqg  + Inpq  = 0 
+ p2g  — ln2r 
— 4 mrg  — Imq2, 

e servono  egualmente,  che  l’ equazioni  (8),  e (9)  a ritrovare  le  quattro 
radici  dell’equazione  (1).  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Scolio.  — La  forinola  (9)  è la  stessa,  che  la  formola  (7),  ma  la 
equazione  (8),  che  corrisponde  alla  formola  (9)  è diversa  dall’equa- 
zione (6),  che  à rapporto  alla  formola  (7).  Similmente  la  formola  (11) 
non  differisce  dalla  formola  (5),  ma  l’equazione  (10)  relativa  alla  for- 
mola (11)  è differente  dall’equazione  (4)  che  à relazione  alla  formola  (5). 

Applicazione  di  questo  metodo  alla  resoluzione  dell’ equazioni 
del  secondo  grado. 

Preparazione,  — Sia  l’equazione  (12),  che  segue,  nella  quale  m, 
n,  p esprimono  come  sopra  qualsivoglia  quantità  col  suo  segno: 

(12)  mx2  + nx  + p = 0 . 

Nell’equazione  (2)  si  eguagli  a zero  la  lettera  z,  e si  otterrà: 

(yx  + u)2  = y“X“  + 2 yux  + u~. 

Da  quest’ ultima  equazione  sottraggasi  l’equazione  (12)  moltiplicata 
per  la  quantità  indeterminata  t,  ed  avremo: 

{yx  + u)2  = y2x2  + 2yux  + u1 
— mtx 2 — ntx  — pt. 


(13) 
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Ciò  posto  facciasi  t = p,  e si  annullino  il  secondo,  e il  terzo  ter- 
mine del  secondo  membro  dell’equazione  (13)  al  qual  effetto  pongasi 

In 

u2  = p2,  2yu  = np,  mentre  si  troverà  u =lp,  y — —,  e l’equazione  (13) 
diverrà 


nx 

2 

n2 

_Y  + P 

- mp 

*2, 


e tirando  la  radice  dall’uno,  e l’altro  membro 


ovvero 

(14) 


nx 

X = 


^ \ A2 

p = — — mp, 


P 


n 

2 


V! 


mp. 


Il  che  dovea  ritrovarsi. 


Seconda  maniera.  — Suppongasi  nell’equazione  (13)  t — m,  e si 
annientino  il  primo  e il  secondo  termine  del  secondo  membro  della  stessa 
equazione,  cioè  prendasi  yz  — m 2,  ovvero  y = Im,  e 2 yu  = nm,  donde 

In  „ . . v f ni2  ri* 

viene  u = 2 -,  e 1 equazione  medesima  si  cangia  cosi:  mx  + — = — — mp, 


n 


e pigliando  la  radice  dei  due  membri  mx  + — = + 

Zà 


oppure 


(15) 


x = — 


2 m m 


Il  che  dovea  ritrovarsi. 


Scolio.  — Se  nel  segno  doppio  d’ ambedue  le  forinole  (14),  e (15) 
vaierà  egualmente  il  negativo,  o positivo,  allora  il  valore  di  x nella 
prima  di  dette  formole  sarà  equivalente  al  valore  di  x nella  seconda. 


VI. 

NUOVA  MANIERA 

DI  RISOLVERE  L’ EQUAZIONI  CUBICHE  DEDOTTA  DAL  NUOVO  METODO 
DI  RISOLVERE  L’ EQUAZIONI  DEL  QUARTO  GRADO. 


L’equazione  (1)  (*),  ove  n,  p,  e q rappresentano  qualsivoglia  quan- 
tità col  suo  segno,  riducasi  ad  un’equazione  del  quarto  grado  moltipli- 
candola per  x + y = 0,  cosicché  — y sia  una  radice  dell’equazione  (2),  le 
tre  altre  radici  della  quale  sono  le  medesime,  che  le  tre  radici  della 
equazione  (1). 


(1) 

x3  + nx-  + px  + q = 0, 

(2) 

x 4 + nx3  + px 2 + qx  + qy  = 0 

+ yx?  + nyx2  + pyx. 


Concepiscasi  quest’ altra  equazione  identica,  e si  noti,  ohe  le  lettere  y, 
ed  u esprimono  quantità  indeterminate: 


x*  + 


y + n 


X + , 


u 


h 


x*  + (y  + n)x3  + 


y + ri 


X z + 


y + ri 


ux  + 


+ ux* 


Sottraendo  da  quest’equazione  l’equazione  (2)  avremo 


\xi  + 


y + ri 


x + 


«V  fy  — ri 

2/  L 4 . 


xr  + 


y + ri 


ux  + 


+ ux 2 — qx 


u“ 

4 

yy 


— px/  — pyx-, 

e tirando  da  ambo  le  parti  la  radice  quadrata,  troveremo 

~y  + n 


x 2 + 


?]®+|-±*\/[: 


y — n 

4 


+ U—p±i 


(*)  Opuscoli  Calogeri,  tomo  XIV,  pag.  227. 
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purché  si  supponga: 

(3) 


y + n 
2 


u—q  — py 


V 


y + n 

4 


+ u — p 


-Vt 


qy, 


il  che  può  sempre  farsi  a cagione  delle  indeterminate  u ed  y; 

Ma  la  penultima  equazione  trasposta  somministra  quest’ altra: 


(4)  z2  + 


y + ri 


— \ / r y — n~\ 2 u V / u2  „ 

x+xy  [_  4^ J +“-p  + 2+\/ j~yy  = 0’ 


la  quale  in  virtù  del  segno  doppio  equivale  a due  equazioni  quadratiche, 
e in  conseguenza  è composta  di  quattro  equazioni  lineari,  che  esprimono 
il  valore  delle  quattro  radici  dell’equazione  (2),  cioè  della  radice  assunta 
— y,  e delle  tre  radici  dell’equazione  (1).  Per  trovare  adunque  una  di 
queste  tre  radici,  la  chiameremo  /,  di  modo  che  avremo  x — / = 0,  e 
moltiplicando  quest’equazione  con  l’altra  x + y = 0 assunta  dal  principio, 
ne  verrà  l’infrascritta: 

x2—fx — fy  — 0 

+ yx> 


la  quale  dee  supporsi  la  medesima,  che  l’equazione  (4),  e paragonarsi 
termine  a termine  con  essa.  Comparando  per  tanto  insieme  i secondi 
termini  di  queste  due  equazioni,  e operando  debitamente,  se  ne  deduce  : 


(6) 


1 y—n 

1 2 


-y—nl2 

4 


+ u — p, 


siccome  paragonando  fra  loro  i terzi  termini  delle  due  medesime  equa- 
zioni, si  à: 


(6) 


/ = - 


Ji+I 

2 y y 


Convien  qui  osservare,  che  quando  nel  segno  doppio  dell’equa- 
zione (4)  si  prende  il  superiore,  allora  in  amendue  l’ equazioni  (5),  e (6) 
dee  valere  il  segno  superiore.  Quando  poi  nel  segno  doppio  della  stessa 
equazione  (4)  si  piglia  l’inferiore,  allora  nelle  equazioni  (5),  e (6)  à da 
regnare  il  segno  inferiore. 
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Ora  per  ottenere  un’espressione  di  / libera  dalla  doppiezza,  ed  am- 
biguità de’  segni,  si  trasponga,  indi  si  quadri  l’equazione  (5),  che  ci  darà: 

(7)  Z2 — (y  — n)f  = u — p. 

Traspongasi  parimente,  e poi  si  quadri  l’equazione  (6),  da  cui  si 
dedurrà: 

(8)  f‘+^--q- 

y y 

Sottraggasi  la  prima  di  queste  due  ultime  equazioni  dalla  seconda, 
e ne  verrà: 

— +(»  — »)/  = p—u  — ~, 

y y 

che  fatte  le  dovute  operazioni  ci  mostra: 


(9) 


(p  — u)y—  g, 
7 (y  — n)x  + u’ 


laonde  per  risolvere  l’equazione  (1)  altro  non  resta,  che  la  determina- 
zione di  y,  e di  u,  che  nei  due  seguenti  modi  si  conseguisce. 


Prima  besoltjzione.  — L’equazione  (3)  ordinata  relativamente  ad 
« produce  quest’ altra: 

u3—  (p  + ny)u2  = + 3qyu  + ( py  — q )2 

— npyu  + ( y—nfqy 

— py2u 

— nqu, 

ove  supponendo  per  maggior  brevità  del  calcolo  g =p  + ny,  e aggiun- 

Q^U 

gendo  all’uno,  e all’altro  membro  si  passa  a questa: 

«j  ZI 

(10)  u — |j  = + 3 qyu+(py  — q)z 

— npyu  + (y  — nfqy 

2 93 

— py2u  — ^ 

— nqu 
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Per  determinare  il  valore  di  y,  si  annienti  il  primo  termine  del  se- 

q% 

oondo  membro  di  quest’equazione,  dopo  aver  riposto  in  luogo  di  il 

O 

suo  valore  in  y,  e ne  verrà: 

(11)  + n2y'2  + 9qy  + p2  = o 

— 3 p y-  — npy  — 3 nq 

equazione,  che  risoluta  farà  trovare  due  valori  di  y proprj  pel  nostro 
intento,  purché  non  riescano  infetti  d’espressione  immaginaria. 

Estraggasi  finalmente  dall’equazione  (10)  la  radice  cubica,  e traspo- 
nendo risulterà: 

(12)  M==|+y/^p2/_9)2+(y__w)25,j/_|^. 

Ponendo  per  tanto  in  quest’equazione,  e nell’ espressione  di  g il  va- 
lore di  y tratto  dall’equazione  (11),  rimarrà  cognita  la  u,  come  pure  si 
conoscerà  la  /,  o sia  x,  se  nell’equazione  (9)  si  sostituiranno  i valori 
di  y,  e di  u.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 


Corollario.  — Se  l’equazione  da  risolversi  è priva  del  secondo 
termine,  cioè,  se  n = 0,  1’equazioni  (11),  e (12)  ben  maneggiate  sommi- 
nistrano i seguenti  valori  di  y,  e di  u: 


= 3*  + 3 \/ 
2 P pV 

V 


pi 

27 


p 

u = T + 


qyà  + pqy  + 


8 p3 

~2f 


+ ql 


La  prima  di  queste  due  equazioni  mostra,  che  nel  caso  di  n — (h 
se  la  p significa  nell’equazione  (1)  una  quantità  negativa  e se  di  più 

Q 2 7)3 

— è minore  di  allora  il  valore  di  y contiene  un’espressione  imma- 
4 27 

ginaria,  e questo  è il  caso,  che  chiamasi  irredutibile. 


Seconda  resoluzione.  — L’equazione  (3)  ordinata  per  rapporto 
ad  y partorisce  quella,  che  segue: 


p — u 

2 , nu 

y = + — 

•tì 

1 

s 

1 

y - 

u 2 

s 

1 

a 

1 

q 

L J 

q 

J 

+ 2py  + nu 

— n2y  — q 

— 3uy. 


— 2 ny2 
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E se  si  fa  per  minor  imbarazzo  del  calcolo  h = 


_pu_2nq_ 


si  aggiunge  all’ una,  e l’altra  parte  dell’ultima  equazione 


1 

h2y 


viene: 

{13) 


Al 

nu 

- ~ 

u2 

1 

J/  + 3 

l 3 

9 

p — u 

y — 

? 

» 

1 

i 

+ 2 py  + nu 
— n2y  — q 

A3 


3 uy 

h2y 

3 


27 


; indi 


27 


> ne 


Eguagliando  a zero  il  primo  termine  del  secondo  membro  di  que- 

h2 

st’equazione  con  rimettervi  in  luogo  di  — il  suo  valore  in  u,  ne  nasce: 

«5 


{14) 


p2u2  — 2 pau  + p4  =0 
-3  nqu2  + 7 npqu  — énp2q 
— 9 q2u  + 6 pq1 
+ n2q2. 


E risolvendo  quest’equazione  si  trovano  due  valori  di  u,  ciascuno 
de’  quali  serve  al  nostro  intento,  purché  non  racchiuda  espressione  im- 
maginaria. 

Estraendo  in  fine  la  radice  cubica  dall’equazione  (13),  e facendola 
dovuta  trasposizione,  si  à: 


(15) 


A3 

u2 

- 

27+"“- 

p — u 

Se  il  valore  di  u dedotto  dall’equazione  (14)  si  porrà  nell’espres- 
sione di  hb,  e in  questa  di  y,  la  medesima  y sarà  conosciuta,  e se  nel- 
l’equazione (9)  si  sostituiranno  i valori  di  u,  e di  y,  sarà  cognita  anche 
la  /,  cioè  la  x.  Il  ohe  dovea  ritrovarsi. 
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Corollario  I.  — Supponendo  n = 0,  si  tira  dall’equazione  (14)  il 
valore  di  u espresso,  come  segue: 

_ 2P3  + 9g2  _l_  #£\  A2  P3 

2pz  ~ p2  y'  4 27 

E ciò  mostra,  che  ancora  in  questa  seconda  resoluzione  è irreduti- 
bile  il  caso  accennato  in  fine  del  corollario  della  prima  resoluzione. 

Corollario  II.  — Facendo  p = 0,  cioè  supponendo,  che  l’equazione 
da  risolversi  sia  mutilata  del  penultimo  termine  (il  che  sempre,  e in 
due  maniere  può  farsi  dagli  Algebristi)  allora  h — — 2 n,  e dall’equa- 
zione (14),  trattata  con  avvedutezza  deriva: 

3?  ,8j\  /I  nF 

U ~ 2ra  — n y 4 + 21  q ' 


Siccome  dall’equazione  (15)  risulta  la  seguente: 

2n  , l'/T  w 

y=  t + v u +nu—^—-^r 


la  penultima  di  queste  due  equazioni  fa  vedere,  che  nella  supposizione 
di  p = 0,  il  caso  irredutibile  avviene,  quando  la  q à differente  segno 


1 21q 

dalla  n,  e di  più  — è minore  di  — -,  cioè  — - - è minore  di  n3.  Lo  stesso 
4 27q  4 


potrà  dedursi  dall’equazione  (11),  che  serve  alla  prima  resoluzione. 


Scolio  I.  — Quando  il  valore  di  /,  che  nasce  dall’equazione  (9)  è 
positivo,  allora  nel  segno  dubbioso  delle  due  equazioni  (5),  e (6)  deve 
assumersi  quello,  da  cui  risulta  un  valore  positivo  di  / nelle  medesime 
due  equazioni. 

E quando  l’equazione  (9)  somministra  un  valore  negativo  di  /,  al- 
lora nel  segno  ambiguo  delle  due  equazioni  (5),  e (6)  dovrà  prendersi 
quello,  da  cui  proviene  un  valore  negativo  di  / nelle  stesse  due  equa- 
zioni. 


Scolio  II.  — L’equazione  (7)  moltiplicata  per  /,  e trasposta  fa 
vedere 

P—yf  + pf  = o 
+ — uf. 


428 


NUOTA  MANIERA  DI  RISOLVERE,  EO. 


L’equazione  (8)  moltiplicata  per  y,  e trasposta  dà 

yf2+uf+q  = 0, 

e aggiungendo  insieme  queste  due  equazioni  si  ottiene  la  seguente: 

f3  + nf2  + pf  + q = 0, 

che  non  differisce  punto  dall’equazione  (1). 

In  oltre  facendo  un’equazione  delle  due  espressioni  di  / tratte  dal- 
l’ equazioni  (5),  e (6), e maneggiandola  a dovere  si  perviene  all’equa- 
zione (3). 

Tutto  ciò  comprova  la  giustezza  del  mio  metodo. 


VII. 


ALTRO  NUOVO  METODO 

PER  LA  RESOLUZIONE  ALGEBRAICA  DELL’ EQUAZIONI  DEL  TERZO  GRADO. 

Sia  l’infrascritta  (*)  equazione  (1),  che  rappresenta  tutte  l’equa- 
zioni  cubiche;  imperciocché  le  lettere  n,  p,  q esprimono  qualsivoglia  quan- 
tità col  suo  segno  (positivo,  o negativo),  ed  anche  zero. 

(1)  x3  + n x2  + p x + q = 0. 

Suppongasi  quest’ altra  equazione  : 

(2)  t2  — xt+b2  = 0 

— et, 


ove  t,  c,  b dinotano  quantità  non  ancora  determinate.  Risolvasi  l’equa- 
zione (2)  colla  seconda  delle  due  nuove  maniere  da  me  trovate  per  la 
resoluzione  dell’ equazioni  quadratiche,  e inserite  in  questo  tomo  pag.  413 
e seguenti,  e si  avrà: 

± t \/  x + c 4-  2 6 + \/  x c ■ — 2 b 
lo)  v — 0 i — . - — < _ — j 

V x + c + 2 b + \/ x + c — 2 b 

e cubando  quest’ ultima  equazione,  ne  verrà  dopo  fatte  le  debite  ope- 
razioni : 

(4)  V = 7i3  [fo  + c~ b)  \/ x + c + 2b  + (x  + c+b)\/ x + c — 2 6] _ 

[(»  + c — b)  \/ x + c + 26  + (a:  + c + b)\/ x + c — 2 6] 

Facciansi  ora  per  minor  imbarazzo  del  oalcolo  queste  due  equazioni: 

O = (x  + c — b)\/  x + c + 2 6, 

F = {x  + c + b)  \/  x + c — 2 6, 


(5) 

(6) 


(*)  Opuscoli  Calogeri,  tomo  XV,  pag.  507. 
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e operando  a dovere,  si  vedrà  essere: 

~~  x3  + 3 c x1  + 3 c2  x + c3 

(7)  G = — 3 b2  x — 3 ò2  e 

+ 2b3 

~ x3  + 3 c x2  + 3 c2  x + c3 

(8)  F = — 3b2x  — 3b2c 

— 2 b3 

Indi  prendendo  la  radice  cubica  dell’equazione  (4),  e ponendo  in 
essa  radice  G,  ed  F in  cambio  de’  loro  valori,  ne  risulterà  : 

VO  + F 

Assumendo  poscia  in  vece  di  x3  il  suo  valore  — n x2  — p x — q tratto 
dall’equazione  (1),  e sostituendolo  nell’ equazioni  (7),  e (8),  si  ottengono 
queste  altre  due: 

+ 3ca;2+  3 c2  x + e3 

— nx2—  3 bzx—  3 b2c 
— p x +2  62 

— q 

+ 3ca;2  + 3c2x  + c3 

— n x2  — 3b2x  — 3b2c 
— px  — 263 

— 9- 

Si  concepiscano  eguali  a zero  quei  termini  delle  due  ultime  equa- 
zioni, ove  trovasi  x 2,  e poi  gli  altri,  che  sono  moltiplicati  per  x,  e queste 
supposizioni  somministreranno  l’ equazioni  seguenti: 

(12)  c = | , 3 62  = 3 c2  — p, 

tl 

cioè  ponendo  — in  luogo  di  c,  e dividendo  per  3 

O 
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(13) 

donde  nasce  : 

(14) 


w = n-~v-, 

9 3 ’ 


& = ~|\/«2  — 3p. 


Il  segno  ~ esprime  più,  o meno  ad  arbitrio,  e questi  valori  di  c, 
di  b2,  e di  b surrogati  nell’equazioni  (10),  e (11)  finalmente  daranno: 


(15) 

(16) 


0 = 


F = 


(np 

A 3 

1 

Ì3|» 

1 05 

1 

«5 

l 2 

1 + 27  ’ " 

~ (n2  — 

3 *>!' 

( np 

1 

to 

$ 

1 05 

! 

5 

~ (n2  — 

3P)|' 

Lv  3 

27  * , 

! 27’ 

La  virgola  è nota  di  moltiplicazione  in  queste  due  equazioni,  nelle 
quali  essendo  cogniti  i valori  di  0,  e di  F,  anche  il  valore  di  t espresso 
nell’equazione  (9)  diventa  cognito. 

Ma  dall’equazione  (2)  nasce  quest’ altra: 


(17) 


b2 

x+c=t+ — 


adunque  ponendo  in  questa  l’espressione  suddetta  di  t,  e in  luogo  di  c 


il  suo  valore  si  scuopre  l’equazione,  che  segue: 

O 


(18) 


3 3 

n b\/~G±F  , b\Z~G^F 
x + 3 - “i  + ~8  ; 


\/G  + F \/Q±F 
ove  s’intende  per  b il  suo  valore  espresso  nell’equazione  (14). 


Corollario  I.  — Riducendo  ad  un  solo  denominatore  il  secondo 
membro  dell’equazione  (18),  si  à: 


* + ” = [V{G±FY+V(.G  + Ff\x 


\/G2-F 2 


(19) 
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Ora  riflettasi,  che  in  virtù  dell’ equazioni  (15),  e (16)  ritrovasi: 

02~F2  = èj’  ~(«2-3?)|, 

e questo  valore  di  0 2 — F2  in  virtù  dell’  equazione  (14)  è uguale  a 4 f/, 
b 1 

adunque  3 — 3 e conseguentemente  l’equazione  (19)  prende 

\/G--  F-  V/4 

questa  sembianza: 

(20,  »,VTO*+VTO 

3 {/l  V* 

Corollario  II.  — Se  si  moltiplica  l’equazione  (18)  per  quest’ altra 

! = VI±l 

\/G±F 


ella  diviene: 


.,v  w'-  E, 


\/Q*~F‘  V((t±F ? 

3 

e surrogando  in  quest’ ultima  equazione  in  cambio  di  y/  G2 — F2  il  suo 

3 _ 

valore  b y 4 trovato  nel  precedente  corollario,  si  ottiene  la  seguente  : 


x + nJViG^Ff  + lì_Jn 


(2i) 

V/4  y/  (G±F)2 

dove  in  luogo  di  b 2 dee  concepirsi  il  suo  valore  notato  nell’equazione  (13). 


Corollario  III.  — Si  moltiplichi  l’equazione  (3)  per  questa: 

1 __  V/*  + c+26±V/*+c-2ò 
V/ x + c + 26  + y/ x + c — 2 b 

e operando  col  dovuto  accorgimento,  si  ottiene  quest’ altra; 

|+  ^ ± [(*  + c)2  — 4 ò2] 2 : 


(22) 
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ove  sostituendo  in  vece  di  f,  di  c,  e di  62  i loro  valori  registrati  respet- 
tivamente  nell’equazione  (9),  (12),  e (13),  si  ritrova: 


(23)  b\/0±F_x  n 1 

v ’ * 2 ^ 6 — 2 

VO  + F 


„ i 2 nx  n2  4 p 


x 2 -f 


3 3 + 3 


Corollario  IV.  — Egli  è visibile,  che  siccome  sussiste  l’equazione  (23), 
sussiste  ancora  quella,  che  segue: 


b\/G  + F 


x n 1 

= 2 + 6 + 2 


2nx  n2  4 p' 
* +-r~3  + 3 


\/G±F 

e questa  aggiunta  all’equazione  (23)  produce  nuovamente  l’equazione  (18). 


Corollario  V.  — Nelle  forinole  dell’ equazioni  (20),  e (21)  entra 
questa  quantità:  ( G ~ F)2,  che  equivale  a quest’ altra:  G2  + F2  ~ , 2 GF, 
e in  virtù  dell’ equazioni  (15),  e (16)  si  ànno  le  due  seguenti: 

*+r-&-g-2g 


(24) 


GF  = 


7 np  2 n3  V 4 ' 

(3  27  q)  27 , 27  ^ 3p) 


Corollario  VI.  — Il  prodotto  delle  due  equazioni  (5),  e (6)  è 
quest’ altra  equazione: 


GF  — (x2  + 2cx  + c2  — 4&2)2  (x2  + 2cx  +c2  — b2). 


cioè  ponendo  in  vece  di  c,  e di  62  i loro  valori  espressi  nelle  equa- 
zioni (12),  e (13): 


(25) 


GF 


x2  + 


2wx 


n2  4 p' 

3"  + X 


2 nx  p 1 _ 
IT  + 3 ’ 


adunque  comparando  questa  espressione  di  GF  con  l’altra  dell’equa- 
zione (24),  si  renderà  manifesto,  che  quantunque  fosse  reale  il  valore 
di  x,  nulladimeno  sarà  immaginario  il  valore  di  GF,  allorché  sarà  nega- 
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2 ?i/*c 

ti  va  la  quantità 'a:2 -| — - 


2 ,4  p 

' + T’ 


che  nell*  equazione  (25)  soggiace 


al  vincolo  della  radice  seconda,  e perchè  nel  precedente  corollario  si  è 
mostrato,  che  la  quantità  GF  entra  nelle  due  forinole  dell’ e quazioni  (20), 
e (21)  ne  siegue,  che  in  detto  caso  le  medesime  forinole  dovranno  essere 
infette  d’espressioni  immaginarie. 


Corollario  VII.  — Similmente,  ancorché  fosse  razionale  il  valore 
di  x,  ciò  non  ostante  sarà  irrazionale  il  valore  di  GF,  quando  la  sopra 

2 TtX  71^  4 70 

notata  quantità  x 2 4 — — + — non  sarà  un  quadrato,  e quindi  in 

o o o 

tal  caso  le  due  formolo  dell’ equazioni  (20),  e (21),  nelle  quali  entra  GF 
conterranno  espressioni  irrazionali. 


Corollario  Vili.  — Le  illazioni  de’  due  precedenti  corollarj  si 
adattano  anche  al  primo  membro  dell’equazione  (23),  e conseguente- 
mente alla  formola  dell’equazione  (18);  imperciocché  nel  secondo  membro 
dell’equazione  (23),  si  contiene  la  quantità: 


xz  + 


2 nx 


"3  + 


4 p 


Scolio  I.  — In  ordine  alla  formola  dell’equazione  (18)  si  noti: 
Primo,  che  il  valore  di  6 è immaginario,  allorché  rappresentando  p 
una  quantità  positiva,  n 2 è minore  di  3p,  e ciò  è chiaro  per  l’ equa- 
zione (14). 

Secondo,  che  quando  b è immaginario,  la  quantità 

3 

b\/Gr^F 
\/G F 


che  entra  nell’equazione  (18)  è sempre  immaginaria. 

Terzo,  che  quando  b è reale,  e de’  due  valori  delle  G nell’equa- 
zione (15),  ovvero  della  F nell’equazione  (16),  uno  solo  è immaginario, 
la  quantità 

3 

b\/G~F 

t 

\/Q—~F 


è sempre  immaginaria. 
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Quarto,  che  quando  b è reale,  e ambedue  i suddetti  valori  della  G, 
ovvero  della  F,  sono  quantità  immaginarie  pure,  la  medesima  quantità 

b\/G^F 
\/Q  — ~G 

è sempre  reale. 

Quinto,  che  se  il  valore  di  b è nullo,  allora  tanto  l’ equazioni  (5), 
e (6),  quanto  l’equazioni  (15),  e (16)  mostrano  essere  G = F ; dimodoché 
il  secondo  membro  dell’equazione  (18)  diviene: 


+ 0 


V/0 

3 

Y/o 


o 

ò 


il  che  nulla  fa  conoscere,  perchè  la  frazione  — rappresenta  una  quantità 

indeterminata.  Il  simile  accaderà,  allorché  6 = 0,  nell’equazione  (21), 
quando  in  essa  si  prenderà  per  negativo  il  segno  doppio  +;  e perciò 
in  questo  caso  convien  valersi  della  formola  dell’equazione  (20),  ovvero 
della  formola  dell’equazione  (21),  facendo  però  in  questa  positivo  il 
segno  ±. 

Sesto,  che  in  vigore  dell’equazione  (14)  il  valore  di  b non  può  es- 
sere immaginario  allorché  p è nullo,  cioè  quando  nell’equazione  (1) 
manca  il  terzo  termine;  laonde  se  risolvendo  con  l’equazione  (18)  l’equa- 
zione cubica  proposta,  incontreremo  la  quantità  b di  valore  immaginario, 
potremo  trasformare  agevolmente  la  stessa  equazione  cubica  in  un’altra 
del  medesimo  grado,  ove  manchi  il  penultimo  termine,  servendosi  delle 
maniere  di  ciò  fare  esposte  nel  capitolo  14  del  trattato  sopra  la  natura 
dell’ equazioni  del  signor  de’  Beaune,  e dell’ articolo  42  dell’Analisi  di- 
mostrata dal  padre  Reynau,  e risolvendo  con  la  formola  dell’equazione  (18) 
l’equazione  cubica  così  trasformata,  avremo  sempre  la  quantità  b di  va- 
lore non  immaginario. 


Corollario  IX.  — Cubando  l’equazione  (22),  e operando  con  de- 
strezza, si  giungerà  a quest’ altra: 

f = j(F2+2  V)  ±\\/{F 2 + 263)2 — 4 66, 


(26) 


436 


ALTRO  NUOVO  MBTODO 


ove  dee  concepirsi  in  vece  di  F2  il  suo  valore: 


x3  + 3cx2  + c2*  + c3 
— à2*  — b2e 
-V 


tratto  dall’equazione  (8),  il  quale  non  è distesamente  scritto  nell’equa- 
zione (26),  per  evitare  la  prolissità  dell’espressione  analitica,  che  ne  ri- 
sulterebbe. 

Tirando  pertanto  la  radice  cubica  da  ambedue  i membri  della  me- 
desima equazione  (26),  si  ottiene  la  seguente: 


(27) 


\{F2  + 2 b3)  ± -i-  \Z(F3  + 2b3)z—  4&6 

/ Ji 


nella  quale  deve  ora  sottintendersi  in  luogo  di  ( F 2 + 26*),  il  suo  valore 
~np  2 n8 


affatto  cognito 


27 


dedotto  dall’ equazioni  (16),  e (14),  e in 


cambio  di  b°  il  suo  valore  desunto  dall’equazione  (13). 


cioè  ad 


Corollario  X. 
np  2 n3 


27 


— Pongasi  per  maggior  brevità  A eguale  ad  (F2+2b2), 
-gl,  e l’equazione  (27)  diverrà: 


(28)  t = y^A±±\/A2-W, 

sostituiscasi  nell’equazione  (22)  in  vece  di  t questo  suo  valore,  e si  avrà: 


(29) 


\/ja±j\/Az  — 466=|-+  j±^Vi*~+c) 


-4  b2. 


Indi  riflettasi  d’una  maniera  somigliante  a quella,  che  si  è tenuta 
nel  corollario  IV,  che  siccome  sussiste  l’equazione  (29),  dee  sussistere 
anche  questa: 

\/ ^ + j\/Az~4b*  =!+!  + { y/(z  + c)2— iF; 

adunque  aggiungendo  questa  stessa  ultima  equazione  all’equazione  (29), 
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surrogando  in  cambio  di  c il  suo  valore  — e trasponendo,  si  sco- 

O 

prirà: 


(30) 


+f  = \/\A±\v&-w  +\/\a+\\/  a'-w. 


Corollario  XI.  — Se  poi  il  valore  di  t preso  dall’equazione  (28)  si 
porrà  nell’equazione  (17),  allora  si  troverà  la  forinola,  che  segue: 


(3i)  « + |-V/'i^±ìV'a»-48«+  Z 


7t 

ove  — sta  in  vece  di  c,  a cui  è uguale,  e in  luogo  di  b2  si  sottintende 

o 

il  suo  valore  — — ~ espresso  nell’equazione  (13). 
y o 


Corollario  XII.  — Uniformemente  a quanto  si  è dedotto  nei  co- 
rollarj  VI,  e VII,  devesi  ora  dedurre: 

Primo,  che  quantunque  fosse  reale  il  valore  di  x,  nientedimeno  sa- 

rebbe  immaginario  il  valore  di  (,  cioè  di  W | A ±^v A? -W  se  fosse 
negativa  l’espressione  (x  + c)2 — 4ò2  (vale  a dire  la  quantità 

/ „ 2 nx  m2  4 \ 

r+— -3+3p) 

ad  essa  eguale),  che  nell’equazione  (29)  sta  sotto  il  vincolo. 

Secondo,  che  ancorché  fosse  razionale  il  valore  di  x,  sarebbe  nul- 
ladimeno  irrazionale  il  suddetto  valore  di  t,  se  la  medesima  quantità 
(x  + c)2 — 462  non  fosse  un  quadrato. 

Laonde  in  questi  casi  non  andrebbero  libere  da  quantità  immagi- 
narie, ovvero  respettivamente  da  quantità  irrazionali  le  formole  del- 
l’equazioni  (30),  e (31),  nelle  quali  entra  il  valore  di  t,  cioè  l’espressione 
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Scolio  II.  — Quando  il  valore  di  ò è nullo,  allora  1’  equazione  (30) 


si  riduce  a questa:  x + — 

ó 

(31)  diventa 


= y/ A + y/ 0 = y/jL  — q,  el’equazione 


n ,3/.  . \ /n3  0 

*+i-V  A+a-V  v-q+  v= 

\/A 

purché  nel  segno  doppio  si  faccia  valere  il  superiore,  ma  diverrebbe 


n 

X A 

* ' 3 


* 3 / 0 0 

= \/0  + -y:-o’ 

\/o 


se  nel  segno  doppio  si  prendesse  l’inferiore. 


Corollario  XIII.  — Il  confronto  delle  due  equazioni  (7),  e (8)  fa 
conoscere,  che  G2 — 2 b3  è uguale  a F2  + 2 b3  ; adunque  ponendo  nel 
corollario  IX,  cioè  nell’ equazioni  (26),  e (27)  l’espressione  G2  — 263  in 
vece  dell’altra  F2  + 2 b3,  sottintendendo  poscia  in  luogo  di  G2 — 2 b3  il 

np  2 ns 
~3~l27 


suo  valore  interamente  cognito 


— 1 


tratto  dall’  equazioni 


(16),  e (14),  e in  cambio  di  be  il  suo  valore  dedotto  dall’equazione  (13), 
e facendo  nel  corollario  X la  A eguale  a G2  — 2 bB , ne  verrannno  le 
medesime  conseguenze  espresse  ne’  corollari  X,  XI,  XII,  e nel  secondo 
scolio. 


Scolio  III.  — Ò detto  nel  corollario  IX,  che  se  si  cuba  l’equa- 
zione (22)  si  giunge  all’equazione  (26),  ma  perchè  un  tal  calcolo  recar 
potrebbe  a taluno  qualche  difficoltà,  non  sarà  inutile,  che  io  segni  in 
questo  scolio  i principali  vestigi,  inerendo  a’  quali  si  arriverà  facil- 
mente dall’equazione  (22)  all’equazione  (26). 

Se  dunque  si  moltiplica  per  2 l’equazione  (22),  e si  fa  in  essa 
x + c eguale  a D,  si  à 

2t  = Z>±V/Z>2  — 462 

e quindi,  cubando  l’uno,  e l’altro  membro,  si  ottiene 

8t3  ~ D3  + 3 D2\/ì)2  — 462  + 3D3—  l2b2D  ±D2\/D2—  4à2  + l&S/D2  — 4&2 

equazione,  che  si  riduce  a quest’ altra: 

8 13  = 4 D3  — 1 2 b2D  ± 4 D2 \JD2—  4ò2  + 4ò2  \/D2~ib2 , 
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la  quale  divisa  per  8,  e ordinata  a dovere  somministra 

11 


(32) 


<3  = 


D3  — 3 b-D 


D2 — b2 


y/D2— 462, 


ma  ( D 2 — b2)  \/ D2 — 4ò2  è uguale  a 


Z>6  — 2 62Z>4  + 64Z)2 

— 462Z>4  + 864Z>2— 46» 


“]  .1 
! ’ 


vale  a dire  ( D 2 — b2)  \/ D- — 462  è uguale  a (Z)8 — Qb2D*  + 9ò4Z)2 — 4 &6)®, 
donde  nasce  quest’equazione: 

(33)  (D2—b2)  Y/Z)2  — 4ò2  = y/ (Z)3  — 3 62Z))2  — 4fc6; 

adunque  surrogando  nel  secondo  membro  dell’equazione  (32)  in  luogo 
di  (Z>2— 62)Y/Z)2— 462  la  sua  espressione  equivalente  tratta  dall’equa- 
zione (33),  si  ritrova 

(34)  (■'  = * [Z>3  - 3 b2D]  ± I Y/ (Z)3 — 3b2D)2  — 4fe6. 

a Z 


Z>3  — 3 62Z)  eguale  ad 


Egli  è visibile,  che  riassumendo  invece  di  D il  suo  valore  x + c,  si  à 

'x3  + 3c2x2  + 3c2x  + c3  1 . , . , 

+ 3^-3^J’  0,06  ■'  kD '~™D 

eguale  ad  .F^+263,  ed  anche  D1  — 3b2D  eguale  a O2 — 2i>3;  adunque  la 
equazione  (34)  è la  stessa  che  ^l’equazione  (26),  e conseguentemente 
rimangono  dimostrati  ambidue  i corollarj  IX,  e XIII. 


Scolio  IV.  — Il  metodo  comune  di  risolvere  l’ equazioni  del  secondo 
grado  venendo  applicato  all’equazione  (2)  darebbe  immediatamente  la 
equazione  (22),  e da  questa  si  dedurrebbe  come  nel  precedente  scolio 
l’equazione  (34),  il  secondo  membro  della  quale  a dirittura  si  rende- 
rebbe cognito,  usando  verso  il  sopraccennato  valore  in  x3  ec.  di  D3  — 3 b2D 
quel  medesimo  artificio,  che  si  è tenuto  per  render  cogniti  i valori 
in  x3  ec.,  di  O,  e di  F,  espressi  nell’ equazioni  (5),  e (6),  indi  si  avreb- 
bero l’equazioni  (28),  (29),  (30),  e (31),  procedendo  come  si  è fatto  nel 
corollario  X. 
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x%  -+-  nx2  -+-  px  -+-  q = o . 


Sia  l’equazione  cubica  generale,  che  riducesi  a questa: 

ni3  [n2  "1  f n3 

lx+3]-li>-px  + lr7-’_ 


in  luogo  del  di  cui  secondo  membro  si  surroghi  l’espressione  ad  esso 
eguale 

n2  ni  np  2 n2 

3~p.  1*+  3j  + bf-27-sJ' 


indi  si  trasponga  e ne  verrà 


ni3  fri2  ir  n~\  [np  2 ns 

:+j  — La — pJ [*+3hh~«~s 


Suppongasi  ora  quest’equazione: 

,-p> , , [np  2 n3 

(B)  t+u-^-^f-q  =o, 


3 3 3 


e si  consideri,  che  t = u è uguale  a ( \/ 1 + \/u)8  — 3 \Jtu  (\/ 1 + \/u). 
Perciò  l’equazione  (B)  non  differirà  da  quella  che  segue: 


(C)  (\/ 1 + y/w)3—  3\/tu  (\/ 1 + \/u)  — — q =0. 


np 

2 n8 

_T 

27 
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In  virtù  delle  due  indeterminate  t,  ed  u suppongasi  ancora: 

3 3 

(D)  x+|=V/<  + V/« 


e l’equazione  (C)  apparirà 

«Tì3  „ .3/—  ' »~]  | np  2 ns  1 _ 

LX+  3j  -0. 


Paragonata  quest’equazione  coll’altra  segnata  (A),  mostra  subito 


o v w2  . , 3/-  9 3 

3 \/tu=  -7T  —p,  cioè  \/u=  — - — — 

O 3,_ 

V/< 


Questo  valore  di  \/«  posto  nell’equazione  (D)  dà 


e lo  stesso  valore  di  \/u  cubato,  e poscia  introdotto  nell’equazione  (B), 
manifesta 


vale  a dire,  moltiplicando  per  t, 


equazione,  che  risoluta  col  modo  ordinario,  fa  conoscere: 

tv\  * nS  ? 4. r ("v  nS  s'V  / n 2 pyi* 

( * 6 27  2 “ L\  6 27  2 j 1,9  3/J  ‘ 

Sostituiscasi  il  valore  di  t nell’equazione  (B),  e operando  come  si 
dee  ne  proverrà: 
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Quindi  se  si  porranno  nell’equazione  (D)  i valori  di  t,  e di  u tratti 
dalle  due  equazioni  (F),  e (G),  si  avrà  un’espressione  di  x composta  di 
quantità  note;  e un’altra  se  ne  otterrà,  se  nell’equazione  (E)  si  porrà 
lo  stesso  valore  di  t. 

La  stessa  maniera  di  risolvere  V equazioni  cubiche  applicata  alle  qua- 
dratiche. — L’equazione  quadratica  generale  sia  la  seguente: 

(H)  x2  + nx  + p — 0 ; 

si  supponga  l’altra: 

(i)  f + g + p = o, 

e riflettasi,  che  f + g equivale  a 

(V/7  + v/^-2  V~g(Vl  + V~g)\ 

talché  l’equazione  (I)  non  è diversa  dall’ infrascritta  : 

(K)  (V/7  + V^gY-zV^giVl  + V:rg)  + p = o. 

Facciasi  questa  seconda  supposizione: 

(L)  * = VI  + V~-ì 

e l’equazione  (K)  diventerà 

x2  — 2\/  — g x x + p = 0. 

Dal  confronto  di  quest’ ultima  coll’ equazione  (H)  si  à:  — 2\/ — g = n; 

U ^2 

onde  y — g = — — > e g = — — • Il  valore  di  g sostituito  nell’  equa- 

^2  ^2 

zione  (I)  somministra  / — — + p = 0,  cioè  / = — — p,  e 

VI  =±\/i-p- 

Come  pure  i valori  di  y — g,  e di  \/  f posti  nell’equazione  (L)  pa- 
lesano : 
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Scolio.  — L’aggregato  f + g è uguale  ancora  a questa  espressione 
( \/  f — V/  — g)2  + 2 \/ — g ( \/  f — \/—g).  Perciò  operando  in  un  modo  si- 
mile a quello  che  si  è tenuto,  e supponendo  x=  \/  / — \/  — gr,  si  conseguirà 

la  stessa  formola  (M).  Allora  y — g sarà  eguale  a — > e g conserverà 

A 

j ^2 

il  suo  valore • 

4 

Avvertimento.  — Due  teoremi,  da’  quali  si  deduce  la  resoluzione 
analitica  d’infinite  specie  d’equazioni  sempre  più  composte  in  infinito, 
fanno  parte  di  uno  schediasma  geometrico,  che  sarà  inserto  a suo  luogo 
nel  secondo  volume. 


IX. 


TEOREMA.  GENERALE 

DA  CUI  SI  DEDUCE  LA  GIUSTA  DETERMINAZIONE  DE’  PREMJ  DOVUTI  IN  OGNI  SORTA 
DI  LOTTO  ALL’USO  DI  ROMA  PER  OGNI  SORTA  DI  COMBINAZIONI  DI  NUMERI, 
CHE  IN  ESSI  POSSA  GIOCARSI,  ANCHE  CON  LA  CONDIZIONE,  CHE  I NUMERI  DELLE 
COMBINAZIONI  DA  GIOCARSI  SERBINO  UN  LUOGO,  0 SIA  ORDINE  FISSO  NEL- 
L’ESTRAZIONE. 

Chiamisi  (u)  (*)  la  moltitudine  de’  numeri,  che  stanno  nell’urna, 
(e)  la  moltitudine  de’  numeri,  che  se  n’estraggono,  ( g ) la  moltitudine 
de’  numeri,  ohe  si  giocano  oombinati  insieme;  v.  g.  se  si  giuoca  un 
numero  solo,  o un  ambo,  o un  terno,  ec.,  g rappresenterà  respettiva- 
mente  un  numero  solo,  o un  ambo,  o un  terno,  eo. 

Chiamisi  in  oltre  (/)  la  moltitudine  di  quei  numeri  della  combina- 
zione (g),  che  debbono  avere  un  luogo,  o sia  ordine  fissso  nell’estra- 
zione; v.  g.  se  si  giuoca  un  numero  solo  con  questa  condizione,  ohe  il 
numero  giocato  sia  il  primo  estratto,  allora  / significherà  l’unità;  se  si 
giuooa  un  ambo  con  la  condizione,  ohe  due,  ovvero  uno  de’  numeri 
dell’ambo  abbiano  un  luogo  fisso  nell’estrazione,  allora  / denoterà  2,  o 
respettivamente  1;  se  si  giuoca  un  terno  con  la  condizione,  che  tre,  o 
due,  o uno  de’  numeri  del  temo  abbiano  nell’estrazione  un  luogo,  o 
sia  ordine  fisso,  allora  / esprimerà  3,  o respettivamente  2,  ovvero  1, 
e così,  eo.  Finalmente  se  nel  numero  giocato  solo,  o nell’ambo,  o nel 
terno,  eo.  non  vi  è la  condizione,  ohe  alouno  de’  numeri  abbia  un  luogo 
fisso  nell’estrazione,  in  questo  caso  / significherà  zero. 

Definizioni,  — Rappresentino  n,  ed  m qualunque  numero  intiero 
oon  questo,  ohe  n deve  essere  maggiore  di  m,  ed  m può  significare 
anche  zero: 

I.  — Se  si  può  concepire  una  progressione  aritmetica  decrescente,  il 
di  cui  primo  termine  sia  n,  e l’ultimo  termine  sia  m,  e la  di  cui  diffe- 
renza sia  l’unità,  quest’espressione  ( n,,,m ) significa  il  prodotto  di  tutti 


(*)  Opuscoli  Calogerà,  tomo  XII,  pag.  473. 
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i termini  intermedj  di  questa  progressione  aritmetica,  quando  essa  à 
più  di  tre  termini,  e quando  ne  à solamente  tre,  allora  l’espressione 
(' n,,,m ) significa  l’unico  termine  intermedio. 

II.  — Ma  se  n,  ed  m sono  tali,  che  n sia  eguale  ad  m + 1,  allora 
l’espressione  ( n,,,m ) significa  l’unità. 


Teorema  generale.  — Poste  le  suddette  significazioni,  e defini- 
zioni, e posto  ancora,  che  ( d ) rappresenti  la  spesa  contribuita  dal  gio- 
catore, e (p)  la  ricompensa,  che  se  gli  deve  allorché  vince;  io  dico,  che 
sussiste  l’equazione  seguente: 


(1) 


P = 


(«  + !»».«  — g)  dd 

(e  — f+l,,,e  — g) 


Gl’infrascritti  corollari  saranno  altrettanti  esempi  generali  di  questo 
teorema,  poiché  le  lettere  u,  ed  e serberanno  in  essi  la  loro  significa- 
zione generale. 


Corollario  I.  — Se  g significa  un  solo  numero,  e questo  deve 
aver  luogo  fisso  nell’ estrazione,  allora  g=  1,  ed  / = 1,  l’espressione 
(u  + 1 ,,,«  — g)  diviene  («+!,,,«+ 1),  ed  à il  solo  termine  inter- 
medio w;  l’altra  espressione  (e  — /+l,,,e  — g)  diviene  (e,,,e— 1),  e 
per  la  definizione  II  denota  l’unità;  adunque  l’equazione  (1)  si  cangia 
nella  seguente: 

p = ud  — d. 

Corollario  II.  — Se  si  giuoca  un  solo  numero,  e questo  non  deve 
aver  luogo  fisso  nell’estrazione,  allora  g — 1,  f — 0,  l’espressione 

{u+l,,,u  — g) 

conserva  la  sua  significazione  u registrata  nel  precedente  corollario, 
l’altra  espressione  (e  — / + 1 , , , e — g)  prende  questa  forma  (e  + 1 , , , e — 1), 
e denota  il  solo  termine  intermedio  e;  adunque  dall’equazione  (1)  risulta: 


Corollario  III.  — Se  si  giuoca  un  ambo  con  la  condizione,  che 
un  solo  de’  suoi  numeri  debba  aver  luogo  fisso  nell’estrazione;  in  tal 
caso  g = 2,  / = 1;  tra  u + 1,  ed  u — g = u — 2 cadono  i due  termini 
intermedj  u,  ed  u — 1;  tra  e — /+1=1,  ed  e — g = e — 2 cade  il  solo 
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termine  intermedio  e — 1;  laonde  l’equazione  (1)  si  cangia  in  quella  che 
siegue  : 


V = 


(«2-l) 

e— 1 


d — 


d. 


Corollario  IV.  — Se  nell’ambo  giocato  ambidue  i numeri  debbono 
aver  luogo  fisso  nell’estrazione,  allora  /=  2,  l’altre  significazioni  restano 
come  nel  corollario,  che  precede;  tra  e — /-j-l=e — 1,  ed  e — g — e—~2 
non  cade  alcun  termine  intermedio,  di  maniera  che  l’espressione 

(e  — / + 1,,,«  — g) 

rappresenta  l’unità  per  la  definizione  II;  adunque  dall’equazione  (1)  si 
deduce  questa: 

p = (m2  — 1 )d  — d. 


Corollario  V.  — Se  poi  nell’ambo  giocato  niun  numero  deve  aver 
luogo  fisso  nell’estrazione;  in  quest’ ipotesi  / = 0,  l’ altre  significazioni 
rimangono  come  nel  II  corollario;  tra  e — /+l=e+l,  ed  e — g = e — 2 
cadono  i due  termini  intermedi  e,  ed  e — 1,  e conseguentemente  l’equa- 
zione (1)  si  muta  in  quella,  che  siegue: 


(«*-!) 
e2 — 1 


d 


d. 


Scolio.  — Nel  lotto  di  Roma  u significa  90,  ed  e significa  5,  di 

90 . 89  1 

modochè  l’ultima  equazione  diventa  p = '■  d — d — 399 d + — d,  e po- 

5.4  2 

nendo  in  vece  di  d bajocchi  quarantacinque,  si  vedrà,  ohe  ad  un  tal 
ambo  si  deve  il  premio  di  scudi  179,  e bajocchi  77  ^ • 

Zi 


Corollario  VI.  — Se  si  giuoca  un  terno  colla  condizione,  che  un 
solo  de’  suoi  numeri  abbia  luogo  fisso  nell’estrazione;  allora  <7  = 3, 
/ = 1 ; tra  w + 1,  ed  u — g = u — 3 si  frappongono  i tre  termini  inter- 
medi u,  u — 1,  ed  u — 2 ; tra  e — f+  1 = e,  ed  e — g = e — 3 intercedono  i 
due  termini  intermedi  e — 1,  ed  e — 2,  e quindi  l’equazione  (1)  si  muta 
nell’ infrascritta: 


( u.u  — 1 .u  — 2) 
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Corollario  VII.  — Se  nel  terno  giocato  due  numeri  debbono  aver 
luogo  fisso  nell’estrazione,  in  questo  caso  f = 2,  le  altre  significazioni 
sussistono  come  nel  corollario,  che  precede;  tra  e — / + l = e — 1,  ed 
e — g=e  — 3 s’interpone  il  solo  termine  intermedio  e — 2;  adunque  l’equa- 
zione (1)  prende  questo  aspetto: 

p- — — *-*■ 

Corollario  Vili.  — Ma  se  nel  terno  giocato  tutti  e tre  i nu- 
meri aver  debbono  luogo  fisso  nell’estrazione,  allora  / = 3;  le  altre  signi- 
ficazioni rimangono  oome  nel  corollario  VI,  tra  e — / + 1 = e — 2,  ed 
e — g — e — 3 non  oade  aloun  termine  intermedio,  cosicché  in  vigore 
della  definizione  II  l’espressione  (e  — 2,,, e — 3)  denota  l’unità;  adunque 
l’equazione  (1)  diviene  la  seguente: 

p - (u.u—  1 . u — 2)d  — d. 


Corollario  IX.  — • Se  finalmente  nel  temo  giocato  niun  numero 
deve  aver  luogo  fisso  nell’estrazione;  in  tal  supposizione  / = 0;  le  altre 
signifioazioni  restano  come  nel  corollario  VI;  tra  e — / + 1 = e + 1,  ed 
e — g = e — 3 oadono  i tre  termini  intermedj  e, e — 1,  ed  e — 2,  e per 
conseguenza  l’equazione  (1)  assume  questa  forma: 


u.u — 1 . « — 2- 

P = — 5 — r— — w-d—d. 
e 1 — le  — 2 


Scolio.  — Nel  lotto  di  Roma  dovendo  u esprimer  90,  ed  e esprimer  5, 

90 . 89 . 88 

l’ultima  equazione  diventa  p — A \.  d — d = 11747 e?,  onde  sostituendo 

in  luogo  di  d tre  bajooohi,  e mezzo  si  troverà,  ohe  ad  un  tal  terno  deesi 

il  premio  di  soudi  411,  e bajocohi  14^  • 

Egli  è visibile,  che  dal  teorema  possono  dedursi  collo  stesso  metodo 
infiniti  oorollarj  generali  seoondo  la  varia  significazione,  ohe  può  asse- 
gnarsi alla  g,  ed  alla  /. 
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Dimostrazione  del  Teorema  Generale. 


Altre  definizioni.  — Caso  favorevole  ne’  lotti  è quello,  succedendo 
il  quale,  chi  giuoca,  vince. 

Caso  contrario  è quello,  succedendo  il  quale,  chi  giuoca,  perde. 
Caso  indifferente  sarebbe  quello,  succedendo  il  quale,  chi  giuoca  non 
perdesse,  nè  vincesse. 


Principio  generale.  — Ne’  lotti  all’uso  di  Roma  tra  la  spesa,  e 
la  ricompensa  dee  correre  la  medesima  proporzione,  che  passa  tra  il 
numero  de’  casi  possibili  favorevoli,  e il  numero  dei  casi  possibili  con- 
trari. 

La  somma  convenienza  di  questo  principio  è evidente,  perchè  è cosa 
giustissima,  che  la  spesa  (d)  sia  proporzionata  alla  speranza  di  vincere 
(la  quale  si  chiami  8),  ed  il  premio  (p)  sia  proporzionato  al  rischio  di 
perdere  (il  quale  si  chiami  i£);  ma  la  speranza  di  vincere  è proporzio- 
nata al  numero  dei  casi  possibili  favorevoli  (qual  numero  dicasi  F),  e 
il  rischio  di  perdere  è proporzionato  al  numero  dei  casi  possibili  contrari 
(qual  numero  dicasi  C);  adunque  in  termini  analitici  d.pr.S.R,  ma 
8 . R::F  . C,  e perciò  d . p:  :F  . C. 


Corollario.  Se  la  moltitudine  di  tutti  i casi,  che  possono  avvenire 
nei  lotti  all’uso  di  Roma,  si  chiama  T,  e se  questi  casi  possibili  sono 
tutti  di  tal  natura,  che  esser  debbano  o favorevoli,  o contrarj,  e mai 
indifferenti;  ne  segue  che  C (numero  de’  casi  contrarj)  sarà  eguale 
a T — F,  mentre  in  questa  supposizione  T — F + C ; si  avrà  pertanto 
d . p::F.T  —F,  cioè  pF  = (T  — F)d,  e per  conseguenza 


(2) 


P = 


Td 

f 


d. 


Lemma.  — Dinotino  q,  r,  t tre  numeri  interi  in  modo,  che  il 
primo  q sia  maggiore  del  secondo  r,  ed  anche  del  terzo  t,  il  secondo  r 
non  sia  minore  del  terzo  t,  e il  terzo  t possa  significare  anche  zero. 
Abbia  l’espressione  ( q,,,t ) il  significato  della  definizione  I,  ed  abbiano 
l’espressioni  (q,,,r),  ed  (r  + l,,,<)  il  significato  della  definizione  I,  ov- 
vero della  definizione  II.  Io  dico,  che  sussiste  questa  equazione: 


(3) 


{q,,,t)  = (q,,.r){r+l,,,t). 
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Dimostrazione.  — Se  r è maggiore  di  t,  l’espressione  (r  + 1 , , , f) 
à il  significato  della  definizione  I,  e rappresenta  il  prodotto  di  tutti  i 
termini  intermedi  (ovvero  l’ unico  termine  intermedio,  se  ve  n’à  un  solo), 
che  si  frappongono  tra  r|l,  e I;  ma  l’espressione  ( q,,,r ) denota  il 
prodotto  di  tutti  i termini  intermedi  (ovvero  l’unico  termine  intermedio, 
se  ve  n’à  un  solo),  che  intercedono  tra  q,  ed  r,  oppure  la  stessa  espres- 
sione (q, , , r)  rappresenta  l’unità,  se  q — r + 1,  e ciò  per  la  definizione  II; 
egli  è dunque  visibile  che  il  prodotto  delle  due  espressioni  (q,,,r),  ed 
(r  + l,,,<)  denota  il  prodotto  di  tutti  i termini  intermedi  dell’espres- 
sione (q,,,t),  ovvero  l’unico  termine  intermedio,  se  ve  n’è  un  solo,  e 
conseguentemente  sussiste  in  quest’ipotesi  l’equazione  (3). 

Se  poi  r è uguale  a t,  allora  l’espressione  (r  + à il  significato 

della  definizione  II,  e rappresenta  l’unità;  adunque  ancora  in  questo 
caso  il  prodotto  delle  due  espressioni  ( q,,,r ),  ed  (r+  !,,,<)  denota  il 
prodotto  di  tutti  i termini  intermedj  dell’espressione  (q,,,t)  ovvero 
l’unico  termine  intermedio,  se  ve  n’è  un  solo,  e perciò  sussiste  ancora 
in  questo  caso  l’equazione  (3).  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Problema.  — Trovare  nei  lotti  all’  uso  di  Roma  il  numero  di  tutti 
i casi  possibili  favorevoli,  e di  tutti  i casi  possibili  contrari  a chi  giucca 
una  combinazione  g di  numeri  colla  condizione,  che  in  essa  si  conten- 
gano / numeri,  i quali  aver  debbano  un  luogo  fisso  nell’estrazione. 


Soluzione.  — Poiché  u esprime  la  moltitudine  de’  numeri  esistenti 
nell’urna,  ed  c la  moltitudine  de’  numeri,  che  se  n’estraggono,  si  à in 
virtù  della  teoria  delle  combinazioni: 


(A) 


(u  + 1, , , u — e) 
(e  + 1 , , , 0) 


pel  numero  di  tutte  le  combinazioni  (e),  che  possono  escire  dall’ urna, 
ma  perchè  ciascuna  di  queste  combinazioni  (e)  può  mutare  l’ordine  de’ 
numeri,  de’  quali  è composta,  tante  volte,  quante  unità  contiene  questa 
espressione  (e+1,,,0),  e ciò  per  la  dottrina  delle  permutazioni;  ne 
segue,  che  moltiplicando  per  quest’ ultima  espressione  l’altra  espres- 
sione (A),  si  avrà  l’espressione  (u  + 1 ,,,  u — e),  la  quale  dinoterà  la 
moltitudine  T di  tutti  i casi  possibili  ad  avvenire  così  favorevoli,  come 
contrari,  abbiamo  dunque 

T = (u  + 1 , , , u — e) 

29  — Tomo  I. 
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ovvero  surrogando  in  luogo  di  (m+1,,,« — e)  l’altra  espressione 
(u+l,,,u—  g)  (u  — g+l,,,u  — e), 
che  gli  equivale  pel  lemma,  si  otterrà: 

(4)  T = (u+l,,,u  — g)(u  — g+l,,,u  — e). 

Detraggasi  ora  la  combinazione  giocata  g dal  numero  u,  il  resto 
u — g comprenderà  tante  combinazioni  designate  coll’esponente  e — g, 
quante  unità  contiene  quest’espressione: 

(m  — y+  — g — e + g) 

(e  — g+1,,,0) 

(u—g+  1 ,,,u  — e) 

(e  — g + 1 , , ,0) 

conforme  insegna  la  dottrina  delle  combinazioni,  ed  ognuna  di  queste 
combinazioni  e — g accoppiata  colla  combinazione  giocata  g forma  altret- 
tante combinazioni  (e)  possibili  a sortire,  e contenenti  in  sè  medesime 
la  combinazione  giocata  g;  ma  perchè  questa  stessa  combinazione  g 
deve  in  sè  contenere  / numeri,  i quali  abbiano  un  luogo  fisso  nell’estra- 
zione, ne  deriva,  che  solamente  e — / numeri  potranno  variare  l’ordine 
loro  nella  combinazione  (e)  da  estrarsi,  e (per  la  dottrina  delle  permu- 
tazioni) potendo  e — / numeri  variare  il  loro  luogo,  o sia  ordine  nella 
estrazione  tante  volte,  quante  unità  contiene  l’espressione  (e — / + 1 ,,,0), 
chiaramente  si  vede,  che  moltiplicando  per  quest’ultima  espressione 
l’altra  espressione  E,  si  troverà  l'espressione 


cioè 

(E) 


(I) 


(«  — 9+  1 , — e) 

(e  — g + 1,,,0) 


(«-/+  1,,,0) 


la  quale  rappresenterà  la  moltitudine  F di  tutti  i casi  possibili  favore- 
voli, poiché  in  essa  espressione  si  contengono  tutte  quelle  combinazioni 
possibili  composte  di  e numeri,  le  quali  comprendono  in  sè  medesime 
la  combinazione  giocata  g,  e la  comprendono  in  maniera,  che  sortendo 
ciascuna  di  esse,  / numeri  della  combinazione  giocata  g avrebbero  un 
luogo  fisso  nell’estrazione. 

L’espressione  (I)  ultimamente  ritrovata,  che  rappresenta  la  molti- 
tudine F di  tutti  i casi  possibili  favorevoli,  può  rendersi  più  semplice, 
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ponendo  in  essa  in  vece  dell’espressione  (e  — /+1,,,0)  quest’ altra 
(e — / + 1 ,,,e  — g)  (e  — g + 1 , , , 0),  che  gli  equivale  pel  lemma,  mentre 
allora  la  stessa  espressione  I,  oioè  F,  si  cangerà  nell’altra,  che  s’include 
nell’equazione  seguente: 

(5)  F = {u—  g + é)  (e  — / + 1,,,  e—  g)  ; 

siocome  poi  è chiaro  pel  raziocinio  finora  tenuto,  che  tutti  gli  altri  casi 
possibili  compresi  nella  moltitudine  T , i quali  non  sono  contenuti  nel- 
l’altra moltitudine  F,  sono  casi  contrari  al  giocatore,  di  maniera  che  la 
suddetta  moltitudine  T non  contiene  alcun  caso  indifferente,  così  in 
virtù  del  corollario  del  principio  generale  sarà 

C = T — F , 

e sostituendo  in  quest’ultima  equazione  in  luogo  di  T,  e di  F i loro  re- 
spettivi valori  espressi  nell’ equazioni  (4),  e (5),  indi  operando  conve- 
nientemente si  scoprirà 

C = [(u+  ì,,,u  — g)  — (e  — f +l,,,e  — g)]  (u—g  + l ,,,u~e). 

Corollario,  che  contiene  la  dimostrazione  del  teorema  generale.  — Si 
pongano  nell’equazione  (2)  in  vece  di  T,  e di  F le  loro  espressioni  re- 
spettive  contenute  nell’equazioni  (4),  e (5),  e si  vedrà  nascere  l’equa- 
zione (1).  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


X. 


DUE  PROBLEMI  SPETTANTI  AI  LOTTI  COMBINATORE 


Problema  I.  — Posto  che  nei  lotti  all’uso  di  Roma  il  giocatore 
abbia  preso  un  numero  di  nomi,  ed  abbia  speso  a suo  talento  nel  costo 
de’  terni  compresi  in  detto  numero  di  nomi  ; trovare  il  costo  degli 
ambi  tale,  che  lo  stesso  giocatore,  incontrando  un  solo  ambo  in  tutto  il 
numero  de’  nomi,  non  solo  si  rinfranchi  di  quanto  ha  speso,  ma  di 
più  vinca  una  data  quantità  di  danaro. 

Soluzione.  — Sia  n il  numero  de’  nomi,  t il  costo  di  ciascuno  de’ 
terni,  a il  costo  di  ciascuno  degli  ambi,  q la  data  quantità,  che  il  gio- 
catore ha  da  vincere,  — la  ragione  del  costo  di  un  ambo  al  guadagno 
di  chi  vince  l’ambo. 

Si  sa,  che  nel  numero  n de’  nomi  si  contiene  questo  numero  d’ambi 

n.n — 1 , ,.  , n.n — \ .n  — 2 

e questo  numero  di  terni 


1.2 


Perciò  il  costo  di  tutti  gli  ambi  sarà 
~n  . n — 1 . n — 2~|  ^ 


1.2.3 
n.n — 1 


1.2 


a,  e il  costo  di  tutti 


i terni  sarà 


1 .2.3 


In  oltre  siccome  negli  ambi  il  costo  d porta  il  guadagno  p,  così  il 
costo  a dovrà  portare  il  guadagno  ^ , e per  la  condizione  del  pro- 
blema, sottraendo  dal  guadagno  il  costo  di  tutti  gli  ambi,  e il  costo 

di  tutti  i terni,  dee  restare  la  quantità  data  q. 

Abbiamo  pertanto  quest’equazione: 


pa 

d 


n.n 


e trasponendo: 


pa 

d 


1.2 


n.n  — 1 

m- 


n.n- 


1 .n  — 2 


1.2.3 


t = q. 


n.n 


1 .71  — 2' 


1.2.3 
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Adunque: 


(1) 


2 + 

<N 

1 

1 

t 

L 

1.2.3 

p 

n.n  — 1~| 

d \ 

L 1-2  J 

Il  che  era  a ritrovarsi. 


Coboll ario  I.  — Se  il  costo  di  ciascuno  degli  ambi  à da  esser 
tale,  che  il  giocatore  incontrando  un  ambo,  si  rinfranchi  solamente  di 
ciò,  che  à speso,  e non  vinca,  nè  perda;  allora  q sarà  zero,  e dall’equa- 
zione (1)  nascerà  quest’ altra: 


'n.n- 

— l.n  — 2' 

t 

L i 

1.2.3 

p 

n.n  — 1“ 

d 

1.2 

Corollario  II.  — E se  il  giocatore  non  vorrà  caricare  i terni  in 
conto  alcuno,  in  questo  caso  t sarà  zero,  e l’equazione  (1)  produrrà 
quella  che  segue: 


(3) 


a = 


Q 

P 

n.n  — 1" 

d 

L 1.2  . 

Corollario  III.  — Affinchè  il  costo  a di  ciascuno  degli  ambi  non 
sia  infinito,  o negativo,  cioè  affinchè  il  problema  sia  possibile,  il  deno- 
minatore de’  secondi  membri  delle  tre  equazioni  (1),  (2)  e (3)  mostra, 


che 


n.n — 1 

1.2 


dev’essere  minore  di 


P 

d 


Applicazione,  di  questo  corollario  al  lotto  di  Roma.  — Nel  lotto  di 

Roma  il  costo  dell’ambo  di  quarantacinque  bajocchi  porta  il  guadagno 

di  120  scudi,  cioè  di  dodici  mila  bajocchi;  di  maniera  che  la  ragione 

, . ,.  p . 12000  na_  2t  , n.n  — 1 . 

data  di  sarà  — — - — = 266  +—  • Laonde  dovendo  essere  — - — - — minore 

a 45  ò 1.2 

nr) 

di  il  numero  n non  potrà  esser  maggiore  di  23. 

(t 


Problema  II.  — Posto  ora,  che  ne’  medesimi  lotti  combinatori  il  gio- 
catore abbia  preso  un  numero  di  nomi,  e abbia  speso  a sua  voglia  nel 
costo  degli  ambi  compresi  in  detto  numero  di  nomi;  trovare  il  costo 


454 


TEORIA 


de’  terni  tale,  che  il  medesimo  giocatore,  incontrando  un  sol  terno  in 
tutto  il  numero  de’  nomi,  non  solamente  si  rinfranchi  di  ciò,  che  à 
speso,  ma  di  più  vinca  una  data  quantità  di  danaro. 


Soluzione.  — Questo  secondo  problema  si  scioglie  d’una  maniera 
consimile  a quella  del  primo,  e simiglianti  corollarj  se  ne  inferiscono. 
Salve  rimanendo  le  denominazioni  date  nella  soluzione  di  detto  primo  pro- 
blema, sia  ^ la  ragione  del  costo  di  un  terno  al  guadagno  di  ohi  vince 

Pt 

un  temo,  e si  chiami  Q la  quantità  data,  ohe  à da  vincersi.  Sarà  ^ 
il  guadagno,  che  dee  portare  il  costo  di  un  temo,  e di  più  dovrà  ag- 
giungersi pel  guadagno  dei  tre  ambi,  che  seco  trae  un  terno,  al- 
et 

lorchè  viene  ambeggiato. 

Quindi  seguendo  le  vestigio  del  primo  problema  dedurremo 


Pt  3 pa  n . n — 1 . n — 2 1 

_i_  _L_ l - 

D T d 1.2.3 


In. . n — 1 


a =Q 


e per  trasposizione 


Pt  n.n  — 1 — 2~]  t n 
~D  ~ L 1.2.3  J 1 ~ ^ 


n.n  — 1 


e finalmente 


^ n.n  — IH  3 pa 


1.2  I d 

~n.n — 1 .n  — 2“ 
1.2.3 


Corollario  I.  — Se  tale  à da  essere  il  costo  di  oiascun  temo,  che 
il  giocatore,  vincendone  uno,  si  rinfranchi  di  quanto  à speso,  e nulla 
vinca,  in  questo  caso  Q è zero,  e l’ equazione  (4)  degenera  nella  seguente 


n.n—  1~)  3 pa 

L 1.2  j d~ 

P \n.n—l.n  — 2 
D~  (_  1.2.3 
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Corollario  II.  — Se  poi  il  giocatore  non  vorrà  in  verun  conto 
caricar  gli  ambi,  l’equazione  (4)  somministrerà  quest’ altra: 


(6) 


t = 


Q 


P r n.n — l.n  — 2"j 
D~  1.2.3  ! 


Corollario  III.  — Acciò  nell’equazioni  (4),  (5),  e (6)  il  costo  t di 
ciascuno  de’  terni  non  sia  infinito,  o negativo  (ne’  quali  due  casi  il  pro- 
blema sarebbe  impossibile)  il  denominatore  dei  secondi  membri  dell’equa- 


zioni  suddette  fa  vedere,  che 


n.n 


— l.n—  2 . P 

- — a da  essere  minore  di  -=-  • 

1 . & m O JiJ 


Applicazione  di  questo  corollario  al  lotto  di  Roma.  — Nel  lotto  di 
Roma  il  costo  del  terno  sta  al  guadagno  come  35  sta  a 180000;  per- 
chè un  terno  di  trentacinque  bajocchi  porta  il  guadagno  di  mille,  e ot- 


tocento scudi.  Perciò  — = 


180000 

35 


:5142  + adunque  dovendo  essere 


•V  . IV J.  , Al  . . V»  1 V 

— minore  di  5142  + — , ne  segue,  che  il  numero  n non  può 

esser  maggiore  di  32. 

Nel  teorema  antecedente;  nel  problema,  che  lo  precede,  e gli  fa 
strada  ; e in  questi  due  problemi  si  contiene,  ed  è come  assorbita  tutta 
la  scienza  del  lotto  di  Roma,  e degli  altri  simili,  cioè  le  cognizioni  re- 
lative ad  essi,  che  dipendono  dal  raziocinio  umano.  Il  resto  esercita  la 
vana  curiosità  del  volgo. 


XI. 


GIUNTA  ALLA  TEORIA  DE’ LOTTI  COMBINATORE 


Teorema  I.  — Le  lettere  A,  B,  ec.  rappresentino  i numeri,  che  si 
estraggono;  q esprima  quanti  se  n’estraggono;  io  dico, 
q-Y 


Che 


A,  B,  ec.;  . 


(A  + B,  ec.)  è la  somma  degli  ambi  contenuti  in 


Che 


r q - 1 • ? — 2 


1 . 2 


( A + B,  ec.)  è la  somma  de’  terni  contenuti 


in  A,  B,  ec.; 


.Che 


q—l.q—2.q  — 3 


1.2.3 
contenute  in  A,  B,  ec.; 

Ohe 

L 1 . 2 . 3 . 4 

cinquine  contenute  in  A,  B,  ec. 
E così  sempre  in  infinito. 


(A  +B,  ec.)  è la  somma  delle  quaterne 

{A  + B,  ec.)  è la  somma  delle 


Dimostrazione.  — Per  dimostrare  il  teorema  con  maggior  distin- 
zione, sarà  bene  dimostrarlo  in  cinque  numeri,  vale  a dire  quando  A, 
B,  ec.  rappresenta  A,  B,  C,  D,  E,  ed  A + B,  ec.  denota 

A + B + C + D+E. 


Gli  ambi  di  questa  cinquina,  ne’  quali  entra  il  numero  A sono 


quattro,  cioè 


g-1 

2 


Lo  stesso  vale  in  ordine  agli  ambi  della  medesima 


cinquina,  ne’  quali  entrano  gli  altri  numeri  B,  G,  D,  E,  considerati  ad 
uno  ad  uno,  come  si  è considerato  di  sopra  il  numero  A ; adunque 
{q  — 1)  A + (q  — l).S  + (<7 — U^+lg — l)D  + (q — l)E  è le  somma  di 
tutti  gli  ambi,  che  per  conseguenza  è uguale  a 


L1]  {A+B  + C + D + E); 


laonde  è vera  la  prima  parte  del  teorema. 
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La  moltitudine  de’  terni  della  cinquina  ne’  quali  entra  il  numero  A, 

è - — g > perchè  la  moltitudine  degli  ambi  di  essa  cinquina,  ne’ 

quali  non  entra  A,  è la  moltitudine  degli  ambi  della  quaterna  B,  G,  D,  E, 
. , q—l.q  — 2 

~ — 1 2 

Così  la  moltitudine  de’  terni  della  cinquina,  ne’  quali  entra  il  nu- 

mero  B,  è — ' ; e lo  stesso  à luogo  in  ordine  ai  terni,  nei  quali 

entrano  gli  altri  numeri  C,  D,  E.  Adunque 


g— 1 -g  — 2' 

1 . 2 


(A  + B+  G + D + E) 


è la  somma  di  tutti  i terni,  ed  è vera  la  seconda  parte  del  teorema. 

La  moltitudine  delle  quaterne  della  cinquina,  nelle  quali  entra  il 

numero  A,  è - — * ' ^ ^ ‘ ^ perchè  la  moltitudine  de’  terni,  nei 

1 . Jh  . ó 

quali  A non  entra,  è la  moltitudine  de’  terni  della  quaterna  B,  C,  D,  E, 

vale  a dire  è — — -------  ~ : 3 • 

1.2.3 

La  medesima  ragione  milita  in  ordine  alle  quaterne,  nelle  quali 
entrano  gli  altri  numeri  B,  G,  D,  E.  Adunque 


q—l.q  — 2.  q—  3" 
1 . 2 . 3 


(A  + B + C + D+E) 


è la  somma  di  tutte  le  quaterne,  ed  è vera  la  terza  parte  del  teorema. 

E’  chiaro  a chi  ben  riflette,  che  il  simile  à luogo  rispetto  a tutti 
gli  altri  infiniti  casi  del  teorema;  adunque  egli  è generalmente  vero. 


Scolio.  — Allorché  la  lettera  q è data,  potrà  immediatamente  ritro- 
varsi in  virtù  di  questo  teorema  il  rapporto,  che  anno  tra  di  loro  la 
somma  di  tutti  gli  ambi,  la  somma  di  tutti  i terni,  la  somma  di  tutte 
le  quaterne,  ec.  di  qualsivoglia  moltitudine  di  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi. 


Esempj.  — Paragonando  la  prima,  e la  quarta  parte  del  teorema, 
si  vede,  che  la  somma  di  tutti  gli  ambi  delle  cinquine  sta  alla  somma 
di  tutte  le  cinquine  di  essa  cinquina,  vale  a dire  alla  stessa  unica  cin- 
quina come  4 sta  ad  1. 
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Paragonando  la  seconda,  e la  quarta  parte  del  teorema,  si  vede,  ohe 
la  somma  di  tutti  i terni  della  cinquina  sta  alla  somma  di  tutte  le  cinquine 
di  essa  cinquina,  vale  a dire  alla  stessa  unica  cinquina,  come  6 sta  ad  1. 

Paragonando  la  seconda,  e la  quinta  parte  del  teorema  (la  quale 
benché  in  esso  non  registrata,  si  sottintende)  apparisce,  che  la  somma 
di  tutti  i terni  della  settina  sta  alla  somma  di  tutte  le  sestine  della 
medesima  settina,  come  5 sta  a 2,  ec.,  ec. 


Teorema  II.  — Dinotino  n,  ed  m due  numeri  interi  positivi  ad 
arbitrio,  ed  anche  l’unità;  esprima  / l’esponente  di  qualsivoglia  combi- 
nazione contenuta  nella  moltitudine  A,  B,  ec.  e g rappresenti  l’espo- 
nente di  qualunque  altra  combinazione  maggiore  contenuta  nella  stessa 
moltitudine  A,  B,  ecc.; 

Io  dico,  che,  se  la  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate 
da  / sta  alla  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  g come  n 
sta  ad  m,  sussiste  l’infrascritta  equazione: 

— f—l...q  — g+l)n 

V ' (/./  + !..  .0-1)» 


Dimostrazione.  — Pel  teorema  precedente,  la  somma  di  tutte  le 
combinazioni  denominate  da  / è uguale  a quest’espressione: 


(S) 


(<?  — l.g  — 2.. . q— /+  1)  ( A + B , ec.) 

(1.2..  ./—I) 


e la  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  q è uguale  a 
quest’ altra  espressione: 


(T) 


( g— l.g-  2.  . ,g  — / + 1 .q—f.  . ■ q — g + 1)  (A  + B,  ec.) 

(1.2.../ — I./...17 — 1) 

Sarà  pertanto  in  virtù  dell’ipotesi  = — > donde  si  deduce 

(S)  n 

1 = Ma  il  secondo  membro  di  quest’equazione  è uguale  al  secondo 

dell’equazione  (R);  adunque  l’equazione  (R)  sussiste.  Il  che  dovea  dimo- 
strarsi. 

Scolio.  — I.  Quando  / = 2,  e g è maggiore  di  3,  l’espressione  ( S ) 


dev’essere 


(A  + B,  ec.).  L’espressione  (T),  e l’equazione  (R) 


non  si  mutano. 
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II.  Quando  g = / + 1,  l’espressione  (T)  à da  essere 

(q  — 1 . q — 2 . . . q — / + 1 . q)  (A  + B,  eo.) 
(1.2.../-1./) 

L’espressione  ( S ) non  si  muta,  e l’equazione  (R)  à da  essere 

, _ r?— fi  fwi 


-n  r* 

/ u 


III.  Quando  / = 2,  e g — 3,  l’espressione  (*S)  è come  nel  I artioolo 

di  questo  scolio,  l’espressione  (T)  è - — - (A+B,  eo.);  e 

l’equazione  (R)  è oome  nel  II  articolo. 

Problema  I.  — Rappresenti  / l’esponente  di  qualsivoglia  combina- 
zione, ed  / + I dinoti  l’ esponente  della  oombinazione  prossimamente  mag- 
giore, trovare  la  moltitudine  A,  B,  ec.  dei  numeri  da  estrarsi,  tale  ohe 
la  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  /,  e contenute  in  A, 
B,  eo.  stia  alla  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  g,  e 
contenute  nella  stessa  moltitudine  A,  B,  ec.  oome  n sta  ad  m. 

Soluzione.  — Per  la  condizione  del  problema,  e pel  II,  e III  ar- 
ticolo dello  scolio  precedente,  l’equazione  (R)  à da  essere 


adunque  q = — + /.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 


fv% 

Corollario.  — Affinchè  il  problema  eia  possibile  h / (epercon- 

n 


seguenza  dovrà  essere  un  numero  intero. 


Esempj.  — Se  n = m;  sarà  ^ = 2/.  Se  « = /;  sarà  q—m  + f.  Sen  = l, 
sarà  q = fm  + f.  Se  f—hn,  sarà  q = hm  + f = (n  + m)  h.  Se  n = 2,  /= 2,  ed 
m=  3 sarà  q = 5. 

Quindi  apparisce,  che  nella  cinquina  la  somma  di  tutti  gli  ambi 
sta  alla  somma  di  tutti  i temi,  come  2 sta  a 3. 

Se  n = 3,  /=  3,  ed  m = 4;  sarà  q = 5.  Li  maniera  che  nella  cinquina 
la  somma  di  tutti  i terni  sta  alla  somma  di  tutte  le  quaterne,  come 
3 sta  a 2. 
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Se  n = 4,  / = 4,  ed  ra  = 1,  sarà  g = 5.  E perciò  nella  cinquina  la 
somma  di  tutte  le  quaterne  sta  alla  somma  di  tutte  le  cinquine  (vale 
a dire  alla  stessa  unica  cinquina)  come  4 sta  ad  1. 


Teorema  III.  — Nel  secondo  membro  dell’equazione  (V),  che  segue, 
i fattori  del  numeratore  siano  in  progressione  aritmetica,  e così  i fat- 
tori del  nominatore,  e tanti  sieno  gli  uni,  quanti  gli  altri. 

= (q  + t.q  + t+d.q  + t+2d  ec.) 

' (u.u+d.u  + 2d  ec.) 

io  dico,  che  q = u—t. 

Prima  dimostrazione.  — L’  equazione  (V)  equivale  a quest’altra: 


(X) 


q + t q+t  + d x q+t+2d 
u u+d  u+2d 


ec. 


la  quale  è sussistente,  allorché  q + t = u,  cioè  q — u — t;  mentre  in  tale 
supposizione  l’equazione  (X)  diviene  l = lxlXl  ec.  =1,  e conseguente- 
mente anche  l’equazione  (V)  diviene  1 = 1;  adunque  q = u—t.  Il  che  dovea 
dimostrarsi. 


Seconda  dimostrazione.  — Prendendo  i logaritmi  dei  due  membri 
dell’equazione  (V),  e operando  col  dovuto  accorgimento  si  trova 

0 = log.  (q  + t.q  + t +d.q+t+2d  ec.) — log.  (u.u+d.u  + 2d  ec), 
vale  a dire 

l.(q  + t.q  + t + d.q  + t + 2d  ec .)  = l (u.u+d.u  + 2d  ec.), 
e conseguentemente 

l .{q  + t)  + l .{q  + t + d)  + l .(q  + t + 2d)  ec.  = 1 .u  + l .(u+d)  + l .{u  + 2d)  ec. 

Egli  è visibile,  che  quest’equazione  sarà  sussistente,  ove  sussistano 
le  seguenti  parziali  equazioni  l.{q  + t)  = l . u;  l.{q  + t + d)  — l.{u  + d); 
l .(q  + t + 2d)  = l.{u  + 2d)  ec.,  la  prima  delle  quali  mostra  q + t = u,  cioè 
q = u — t,  e ciascuna  delle  altre  fa  conoscere  questo  medesimo  valore 
di  q;  adunque,  ec.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Se  si  avrà  quest’equazione 

(Z)  1 (q—r.g—r—l.q—r—2  ec.) 

’ ( u.u — 1 .u — 2 ec.) 

Si  avrà  eziandio  q = r + u;  perchè  in  questo  caso  t = — r,  e d= — 1, 
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Problema  II.  — Trovare  la  moltitudine  de’  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi  tale,  ohe  la  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  /, 
e contenute  in  A,  B,  ec.  sia  eguale  alla  somma  di  tutte  le  combina- 
zioni denominate  da  g,  e contenute  nella  stessa  moltitudine  A,  B,  ec. 

Soluzione.  — Facendo  n = m,  e rovesciando  il  denominatore  del 
secondo  membro  dell’equazione  (R),  ne  verrà  una,  che  sarà  rappresen- 
tata dall’equazione  (Z);  mentre  r può  significare  /,  ed  u può  denotare 
g — 1.  Quindi  pel  corollario  del  teorema  ITT,  si  avrà  q—f  + g — 1.  Il  che 
dovea  dimostrarsi. 

Esempj.  — Se  / = 2,  e g = 4;  sàrà  q = 5;  e perciò  nella  cinquina  la 
somma  di  tutti  gli  ambi  è eguale  alla  somma  di  tutte  le  quaterne. 
Se  / = 2,  e g = 5;  sarà  # = 6,  ec.,  ec. 

Corollario.  — Possono  variare  i numeri  /,  e g considerati  a parte, 
senza  che  vari  l’espressione  f+g — 1,  cioè  la  moltitudine  A,  B , ec. 

Esempj.  — Nella  settina  la  somma  di  tutti  gli  ambi  è eguale  alla 
somma  di  tutte  le  sestine,  e la  somma  di  tutti  i terni  è eguale  alla 
somma  di  tutte  le  cinquine;  perchè  tanto  2 + 6,  quanto  3 + 5 sono  eguali 
ad  8,  e 8 — 1 =7. 

Nella  novina  la  somma  di  tutti  gli  ambi  è eguale  alla  somma  di 
tutte  le  ottine;  la  somma  di  tutti  i terni  è eguale  alla  somma  di  tutte 
le  setti  ne,  e la  somma  di  tutte  le  quaterne  è eguale  alla  somma  di  tutte 
le  sestine,  perchè  2 + 8=3+7  = 4 + 6 = 10,  e 10 — 1 = 9. 

Problema  III.  — Trovare  la  moltitudine  dei  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi  tale,  che  la  somma  di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  /, 
e contenute  in  A,  B,  ec.  stia  alla  somma  di  tutte  le  combinazioni  de- 
nominate da  g,  e contenute  nella  stessa  moltitudine  A,  B,  ec.  come  / 
sta  a g. 

Soluzione.  — Nell’equazione  (R)  pongasi  / in  luogo  di  n,  e g in 
cambio  di  m,  e operando  a dovere,  si  conseguirà  quest’altra: 

1 = (g — /-g— /— !•  • -g— 9+2. q— g+1) 

(g.g-l.g— 2.../+1) 

che  essendo  rappresentata  dall’  equazione  (Z),  se  ne  deduce  pel  corol- 
lario del  teorema  III  g = /+g.  Il  ohe  dovea  ritrovarsi. 
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Esempj.  — Se  / = 2,  e g = 3 sarà  q = 5.  Cosicché  nella  cinquina  la 
somma  di  tutti  gli  ambi  sta  alla  somma  di  tutti  i terni,  come  2 sta  a 3. 
Il  che  si  è dedotto  anche  dal  problema  I. 

Se  / = 3,  e g = 6,  sarà  q = 9,  cioè  nella  novina  la  somma  di  tutti  i 
terni  sta  alla  somma  di  tutte  le  sestine,  come  3 sta  a 6,  ovvero  come 
1 sta  2,  ec. 

Problema  IV.  — Trovare  la  moltitudine  dei  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi  tale,  che  la  somma  di  tutte  le  quaterne  di  A,  B,  ec.  stia  alla 
somma  di  tutte  le  settine  della  stessa  moltitudine  A,  B,  ec.  come  20 
sta  ad  1. 

Soluzione.  — Nel  secondo  membro  dell’equazione  (R)  pongasi  4, 
e 7 in  luogo  respettivamente  di  /,  e di  g;  e 20,  ed  1 in  cambio  di  n, 
e di  m Si  avrà 

q — 4 .q — 5.  q — 6.20 
1=  47576 

E perchè  20=4.5,  sarà 

q—  4.g—  5,g—  6.4.5. 

4.5.6 

e perchè  in  oltre  6 = 3.2. 1,  sarà  in  fine 

i-g— 4-g— 5g~ 6. 

3.2.1  ’ 

adunque  pel  corollario  del  teorema  III  q — 7.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Qui  la  somma  di  tutte  le  settine  è la  stessa  unica  settina. 

Problema  V.  — Trovare  la  moltitudine  de’  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi  tale,  ohe  la  somma  di  tutti  gli  ambi  di  A,  B,  ec.  stia  alla 
somma  di  tutte  le  sestine  della  stessa  moltitudine  A,  B,  ec.  come  1 
sta  a 42. 

Soluzione.  — I numeri  2,  e 6 posti  respettivamente  in  luogo  di  /,  e 
di  g,  e i numeri  1,  e 42  posti  similmente  in  cambio  di  n,  e di  m nel 
secondo  membro  dell’equazione  (R),  dànno 

, q — 2.q — 3 .q — 4 .q — 5 
~ 2.3.4.5.42 
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Ma  42  = 2.3.7;  e perciò 

g— 2.g— 3.g  — 4.g— 5 
2. 3. 4. 5. 2. 3. 7 

Si  rifletta,  che  5.2  = 10,  che  3.3  = 9,  che  2.4  = 8.  Si  vedrà,  che 

q — 2 .q — 3 .q  — 4.  <7— 5 
= 10.9.8.7  ’ 

e pel  corollario  del  teorema  III,  si  avrà  q = 12.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Problema  VI.  — Trovare  la  moltitudine  de’  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi  tale,  che  la  somma  di  tutte  le  cinquine  di  A,  B,  ec.  stia  alla 
somma  di  tutte  le  novine  della  stessa  moltitudine  A,B,  ec.  come  14  sta  a 3. 

Soluzione.  — Surrogando  6,  e 9 in  luogo  respettivamente  di  /,  e 
di  g;  e così  i numeri  14.  e 3 in  vece  di  n,  e di  m nell’equazione  (R), 
si  otterrà 

q — 6. <7 — 6 .q — 7 .q — 8.14 
1=  5. 6. 7. 8. 3 

2 1 

E per  essere  14  = 2.7,  e - = si  vedrà  essere 

8 4 

i = g~5-g— 6.g  — 7 .q — 8 . 

6 . 5 . 4 . 3 

laonde  pel  corollario  del  terzo  teorema  <7  = 11.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Problema  VII.  — Trovare  la  moltitudine  de’  numeri  A,  B,  ec.  da 
estrarsi  tale,  che  la  somma  di  tutte  le  cinquine  di  A,  B,  ec.,  stia  alla 
somma  di  tutte  le  ottine  della  stessa  moltitudine  A,  B,  ec:  come  7 sta  a 24. 

Soluzione.  — Facciasi  / = 5,  g = 8,  n = 7,  m = 24,  e l’equazione  (R) 
diverrà 

g-5.g-.g-7. 7 
6.6.7.24 

Ora  24  = 3.8,  e 6 = 2.3;  adunque 

g— 5-g— 6.g— 7 
5. 2. 3. 3. 8 ’ 

cioè 

q~5.q—6.q—l 

10.9.8 

Talché  pel  corollario  del  teorema  III  <7  = 15.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 
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Scolio.  — I.  Questi  sette  problemi  sono  inversi;  perchè  si  cerca 
in  essi  il  valore  di  q.  Le  soluzioni  degli  ultimi  quattro  mostrano  la  via 
per  giugnere  allo  scioglimento  d’altri  dello  stesso  genere,  o per  giudi- 
care della  loro  impossibilità. 

II.  Con  maniera  simile  a quella,  che  si  è tenuta  per  sciogliere  i 
sette  problemi  inversi  concernenti  la  somma  degli  ambi,  la  somma  de’ 
terni,  la  somma  delle  quaterne,  ec.  ec.,  della  moltitudine  A,  B,  ec. 
non  data,  con  maniera  simile,  dico,  si  scioglieranno  simili  problemi  in- 
versi concernenti  il  numero  degli  ambi,  il  numero  dei  terni,  il  numero 
delle  quaterne,  ec.  ec.  della  stessa  moltitudine  A,  B,  ec.  non  data. 
Eccone  un  esempio. 


Problema  Vili.  — Trovare  la  moltitudine  q tale,  che  il  numero 
delle  sue  quaterne  stia  al  numero  delle  sue  settine,  come  36  sta  a 286. 

Soluzione.  — Il  numero  delle  quaterne  di  q è 

q.q — 1 .q — 2.q — 3 
1.2. 3. 4 ’ 

e il  numero  delle  settine  di  q è 

q.q—l.q—2.q—3.q—4.q—5.q—f) 

1.2.3.4.5.677 

Dividasi  la  seconda  espressione  per  la  prima,  e a tenore  del  problema 
si  vedrà  essere 

q—é.q—5.q—6  286 

5.6.7  “ 1$5  ' 

Si  surroghi  in  questa  equazione  in  vece  del  secondo  membro  l’equiva- 
, , 13.11.2  . 

lente  — > indi  operando,  come  si  deve,  si  conseguirà  1 = (q — 4 .q 

— 5 .q — 6)  div.  per  (6.13.11.2)  vale  a dire  div.  per  (13.12.11);  adun- 
que pel  coroll.  del  teor.  Ili,  q — 17.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Problema  IX.  — Trovare  la  moltitudine  q tale,  che  la  somma  di 
tutte  le  combinazioni  denominate  da  /,  e contenute  in  q stia  alla  somma 
di  tutte  le  combinazioni  denominate  da  g,  e contenute  in  q,  come 
q—f+1  sta  a g;  ovvero  come  (q— f+h. . .q— /+  1)  sta  a {g+h—  1. . .g). 
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Avvertimento.  — Le  due  ultime  espressioni  analitiche  significano 
due  prodotti  di  più  fattori,  che  sono  in  progressione  aritmetica  decre- 
scente, e la  differenza  di  queste  due  progressioni  è l’unità.  La  lettera  h 
rappresenta  qualsivoglia  numero  intero  positivo,  e tanti  sono  i fattori 
di  ciascuna  delle  suddette  due  espressioni,  quante  unità  contiene  il  nu- 
mero h. 


Soluzione.  — Primieramente  pongasi  q — / + 1 in  luogo  di  n,  e g 
in  luogo  di  m nel  secondo  membro  dell’equazione  (R),  indi  si  dispon- 
gano a dovere  il  numeratore,  e il  denominatore  di  esso,  e si  otterrà 

m , g— /+l.g— /...g  — g+1 

Quest’equazione  è rappresentata  dall’equazione  (Z),  perchè  r può 
significare  +/ — 1,  siccome  u può  denotare  g. 

Secondariamente  si  sostituisca  nell’equazione  (R)  in  vece  di  n l’e- 
spressione ( q—f+h . . .q—  g+\),  e in  vece  di  m l’espressione  (g  + h— 1 . . .g); 
diasi  la  debita  disposizione  al  numeratore,  e al  denominatore  di  essa 
equazione  (R),  e ne  verrà 

(Se)  i _q—f+h.q—f+h—l.  . .q  + g+ 1 

V 1 g + h-l.g  + h-2...f 

Ancora  quest’equazione  è rappresentata  dall’equazione  (Z);  mentre  r 
può  denotare  / — h,  ed  u può  esprimere  g+h — 1. 

Ora  in  virtù  del  corollario  del  terzo  teorema  si  deduce  primiera- 
mente dall’equazione  (Y)  q — /+ 1 = g;  e secondariamente  dall’equazione  (&) 
q — f+h  = g + h — 1,  e ciascuna  di  queste  due  ultime  equazioni  fa  cono- 
scere q = f+g — 1.  Il  che  dovea  ritrovarsi. 

Il  secondo  articolo  del  precedente  sco'io  à luogo  ancora  in  ordine 
a questo  problema,  come  pure  in  ordine  al  teorema,  che  segue,  e allo 
scolio,  che  gli  è annesso. 


Teorèma  IV.  — Si  rovesci  il  denominatore  del  secondo  membro 
dell’equazione  (R)  per  avere  la  seguente: 


(RR) 


, (q—f.q—f—l...q—g+l)n 

(g—l...f+l.f)m 


Se  si  prendono  tali  valori  di  n,  e di  m,  che  si  aumenti  egualmente, 
e nel  numeratore,  e nel  denominatore  dell’equazione  (RR)  la  moltitu- 


30  — Tomo  I. 


466 


TBOBIA 


dine  dei  loro  fattori,  salva  la  continuata  progressione  aritmetica,  con 
cui  essi  decrescono;  che  si  aumenti,  dissi,  egualmente  la  moltitudine 
degli  stessi  fattori,  o dalle  parti  sinistre  del  numeratore,  e del  deno- 
minatore, come  nell’  antecedente  problema:  o dalle  parti  deafre  del  nume- 
ratore, e del  denominatore:  o dalle  parti  sinistre  e destre  insieme  del 
numeratore,  e del  denominatore;  io  dico,  che  sarà  sempre  q = f + g — 1. 

Ma  se  si  aumenta  egualmente  la  moltitudine  degli  stessi  fattori 
dalla  parte  sinistra  del  numeratore,  e dalla  parte  destra  del  denomina- 
tore, ed  il  maggior  de’  fattori  dèi  nuovo  numeratore  è q±.H  ; io  dico, 
che  q = g±.H — 1 . 

Quando  qui  à da  valere  il  segno  inferiore,  H non  deve  esser  mag- 
giore di  g — 3 . 

In  fine,  se  si  aumenta  egualmente  la  moltitudine  de’  fattori  dalla 
parte  destra  del  numeratore,  e dalla  parte  sinistra  del  denominatore, 
ed  il  maggiore  dei  fattori  del  denominatore  è g+P;  io  dico,  che 

q~g  +P+F. 


Scolio.  — I.  Da  questo  teorema  possono  dedursi  le  soluzioni  di 
altri  quattro  problemi  simiglianti  al  nono.  La  dimostrazione  poi  di  esso 
teorema  non  sarà  difficile  a formarsi  da  chi  à compreso  il  terzo  teorema, 
il  suo  corollario,  e lo  scioglimento  dell’ultimo  problema. 

II.  I valori  di  n,  e di  m possono  esser  tali,  che  l’equazione  (RR)si 
converta  in  questa 


fRRR) 


(q — /•? — / — i . • q— g + i)  k 

(z.z — 1,  ec .)  L 


dovendosi  avvertire,  che  l’espressione  (z.z — l,ec.)  denota  un  prodotto 
di  fattori  decrescenti  in  progressione  aritmetica,  la  di  cui  differenza  è 
l’unità:  che  la  moltitudine  di  essi  fattori  è uguale  alla  moltitudine  dei 
fattori  del  prodotto  (g  — 1 / + 1 . /). 

Nel  tempo  stesso  poi  i valori  di  K,  e di  L possono  esser  tali,  che 
accada  all’equazione  (RRR)  il  simile  di  ciò,  che  nel  teorema  presente 
si  è veduto  poter  accadere  all’equazione  (RR)  in  virtù  dei  valori  di  n, 
e di  m assumibili  rispetto  a quella. 

In  tali  casi  dunque  avrà  luogo  un  altro  teorema  simigliante  a 
quest’ultimo.  Io  mi  dispenso  dallo  stendere  l’enunciazione  di  sì  fatto 
teorema,  bastandomi  di  averlo  semplicemente  accennato.  Esso  potrà 
dimostrarsi  d’una  maniera  simile  a quella,  con  cui  si  dimostrerebbe  il 
teorema  presente,  e potranno  inferirsene  le  soluzioni  d’altri  problemi. 


XII. 


CONTINUAZIONE  DEL  PRECEDENTE  SCHEDIASMA. 


RIFLESSIONI  CIRCA  IL  PRIMO  TEOREMA  DI  ESSO. 


I.  Se  si  vuole  immaginare,  che  l’aggregato  de’numeri  A,  B,  G,  D, 
E , ec.  sia  una  progressione  aritmetica,  di  cui  A sia  il  primo  termine,  e d 
la  differenza;  l’ultimo  termine  di  tal  progressione  continuata  ad  arbitrio 
si  esprimerà  in  questa  guisa  A + {q — l)c2:  poiché  la  q rappresenta  la 
moltitudine  de’ termini.  Perciò  la  somma  del  primo,  e dell’ultimo  termine 
sarà  2A  + (q — 1)«£,  e la  somma  di  tutti  i termini  sarà  2A+{q — l)rfil 

tutto  moltiplicato  per  i-  q,  conforme  è noto  per  gli  elementi  di  mate- 

« 

matiea,  vale  a dire  si  avrà 

A+B  + C + D + E.ecA-JlA  + lpll^ 

d esprime  qualsivoglia  numero  positivo,  o negativo,  ed  A qualunque 
numero  positivo,  o negativo,  ed  anche  zero. 

II.  E se  di  più  si  vuole,  che  A,  e d siano  eguali  all’unità  positiva, 
si  avrà 

A+B  + G + D + E,  ec.  = I + 2 + 3 -H  + 5, ee.  = 2 q-  (g-~} -q-  = ili±D. 


ITI.  Serve  tutto  questo  per  mostrare  un  saggio  dell’applicabilità  del 
primo  teorema;  imperocché  A,  B,  G,  D,  E,  ec.  potrebbe  denotare  qua- 
lunque serie  di  numeri,  anche  prescindendo  dall’ estrazioni  dei  lotti,  e 
allora  q denoterebbe  quanti  fossero  i termini  della  medesima  serie. 

Nel  caso  semplicissimo  del  secondo  articolo  la  q non  solo  denota 
la  moltitudine  de’  termini,  ma  rappresenta  eziandio  l’ ultimo  termine 
della  progressione  aritmetica  A,  B,G,  D,  E,  ec.  continuata  quanto  si  vuole, 
qual  progressione  è la  serie  de’  numeri  naturali. 

IV.  In  questo  caso  adunque  rimane  dimostrato  in  virtù  del  primo 
teorema,  che  in  1,  2,  3,  4,  5 ...q. 


La  somma  degli  ambi  è 


q.q+l.q— 1 


2 


468 


TEORIA 


La  somma  de’  terni  è 


q.q+l.q— 1.  q — 2 


La  somma  delle  quaterne  è 
La  somma  delle  cinquine  è 


2.2 

v q.q  + l.q—  l.q— 2.q— 3 


2.2.3 

q.q  + l.q  — l.q  — 2.q—3.q—é 


2 . 2 . 3 . 4 

E generalmente  la  somma  delle  combinazioni  maggiori  denominate 


da  / è 


v q.q+l.q— l.q— 2. q— 3.  q— 4:..  .q—f+1 


2. 2. 3. 4.  . ./— 1. 

V.  Se  il  numero  q è infinito,  allora  l’equazione  (SS)  del  primo  ar- 


do2 

ticolo  diviene  A,  B,  C,  D,  E,  ec.  = cioè 

A+A+d+A+  2 d + A + 3 d + A 4 d,  ec . 


dq2 
= 2 


E pel  primo  teorema  si  vede,  che  nella  progressione  aritmetica  A,  A + d, 
A + 2d,  ec.,  continuata  in  infinito,  cioè  in  modo  che  la  q dinoti  un  nu- 
mero infinito. 

La  somma  degli  ambi  è dq 3 div.  per  2. 

La  somma  de’  terni  è dq 4 div.  per  2.2. 

La  somma  delle  quaterne  è dq&  div.  per  2.2.3. 

La  somma  delle  cinquine  è dq 6 div.  per  2. 2. 3. 4. 

E generalmente  la  somma  delle  combinazioni  maggiori  denominate 
da  / è dqi+1  div.  per  2.2.3. 4.../ — 1. 

Può  notarsi,  che  le  formule  di  questo  articolo  rimangono  invariate, 
quantunque  possa  variare  in  infiniti  modi  il  numero  A ed  essere  ancora 
positivo,  o negativo,  o zero;  e quantunque  la  moltitudine  q de’  termini 
resti  la  medesima. 

VI.  La  serie  1,  2,  3,  4,  5,  ec.  considerata  nel  quarto  articolo  è la 
serie  dei  numeri,  che  3Ì  chiamano  del  prim’ ordine.  Se  si  vuole  adesso, 
che  l’aggregato  A,  B,  G,  D,  E,  ec.  rappresenti  la  serie  dei  numeri  chia- 
mati del  second’ ordine,  continuata  quanto  si  vuole,  e che  il  primo  ter- 
mine A sia  l’unità,  come  pure,  che  la  q dinoti  la  moltitudine  de’  ter- 
mini di  tal  serie:  Si  rifletta,  che  la  somma  dei  termini  suddetti  è uguale 

a quest’  espressione  come  s’insegna  negli  elementi  di  ma- 

tematica. 

Adunque  mediante  il  primo  teorema  si  scopre,  che  nella  serie  dei 
numeri  del  second' ordine,  continuata  a piacimento,  cioè,  1,  3,  6,  10, 
16,  21,  ec. 
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La  somma  degli  ambi  è ^ ^ ^ — - • 

t , , , . v o.9  + l.fl  + 2.g—l.g—2 

La  somma  de  terni  e — 333 


La  somma  delle  quaterne  è 


2.2.3 

9.9+ I.9 + 2. 9—  l.g—  2.9—  3 
2. 2. 3. 3 


La  somma  delle  cinquine  è 
La  somma  delle  sestine  è 


. 9.9 + 1-9 + 2. 9— 1 .9— 2.9—  3.9— 4 


2. 2. 3. 3. 4 

A 9.9  + I.9  + 2.9— 1.9— 2.9— 3.9— 4.9— 5 

2. 2. 3. 3. 4. 5 

E generalmente  la  somma  delle  combinazioni  maggiori  determinate 
9.9  + . 1 .9  + 2.9  I.9  2 .9  3.9  4.9  5.  ■ .9  /+  1 

da  ' 6 2.2.3.3.4.5.../-1 

VII.  In  fine  l’aggregato  A,  B,  G,D,  E,  ec.  esprima  la  serie  de’  nu- 
meri chiamati  di  ierz’ ordine.  continuata  ad  arbitrio;  il  primo  termine  A 
di  essa  serie  sia  l’unità,  e 9 indichi  la  moltitudine  de*  suoi  termini:  La 

,.  ...  . . , 9 • g “b  1 • 9 + 2 . 9 + 3 

somma  di  questi  termini  sara  — - - » per  gli  elementi  di 

2.3.4 

matematica. 

Quindi  è,  che  a tenore  del  primo  teorema  nella  serie  dei  numeri 
del  ter z’  ordine,  continuata  quanto  si  vorrà,  vale  a dire  in  1,  4,  10,  20, 
35,  56,  ec. 


La  somma  degli  ambi  è 


, 9. 9+1. 9 + 2. 9 + 3. 9— 1 


2.3.4 


t a , . 9.9  + I.9  + 2.9+3.9  — 1.9— 2 

La  somma  de  terni  e ••m — — --  ifi  ajtó— 


La  somma  delle  quaterne  è 


2. 2.3.4 

, 9.9  + I.9  + 2.9+3.9— 1.9— 2.9— 3 


2. 2. 3. 4 

, 9. 9+1. 9 + 2. 9 + 3. 9— 1.9— 2.9—  3.9—  4 
2. 2. 3. 3. 4. 4 ” 


La  somma  delle  cinquine  è 

La  somma  delle  sestine  è 

9.9+I.9  + 2.9  + 3.9— 1.9— 2.9— 3.9— 4.9— 5 

2. 2. 3. 3. 4. 4. 5 

La  somma  delle  settine  è 

9.9+  I.9 + 2. 9 + 3. 9 — 1.9 — 2.9 — 3.9 — 4.9 — 5.9 — 6 
2. 2. 3. 3. 4. 4. 5. 6 

E generalmente  la  somma  delle  combinazioni  maggiori  denominate 

da  f è g-g+  l-g  + 2-9  + 3.9-1.9-2.9-3.9-4.9-5.9-6.  ..9-/  + I 

a&  1 6 2. 2. 3. 3. 4. 4. 5. 6. ../-I 
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Vili.  Con  simigliante  metodo  si  procederà  oirca  le  serie  de’  nu- 
meri chiamati  del  quarto,  del  quinto , del  sesto  ordine,  ec.  in  infinito. 
Anzi  più  speditamente  oosì. 

Per  avere  la  somma  delle  combinazioni  denominate  da  / contenute 
nella  serie  de’  numeri  dell’ordine  h,  si  rifletta,  che  per  gli  elementi  di 
matematica  la  somma  de’  termini  di  questa  serie  dovrà  essere 

q.q  + l.  . .q  + h 
1.2.3. . .h 


ambedue  progressioni  aritmetiche,  ec.  Adunque  pel  primo  teorema  la 
somma  delle  oombinazioni  denominate  da  / contenute  nella  serie  dei 
numeri  dell’ordine  h,  à da  essere 


/TT\  g-g+I-  • -q+h.q—  l.q—  2. . .q—  /+! 

1 ’ 1.2.3. ..A+l. 1.2...  / — 1 

Anche  I.2.3...à  + I,edl.2... /—  1 sono  progressioni  aritmetiche,  ec. 
IX.  Se  il  numero  q è infinito,  vale  a dire,  se  la  serie  dei  numeri 
dell’ ordine  h si  considera  continuata  in  infinito,  allora  la  formola  (TT) 
si  muta  in  quest’altra. 


(VV) 


qh+t 

Ì.2. . .h+  1.  1 .2. . ./— 1 


ohe  rappresenta  la  somma  delle  combinazioni  denominate  da  / conte- 
nute nella  serie  de’  numeri  dell’ordine  h continuata  in  infinito. 

X.  Dal  precedente  articolo  io  deduco  il  seguente 


Teobema  generale  . — Si  considerino  le  serie  de’  numeri  dell’or- 
dine h,  e dell’ordine  / — 2,  e si  concepisca,  che  ambedue  Biano  conti- 
nuate in  infinito ; io  dico,  che  la  somma  delle  combinazioni  denominate 
da  / contenute  nella  serie  de’  numeri  dell’ordine  h è uguale  alla  somma 
delle  combinazioni  denominate  da  h+2  contenute  nella  serie  dell’or- 
dine / — 2. 

Dall'enunciazione  di  questo  teorema  apparisce,  che  f dev'essere  mag- 
giore di  2. 

Dimostrazione.  — Si  surroghi  nella  formola  (W)  / — 2 in  luogo 
di  h ed  h + 2 in  luogo  di  /,  e si  otterrà 

qi  — 2 + ^ + 2 

1.2.../— 1.  1.2...  A + l 


(XX) 
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espressione,  che  in  virtù  del  IX  articolo  rappresenta  la  somma  delle 
combinazioni  denominate  da  A + 2 contenute  nella  serie  de’  numeri  del- 
V ordine  f— 2 continuata  in  infinito. 

Ma  è visibile,  che  l’espressione  della  formola  (W)  è uguale  alla 
espressione  della  formola  (XX)  adunque  la  somma  delle  combinazioni 
denominate  da  /,  contenute  nella  serie  de’  numeri  dell’ordine  h conti- 
nuata in  infinito,  è uguale  alla  somma  delle  combinazioni  denominate 
da  h + 2,  contenute  nella  serie  de’  numeri  dell’ordine  f — 2 continuata  in 
infinito.  Il  che  dovea  dimostrarsi. 

Corollario.  — Se  il  numero  q,  benché  non  infinito,  fosse  enorme- 
mente grande  rispetto  ai  numeri  h + 1,  ed  / — 1;  allora  questo  teorema 
potrebbe  reputarsi  presso  che  vero:  vale  a dire  sottraendo  dal  maggiore 
il  minor  membro  dell’equazione  espressa  nel  teorema,  il  residuo  sarebbe 
quasi  trascurabile  per  rapporto  a ciascun  membro  della  medesima  equa- 
zione. 

Esempio  I.  — Se  / = 4,  ed  A=1  sarà  h+  2 = 3,  ed  /— 2 = 2,  cioè 
la  somma  delle  quaterne  contenute  nella  serie  dei  numeri  del  'primo 
ordine  continuata  in  infinito,  è uguale  alla  somma  dei  terni  contenuti 
nella  serie  de’  numeri  del  secondo  ordine  continuata  in  infinito. 

Esempio  II.  — Se  / = 5,  ed  A = 2;  sarà  à + 2 = 4,  ed  /— 2 = 3;  cioè 
la  somma  delle  cinquine  contenute  nella  serie  dei  numeri  del  secondo 
ordine  continuata  in  infinito  è uguale  alla  somma  delle  quaterne  con- 
tenute nella  serie  dei  numeri  del  terzo  ordine  continuata  in  infinito. 

Esempio  III.  — Se  / = 3,  ed  h = 3 sarà  h + 2 = 5,  ed  / — 2 = 1,  cioè 
la  somma  dei  terni  contenuti  nella  serie  dei  numeri  del  terzo  ordine  con- 
tinuata in  infinito,  è uguale  alla  somma  delle  cinquine  contenute  nella 
serie  dei  numeri  del  primo  ordine  continuata  in  infinito. 

Esempio  IV.  — E generalmente.  Se  rimane  ad  / la  sua  indetermi- 
nata significazione,  ed  A = /;  sarà  A + 2 = /+ 2,  ed  / — 2 resterà  /— 2. 
Quindi  la  somma  delle  combinazioni  denominate  da  / contenute  nella 
serie  dei  numeri  dell’ordine  f continuata  in  infinito,  è uguale  alla  somma 
delle  combinazioni  denominate  da  f+2  contenute  nella  serie  de’  numeri 
dell’ordine  / — 2 continuata  in  infinito. 
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Esempio  V.  — Significa  r qualsivoglia  numero  intero  positivo,  ed 
anche  l’unità,  e zero. 

Se  / = 4 + r,  ed  à=l+r,  sarà  h + 2 = 3 + r,  ed  /— 2 = 2 + r.  Perciò  la 
somma  delle  combinazioni  denominate  da  4 + r contenute  nella  serie  dei 
numeri  d eW ordine  1 + r continuata  in  infinito,  è uguale  alla  somma  delle 
combinazioni  denominate  da  3 + r contenute  nella  serie  dei  numeri  del- 
l’ordine 2 + r continuata  in  infinito. 

Questo  esempio  comprende  il  primo,  e il  secondo;  supponendo  prima 
r = 0;  e poi  r = 1 . 


Esempio  VI.  — Ritenga  r la  significazione  di  prima. 

Se  /=5  + r,  ed  à = 2+r;  sarà  à + 2 = 4+r,  ed/ — 2 = 3+r.  Laonde  la 
somma  delle  combinazioni  denominate  da  5 + r contenute  nella  serie  dei 
numeri  dell’  ordine  2+r  continuata  in  infinito,  è uguale  alla  somma  delle 
combinazioni  denominate  da  4+r  contenute  nella  serie  dei  numeri  del- 
l’ordine 3+r  continuata  in  infinito. 

Ancora  quest’esempio  comprende  il  primo,  e il  secondo;  supponendo 
prima  r = — 1,  e poi  r=0. 

Allorché  nel  segno  doppio  vale  l’inferiore,  r non  può  esser  maggiore 
dell’unità,  e così  nel  seguente  scolio.  Ciò  avviene  a causa  di  h = 2±_r, 
la  quale  h non  à da  essere  negativa,  nè  nulla. 

Scolio.  — Se  / = 4+r,  ed  à = 2+r,  sarà  à + 2 = 4+r,  ed  /— 2 = 2+r. 
Cosicché  quest’ipotesi  conduce  ad  una  proposizione  identica. 

Per  altro  potranno  i lettori  dedurre  quanti  esempi  vorranno. 

Piace  allo  spirito  lo  spaziar  qualche  volta  nei  campi  dell’infinito. 


NOTE. 


Pag.  1.  — L’opera  ivi  citata  ha  per  titolo:  E.  P.  Gregorii  a S.to  Vincbntio, 
Opus  geometricnm  posthumum  ad  Mesolabium  per  rationum  proportionalium  novas  prò • 
prietates  (Gandavi,  1668). 

Pag.  8.  — Il  primo  degli  scritti  ricordati  nello  Scolio  porta  il  titolo  Nonveanx  eie- 
mens  de  Oéométrie;  quantunque  non  rechi  il  nome  dell’autore  è notoriamente  dovuto 
al  celebre  Antonio  Arnauld.  Le  proposizioni  ricordate  dal  Fagnano  suonano  così 
nella  II  ed.  di  quell'opera  (La  Have,  MDCXC):  « I.  Corollaire.  Plusieurs  lignee  étant 
diversement  inclinées  dans  le  mème  espace  parallele,  si  elles  sont  toutes  coupées  par 
des  paralleles  à cet  espace,  elles  le  sont  proportionellement  » (pag.  288).  « II  Corol- 
laire. Si  plusieurs  lignee  sont  ménées  d’un  mème  point  sur  nne  mème  ligne,  elles 
sont  coupées  proportionellement  par  toutes  le  lignea  paralleles  à celle  qui  les  ter- 
mines  » (pag.  289). 

Il  secondo  degli  scritti  citati  è:  Elementa  Euclidea  geometriae , planae  ac  solidae; 
et  selecta  ex  Archimede  theoremata,  quibus  accedit  Trigonometria.  Auctore  Andrea 
Tacquet,  di  cui  ci  sta  sott’occhio  l’edizione  fatta  a Venezia  nel  MDCCXXXVII,  che 
è presumibilmente  la  stessa  su  cui  ragionava  il  Fagnano;  la  parte  a cui  egli  allude 
nel  testo  è probabilmente  il  Libro  VI,  che,  al  pari  dell’omologo  negli  Elementi  di  Eu- 
clide, tratta  delle  applicazioni  geometriche  delia  teoria  generale  delle  proporzioni. 


Pag.  124,  Scolio  II.  — Coloro  che  « non  sono  intendenti  del  calcolo  differenziale  » 

A Y 

possono  ricostruire  l’analisi  del  Teorema  XL  come  segue:  Le  due  grandezze  , — , 

qualunque  sia  Y,  dànno  il  prodotto  costante  AB,  onde  la  loro  somma  risulta  minima 

A Y 

quando  esse  siano  fra  loro  eguali.  Ora  dall’essere  -y  = segue  che  Y è la  media 
proporzionale  M fra  A e B;  dunque,  qualunque  sia  Y si  ha,  conformemente  all’enun- 
ciato,  _ + -<T  + -, 


Pag.  158.  — Il  lettore  desideroso  di  conoscere  l’enunciato  del  lungo  teorema  ivi 
ricordato,  ricorra  a Archimedis,  Opera  omnia  rum  Commentari ì Eutocii  iterum  edidit 
J.  L.  Hhiberg,  Voi.  I,  pag.  266-7.  (Lipsiae,  MDCCCCX). 

Pag.  203.  — Essendo  rarissima  l’opera  Bbnati  Francisoi  Slusii,  Mesolabnm  seu 
duae  mediae  proportionales  inter  extremas  datas  per  circulum  et  per  infinitas  hgperbolas 
vel  ellipses  et  per  quamlibet  exhibet  (Leodii  Eburonum,  MDCLXVIII),  crediamo  op- 
portuno estrarne  l’enunciato  del  Lemma  ultimum  (pag.  44)  dimostrato  dal  nostro  Au- 
tore: « Si  fuerint  duae  series  quatuor  quomodocumqne  proportionalium,  et  extremae 
ac  mediae  unius  seriei,  sint  in  eadem  ratione  cum  extremis  ac  mediis  alterius  ; erunt 
et  reliquae  in  iisdem  rationibus  >. 
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Pag.  372.  — Va  rilevato  che  qui  il  Teorema  fondamentale  della  Teoria  delle  equa- 
zioni algebriche  vien  presentato  sotto  l’aspetto  di  ipotesi,  quantunque  il  d’ Alembert 
nel  1746  ne  avesse  escogitata  una  prima  dimostrazione  (v.  Histoire  de  VAcadémie  des 
Sciences  et  Belles  Lettres,  Année  MDCCXLVI;  Berlin,  1748). 

Pag.  405.  — È noto  che  al  Commandino  si  debbono  le  due  seguenti  edizioni  di 
Euclide:  Eaclidis  Elementorum  una  cum  Scholiis  antiquis  (Pisauri,  1572),  De  gli  eie • 
menti  di  Euclide  libri  quindici,  con  gli  scholii  antichi  (Urbino,  1575). 

Pag.  413-416.  — I due  metodi  di  risoluzione  delle  equazioni  quadratiche  imma- 
ginati dal  Fagnano  non  si  trovano  ricordati  dal  Matthiessen  ( Grttndzttge  der  antiken 
and  modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen;  Leipzig,  1878),  benché  a lui  non  sia 
sfuggita  (v.  pag.  975)  l’esistenza  dei  relativi  scritti  del  Fagnano.  Va  anche  notato  che 
la  forma  frazionaria  sotto  cui  l’Autor  nostro  scrive  le  formolo  di  risoluzione,  mentre 
si  scosta  da  quella  di  uso  comune,  sembra  preludere  a quella  che  si  usa  nella  teoria 
delle  forme,  in  seguito  ai  lavori  di  A.  Cayley  (A  fifth  memoìr  upon  qaantics  ; Philos. 
Trans.,  T.  CXLVIII,  1858,  oppure  The  collected  papere,  T.  V)  e A.  Clebsch  ( Theorie 
der  binàren  algebraischen  Formen,  Leipzig,  1872). 

Pag.  417-421.  — Il  concetto  direttivo  del  « Nuovo  metodo  » suggerito  dal  Fa- 
gnano è lo  stesso  che  condusse  per  primo  Lodovico  Ferrari  alla  risoluzione  delle 
equazioni  biquadratiche;  ma  è applicato  senza  fare  l’ipotesi  restrittiva  che  queste 
manchino  del  secondo  termine;  tale  estensione  fu  suggerita  anche  da  T.  Simpson  nove 
anni  dopo  il  nostro  geometra  (A  treatise  of  algebra,  London,  1745). 

Pag.  435.  — Ecco  più  precise  indicazioni  intorno  alle  due  opere  ivi  citate: 

1)  De  aequationum  natura,  constitutione  et  limitibus.  Opuscula  due  incepta  a Flo- 
rimondo  de  Bbaunb,  absoluta  vero,  et  post  mortem  ejus  edita  ab  E.  Bartholino 
(Francfurti,  MDCXOV).  Il  Cap.  XIV  del  primo  opuscolo  porta  per  titolo  : « Continens 
modum  tollendi  penultimum  terminum  aequationum,  secundo  termine  carentium.  » 

2)  Analgse  demontrée  ou  la  Méthode  de  resoudre  lés  problèmes  des  mathématìques 
et  d’apprendre  facilement  ces  Sciences,  par  un  Prétre  de  VOratoire  (Paris,  MDCCVIII). 

(G.  L.). 


ERRATA-CORRIGE. 


Pag.  54.  Invece  di:  Definizione,  leggasi:  Definizione  XVII. 
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Prezzo  dell’Opera  completa  in  tre  volumi 
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